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Unter dem Erwartungswert eines hermiteschen Operators A4 bezogen auf den normierten Zustand
() versteht man die reelle Zahl

A>=Za: Pw(a)a

Dabei ist P, die bedingte Wahrscheinlichkeit und @ die (reellen) Eigenwerte des Operators
A4 .

Unter A, ;=4 —(A):=A—{A)-E versteht man die Abweichung des Operators 4 von seinem
Mittelwert (Erwartungswert). Sie ist wieder ein hermitescher Operator:

—A"—((4)E)=A"—(4)E=A4—(4)E=A,

Analog zur stochastischen Varianz einer Zufallsgrof3e wird nun der Erwartungswert des Quadrats
der Abweichung betrachtet:

Sie misst die mittlere quadratische Abweichung. Sie gibt also die sogenannte Unschérfe der
Messung der Observablen A an.

Zu (1): Fir die letzte Umformung wurde die Linearitit des Erwartungswertes verwendet:
(2) (A=B)=(4)%(B]

(b) (rd)j=n(4]

d) (ME)=h

Zum Nachweis verwende ich die Formel <A>=<1|)\ A| 1|)> , die ich in unter
,Erwartungswert eines Operators* gezeigt habe.

Zu(a): (A=B)=(w|[4=Bly )=(w| 4|y )+ Blw))=(w|A|w)+(y|Bly)=(4)=(B)
Zu(b): (AA)=(p|halp)=(g[r(4|p)))=h{p|4|p)=1{4)

Zu(c): (E)=(¢|E|w)=(p|y)=1 ,da |¢) normiert.

Zu(d): (WE)ZN(E)<n

Damit ldsst sich (1) zeigen:

(A2=2A(A)+(4)) E 422 A) [ )+ 42) L) =2( AP +(4) = 4)~( 4)?



Der Operator
(A, B]:=4B—BA
heiflt der Kommutator von A und B.

Es gelten folgende Gesetze:

Antisymmetrie: [B,A]=—|4,B]

Linearitét: [kAJruB,C}:?\[A,CHM[B,C]
Jacobi-Identitit: [4,]B,C]]+[B.[C, 4]]+]C,[4, B]]=0
Produktregel: [4,BC|=[4,B|C+B[4,C]

Die Linearitit gilt auch rechts.

Im Allgemeinen ist das Operatorprodukt eben nicht kommutativ, sodass der Kommutator nicht der
Nulloperator ist.

Unter dem Antikommutator von A und B versteht man den Operator {4, B}:=AB+BA
Der Antikommutator ist symmetrisch und linear.
Zwischen dem Kommutator und dem Antikommutator bestehen folgende Zusammenhénge:

(1) [4,BC|={A4,BYC—B{A,C}
(2) |4,B]+{4,B}=2AB

Die erste Regel entspricht der rechten Seite der ,,Produktregel fiir Antikommutatoren®.

Wendet man die zweite Regel auf das Produkt der Abweichungen der Operatoren 4 und B an,
so folgt:

1 1
E[AA, AB]+§(AA AptA A=A A,

und da der Erwartungswert linear ist, folgt daraus:

Llan e hi(a, a0 a,8,0-8,8,) @

Der erste Erwartungswert ist rein imagindr, der zweite reell. Es gilt nimlich:

(1) [AA ’ AB]+:(AAAB)+_(AB AA)+:A;A;_AZA;:_(A; A;_A;A;):_(AA AB_ABAA)

=— [A oA B] , also ist dieser Kommutator ,,antihermitesch.



(2) Die Erwartungswerte antihermitescher Operatoren sind rein imaginér, denn es gilt:

[l fw)=(w]= A" w) == A" ) =—(y| 4|)’

Die Erwartungswerte hermitescher Operatoren sind reell:

(W)= (w4 ) =(w|4]w)

Da fiir komplexe Zahlen z=a+ib mitreellem a und rein imagindren b gilt:
lzZf=a’+b’=|d’+|b]
folgt aus Gleichung (*) durch termweise Betragsquadrieren:

s Aaf+ (A, At a,a )P =] A, a,)f

oder

L a s a )Pl f-Lpa, At 8,0 <o P

Fiir hermitesche Operatoren A4, B gilt: <A\1p> |B\1p>>=<AB> , denn:
(Al | Blw))=(w|4" Blp)=(p|4 Bly)=(4B]

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung  |(v|w )f<(v|v )(w|w ) auf die Vektoren A |¢) und
Alw) angewandt, ergibt:

A WIA W) <A )AL )( Ayl )] A g w))

(A =(a%)(a5)

Aus Ungleichung (**) folgt damit

Weiter gilt: [AA,AB]:[A,B}

denn: [A,, Ay|=(4={4))(B~(B))~(B~(B))(4~(4))=4B~4(B)~(4)B+(4)(B)
—BA+B(A)+(B)A—(B)(A(=AB—BA=[4, B]

Und damit schlielich die Heisenbergsche Unschérferelation:

I, B)f<(a)(a})



Wenn die Operatoren A4, B kommutieren, der Kommutator (4, B] also 0 ist, unterliegt das
Produkt der Messunschérfen der beiden Observablen keiner Bedingung, sind also prézis
bestimmbar. Kommutieren die Operatoren nicht, dann ist das Produkt der Messunschérfen

mindestens %K[ABMZ .

Beispiel: Der Spin § eines Elektrons kann in jeder Raumrichtung nur zwei Werte annehmen,
z.B. in x-Richtung hat der Spin S, die Werte S.,+ und S,— . Fiir dieses System

bildet man den Hilbertraum mit den beiden Basisvektoren |5, + > und |S,— > . Das sind
n 7
die beiden Eigenvektoren des Operators S, mit den Eigenwerten ) bzw. 5

Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen Raumrichtungen.

Die Operatoren S, und S, kommutieren nicht, ihr Kommutator ist

__n
.05, ]--Ls.

Das heifit der Spin in x-Richtung und in y-Richtung sind nicht gleichzeitig prazis
bestimmbar. Fiir das Produkt ihrer Messunschéarfen gilt:

!

w>=<w\%(é _(’l)w>=<(é)?(é 01)\(5»

S(NE(M)=L ogn Las =t
<(0)‘2(0)> 5 -alsogilt  #(S.) =T und demnach gilt fiir die

komplementéren Spins:

S,

S;%((l) _01) und  (S.)=(y

Anstatt des Vektors \w>=(é)= S.+ > hitte man fiir |¢) auch den anderen Basisvektor

)

S.— > wihlen konnen, mit gleichem Ergebnis






