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1. Vollstindige Induktion

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt gedanklich unmittelbar aus dem Aufbau der
natiirlichen Zahlen. Jeder Kneipenbesucher kennt diesen Aufbau. Fiir die erste Trinkhandlung
bekommt er einen Strich auf seinem Bierdeckel. Fiir jedes weitere bestellte Bier wird auf ihm zu
den bereits bestehenden Strichen ein weiterer hinzugefiigt. Zahlzeichen folgen also folgendem
Konstruktionsprinzip nach Paul Lorenzen:

1. =1
2. n=>nl

oder mit den iblichen Zahlzeichen notiert:

1. =1
2. n=>n+1

Eine Eigenschaft A(n) nun, die fiir die erste Zahl 1 gilt (1. Konstruktionsschritt) und die unter dem
zweiten Konstruktionsschema erhalten bleibt, gilt demnach fiir alle natiirlichen Zahlen.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion ldsst sich also folgendermallen formulieren:

Gelten 1. A(1) (Induktionsanfang)
und 2. A(n)=A(n+1) (Induktionsschritt)

dann gilt die Aussage A fiir alle n.

Der Induktionschritt macht immer wieder Schwierigkeiten und zwar gedanklicher Art. Er ist logisch
gesehen eine typische mathematische Regel, eine allgemeine Subjunktion, ein allgemeiner
hypothetischer Satz, dessen Pramisse einen virtuellen Status hat, also ein irrealer Konditionalsatz.
Da die Virtualitét im Denken als real gesetzt werden muss, scheint sich ein circulus vitiosus zu
ergeben. Was man beweisen will, ndmlich A4 (n) fiir ein beliebiges natiirliches n, wird
vorausgesetzt. Es ist nicht immer leicht zwischen Virtualitét und Realitdt zu unterscheiden. Jeder
Romanleser weil} das. Diese Schwierigkeit scheint auch in der Theorie von Everett (der
Vielweltenthorie des Messprozesses) zu manifestieren. Eine mogliche Welt wird immer als reale
gedacht. Und wenn man sich fiir einen Teil einer Alternative A4V -4 bspw. A entscheidet, oder

er sich bei einem Messprozess als real herausstellt, dann ist die Frage, was ist jetzt mit dem anderen
Teil —A4 . Parmenides sagt da ganz klar: —A ist nicht. Virtualitét ist eben keine Realitédt. Auch
wenn es da Uberginge und Relativititen gibt. Das ist die zusitzliche groBe Verwirrung. Platon fragt,
wie ist es moglich, dass sich etwas verdndert. Wenn es von Parmenides noch fiir unmoglich
deklariert wird, ldsst Platon es anfénglich nur fiir die Sinnenwelt gelten, aber noch nicht fiir die
Ideenwelt. Wenn ein sinnliches Etwas sich von A zu B verdndert (bspw. von kalt zu warm), so 10st
sich dieses Etwas allmédhlich von der Verbindung (Teilhabe) an der Idee A und baut eine andere
Verbindung zur Idee B auf. Aber damit wird das Problem nicht gelost. Platon erkennt das in seiner
spiteren Philosophie und fiihrt die Dialektik der Ideen, also die Uberginge auch dort ein, und zwar
substantiell. Das Sein wird so zur Beziiglichkeit, die grundlegenden Ideen (Metaideen) zu



Relationsideen, die Aristoteles dann als Kategorien deklarieren wird. Die hochste Idee, die des
Guten ist ganz klar eine Relationsidee, ndmlich die von Teil und Ganzem und damit fahig, das obige
Problem der Teilhabe zu l9sen.

So auch das Verhiltnis von Virtualitdt und Realitét. Die virtuellen Anteile werden zur Realitit, dem
wirklichen Ganzen integriert. Und dieses ist je nach Subjekt (Bezugssystem) verschieden. Das
einzig absolut Wirkliche aber ist diese Beziehung, die das Ganze jeweils ausmacht, Im Ganzen
scheint immer das Virtuelle durch als das Schone. Eine klare Trennung von Virtualitit und Realitét
gibt es nicht, sie ist eine Abstraktion, ein Moment nur.

Es ist also aus vielerlei Hinsicht versténdlich und auch gut so, dass diese Trennung Schwierigkeiten
macht. Ohne sie gidbe es keine Utopie. Ein Roman, der zu realistisch ist, ist bedriickend, einer der
nur in der Fiktion lebt uninteressant. Die richtige Mischung macht seine Faszination aus. Dieser
Geist der dialektischen Einheit von Fiktion und Realitét, von Dichtung und Wahrheit, ist der Puls
des Lebens. Damit hingt auch das Phanomen zusammen, dass das Original (bspw. eines Gemaildes)
einen unvergleichlich hoheren Wert hat als die Kopie, moge sie auch phianomenal nicht oder kaum
zu unterscheiden sein. Denn im Original steckt eben beides, die Phantasie und deren Realisierung
bzw. Anteile der gewohnlichen Realitédt. Dieser Geist fehlt der Kopie. Sie ist Schema, geistlose tote
Form, erstarrte Materie.

Kehren wir nach diesem Exkurs zuriick zur vollstindigen Induktion. Sie hat zwei Teile. Denjenigen,

der auf der reinen Gedankenebene sich abspielt und allgemeinfahige Strukturen reflektiert.

Eben der Induktionsschritt. Er gleicht gewissermaBlen auf praktischer Ebene dem kategorischen

Imperativ Kants. So inhaltsleer dieser ist, so ist es auch der Schritt. Denn es gibt Aussageformen
A(n) , die "vererbar" sind, fiir die also der Induktionsschritt beweisbar ist. Man nehme etwa die

triviale Form A4 ( n) :n+1=n+2 . Sieist "universalisierbar". Denn unter der Hypothese, dass
A(n):n+1=n+2 gilt, gilt trivialerweise auch A(n+1):(n+1)+1=(n+1)+2

Sie ist aber, wie man sieht, fiir kein einziges konkretes n giiltig; der Induktionsanfang fehlt.

Umgekehrt gibt es beliebig viele Beispiele fiir Aussageformen, fiir die 4(1) giiltig ist, ja sogar fiir
beliebig viele endliche n, deren Schritt aber falsch ist. Man nehme die riviale Aussageform
A(n):n<50 . Es ist ersichtlich, dass man von A(n) nichtauf A(n+1) schlieBen kann. Denn

die Aussage A (n<50—n+1<50) wird wegen 50<50—51<50 falsch.
n€N

Vielleicht wurde bei der Diskussion schon bemerkt, dass wir in der vollstdndigen Induktion das
gedankliche Paradigma der Naturwissenschaften haben, das seit Galilei bis heute Giiltigkeit hat.

Der Induktionsanfang beschreibt die notwendige Inkredienz der empirischen Fakten. Ohne diesen
bleibt selbst eine mdgliche GesetzméBigkeit leer. In der Informatik ist er das sogenannnte wichtige
grounding. Umgekehrt konnen noch so viele Fakten, Daten keine Gesetze erzeugen. Sie wiren, um
mit Kant zu reden blind. Nur die Kombination von Sinnesdaten und geistigen, konsistenten irrealen
Konsitionalsédtzen, die der Empirie niemals entspringen konnen, sind Gesetze real. Das ist in letzter
Konsequenz auch der Inhalt des Godelschen Unvollstdndigkeitssatzes. Es gibt wahre Sdtze der
Mathematik, die nicht aus einem formalen System ableitbar sind. Mathematiker und der
Mathematik nahestehenden Philosophen haben die Tendenz, die zwar méchtigen Formalismen
iiberzubewerten. Platon, Descartes, Kant, Hilbert und viele andere. Auf der anderen Seite stehen die
Empiristen. Besonders exponiert ist da Ernst Mach. Er lehnte die Rede {iber Atome ab, da man sie
noch nie gesehen habe.

Beide Elemente machen erst eine ernstzunehmende Naturwissenschaft aus. Aber auch eine Ethik.
Leider hat Kant sich dort noch zu sehr von dem Geist der Mathematik pragen lassen. Zwar geht er



von "Konkretem" aus, den jeweils individuellen Maximen der Moralsubjekte, aber beziiglich der
Moralobjekte oder vielleicht besser Moralcosubjekte verlangt er diese Grounding nicht. Das héngt
damit zusammen, dass er in gewisser Hinsicht den Wandel des spiten Platons nicht mitvollzogen
hat, der die fundamentalen Relationalitét erreicht hat. Die Cosubjekte werden bei Kant rein formal
behandelt. Die fundamentale ethische Relation Sollen (P Py H )< Wollen( P P H ) muss aber
auf beiden Seiten P, und P, konkret werden. Den geistigen Anteil an der Moral tragt die
relationale Struktur des Sollens und Wollens.

2. Komplexe Zahlen

Robert Musil ldsst seinen Torless die Verwirrung iiber die allgemein gefiihlte Dualitit der Welt
artikulieren.

"Er fiihlte sich gewissermafien zwischen zwei Welten zerrissen: Einer solid-biirgerlichen, in der
schliesslich doch alles geregelt und verniinftig zuging, wie er es von zu Hause her gewohnt war,
und einer abenteuerlichen, voll Dunkelheit, Geheimnis, Blut und ungeahnter Uberraschungen. *

In Bezug auf die Mathematik zeigt sich diese Dualitdt in den komplexen Zahlen.

"Aber bleibt nicht trotzdem etwas ganz Sonderbares an der Sache haften? Wie soll ich das ausdriicken?
Denk doch nur einmal so daran: In solch einer Rechnung sind am Anfang ganz solide Zahlen, die Meter
oder Gewichte oder irgend etwas anderes Greifbares darstellen kénnen und wenigstens wirkliche Zahlen
sind. Am Ende der Rechnung stehen ebensolche. Aber diese beiden hdngen miteinander durch etwas
zusammen, das es gar nicht gibt. Ist das nicht wie eine Briicke, von der nur Anfangs- und Endpfeiler
vorhanden sind und die man dennoch so sicher tiberschreitet, als ob sie ganz dastiinde? Fiir mich hat so eine
Rechnung etwas Schwindliges, als ob es ein Stiick des Weges weifs Gott wohin ginge. Das eigentlich
Unheimliche ist mir aber die Kraft, die in solch einer Rechnung steckt und einen so festhdlt, daf3 man doch
wieder richtig landet."”

Eine imaginire Zahl wird heute als Zahl verstanden, die mit sich selbst multipliziert eine negative Zahl
ergibt. So zum Beispiel +—1 , die die Gleichung x?>=—1 Iost.

Zahlen bezeichnen normalerweise Abstraktionen von Anzahlen von Objekten, die unter den gleichen Begriff
fallen. Sind die Objekte Teile, also Briiche, so steht die Zahl sinnvollerweise im Zahler, der Bruch selbst ist
der Nenner. Irrationale Zahlen sind die ersten "Zahlen", die offensichtlich nichts zihlen, also eigentlich nur
algebraische Objekte dhnlicher Struktur sind.

Schon, dass Minus mal Minus Plus ergeben soll, hat rein algebraische Griinde einer Erweiterungsdefinition.
Denn —2mal3 ergibt iiberhaupt keinen inhaltlichen Sinn. Will man fiir negative Zahlen die gleiche
algebraischen Regeln wie fiir positive Zahlen (Distributivgesetz), so muss man das eben so formal fordern:

0=(3+(=3))-(=2)=3:(=2)+(=3)(=2)==6+(=3)(-2)=(-3)-(-2):=6

Oft versucht man, dieser Definitionserweiterung einen inhaltlichen Sinn zu geben, das ist aber falsch und
verwirrt nur den Verstand. Diese Definition ergibt sich allein aus dem Willen, die Regel
(auf negative Zahlen ) zu erweitern.

Da es inhaltlich keinen Sinn hat, zu sagen, dass Minus mal Minus Plus ergibt, so hat es ebensowenig Sinn zu
sagen, dass x-x negativ sein kann. Das kann es definitiv nicht. Aber was nicht ist, kann man sich eben
doch vorstellen, sofern sich dafiir bekannte Regeln anwenden lassen. Und das funktioniert fiir den
imaginierten Ausdruck +/—1 . Besser wiire es allerdings gewesen, dies nicht als Zahl zu bezeichnen,
sondern einen neuen libergeordneten Begriff fiir die wirklichen Zahlen, die sogenannten reellen Zahlen und
die imagindren (komplexen) Zahlen einzufithren. Man konnte sie etwa als "algebraische Objekte"
bezeichnen. Komplexe "Zahlen" z werden als Summe aus reellen Zahlen und imaginéren Zahlen verstanden:
z=a+ib , wobeiaund b reelle Zahlen sind; a nennt man den Realteil und b den Imaginérteil der



komplexen Zahl z. Definitionserweiterungen haben im allgemeinen den Vorteil, dass Rechnungen
vereinfacht und Zusammenhinge dadurch erkannt werden, die zuvor verborgen blieben oder garnicht
existierten.

Die komplexen Zahlen sind algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes (nicht konstante) Polynom mit
Koeffizienten aus € (Menge der komplexen Zahlen), hat eine Nullstelle in € . Dafiir verliert aber C
die Ordnungsstruktur.

Die komplexen Zahlen spielen in der Physik, speziell in der Grundlagenphysik eine zentrale Rolle.

i-h 9 A

Lh8 |y (0)>=1 (>

Ebenso enthélt die Heisenbergsche Bewegungsgleichung (wie auch die Diracsche Theorie) die imaginédre
Einheit i. In der Relativitétstheorie trigt der Vierervektor (x Y, z, ict) , der die Koordinaten der
Raumzeit darstellt die imaginére Einheit.

Man kann sagen, dass die komplexen Zahlen nicht nur hilfreich sind, sondern fiir diese Theorien notwendig.

Die Schrodingergleichung kommt ohne sie nicht aus:

Werden die Resultate der Rechnungen jedoch in der realen Welt verwendet, so ist stets nur der Realteil der
komplexen Zahl von Interesse. Die Rechnung selber erfolgt aber in den komplexen Zahlen. Das funktioniert
ebenso mit den reellen Zahlen. Werden sie fiir ein praktisches Problem verwendet, so geschieht die
Rechnung in IR , die Ergebnisse sind aber immer rational.

Ich glaube, dass dies nicht nur eine Vereinfachung darstellt. Die komplexen Zahlen scheinen in gewissem
Sinn die Wirklichkeit genauer darzustellen, als es die reellen Zahlen kdnnten. Stellt man sich die Rede von
den imagindren Anteilen der komplexen Zahlen nicht nur als Metapher, sondern als giiltigen Anteil vor, so
konnte der Grund der bestechenden Einfachheit und Unabdingbarkeit darin liegen, dass sie die Wirklichkeit
widerspiegeln. Denn die Wirklichkeit ist ein Ganzes aus Realitdt und Virtualitdt (Imagination). Werden die
Ergebnisse aber angewandt in unserer Tatsachenwelt, so liegt es auf der Hand, dass in diesem Bereich die
virtuellen Anteile momentan keine Rolle mehr spielen.

So werden die virtuellen Anteile der Uberlagerungen von Zustéinden durch den Messprozess (ein Prozess
innerhalb unserer Tatsachenwelt) in einen realen Teil und in einen immer noch virtuellen aufgespalten. Der
reale wird gemessen und erscheint uns. Der virtuelle aber bleibt virtuell. Dazu braucht man keine
Extrawelten wie Everett es vorschlug.

Meines Erachtens erscheint diese Kombination aus virtuellem und realem Teil bereits im Augenblick der
Schopfung (vgl. http://philmath.org/wordpress/wp-content/uploads/2013/04/Objekt4.pdf).



