Matrizen, Lie-Gruppen und Eichgruppen

Manfred Horz
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Jede Matrix A= ‘ = (a ; j)EK iiber einem Korper K 1dsst sich an ihrer
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Haupt-Diagonalen spiegeln.

Diese gespiegelte Matrix heiBt die Transponierte 4 =(a j,.)e K" von A und hat die Gestalt
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Die Transponierte 4" geht aus der urspriinglichen Matrix A also hervor, indem man deren Zeilen
zu Spalten der Transponierten macht und die Spalten der Matrix A zu den Zeilen von 4" .
Es werden also einfach Spalten und Zeilen miteinander vertauscht.

Q. —
Beispiel 1: Ist A:(; ,25 3 7):(ai_j)€IR2X4 , dann ist ihre Transponierte

3 -2 0
21

AT = _35 _32 =(a,,)eR™
70

;
Beispiel 2: 03:(6 _01 )eczxz , die dritte Pauli-Matrix hat als Transponierte wieder sich selbst:

I

03;=0; . Sie ist also invariant gegeniiber der Transposition. Man nennt sie
symmetrisch.
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Beispiel 3: Die Transponierte der Einheitsmatrix /= O

P—e

.N\." .| ,dieinder Hauptdiagonalen
0 0 .. N

nur Einsen besitzt und sonst lauter Nullen ist wieder 7 , also auch symmetrisch.

Es gelten folgende Regeln fir 4, Be K", cek



(1) (A+B)= A"+B" (2) (cd)'=cAa” 3) (4")'=4 4) (4B)'=B"4" mit Bek™
(5) (A ):( )1 ,wobei 4! die Inverse von invertierbarer 4eK™" ist
( A4 '=A4"4=1 ),denn I=["=(A4"4)=4"(4"")

Symmetrische Matrizen
Eine quadratische Matrix 4=(a, j)EK "" heiBt symmetrisch, wenn 4"=4 oder wenn fiir

A=(a,,)ek™" gilt (a,;)=(a,)

0 .
Beispiel 1: Die Pauli-Matrizen 0, =(\i rl)) und (532((1) 01 ) sind symmetrisch.
\S M

a
022(;' 01) ist antisymmetrisch (schiefsymmetrisch), da o3=—0,

\ 1 1
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Beispiel 2: Die Hilbert-Matrix H ,= 2 3 n+1 | ,eine spezielle Hankel-Matrix.
1o 1
n n+l 2n<1

Symmetrische Matrizen haben folgende Eigenschaften:
(1) 4,BeK™" symmetrisch, dann istauch A4+B und c4 mit c€K symmetrisch.
dennes gilt: (A4+B)'=4"+B"=4+B und (cd) =cd"=c4

Die Matrizen € K™" bilden einen Vektorraum iiber K bzgl. der Addition und der S-
Multiplikation mit Skalaren c€K . Die Dimension dieses Vektorraums ist m-n

J
l
0 0O 0
0 0O 0
Die Basis bilden die Standardeinheitsmatrizen E, = 1 —i
0 0O 0

mit einer Eins in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

Beispiel: Im Matrizenraum |R*? ist Elz:(g (1))

Jede Matrix Aaus K™ ist darstellbar als eindeutige Linearkombination dieser Standardmatrizen:



m n
A=| - ' ' ' :(aij):a11E11+a12E12+~-~+amnEmn:z,»:lZ‘/:IaijEij

a,, d,, -. a

mn

Beispiel: Die Matrizen A aus IR*>* lassen sich darstellen als:
dn dn|—, 1 0 0 0
a, a "o o 0 1

22
Die symmetrischen Matrizen 4e€K™" bilden einen Unterraum Symm, von K
Ebenso die antisymmetrischen Matrizen, ihr Unterraum wird mit Skew, bezeichnet.

*4n n
und dim (Skew, )=

A=

nXxXn

—n

2

Die Dimensionen der Unterrdume sind: ~ dim (Symm, )="

Zerlegung von Matrizen in symmetrische und antisymmetrische

Jede Matrix M eK"™" ist darstellbar als direkte Summe aus einer symmetrischen Matrix S und
einer antisymmetrischen (schiefsymmetrischen) Matrix A, falls der Korper K eine Charakteristik

1 1
ungleich 2 hat: M=S+A4 mit S=—(M+M") ynd A==(M—-M") Damit ist

2 2
K""=Symm,® Skew, mit Symm,={S€K""/S'=S} und Skew,={A€K""[A"=—A4}
T
Denn S ist symmetrisch: ST:(%(MJrMT)) :%(M+MT)T:%(MT+M):%(M+MT):S ,
T
A ist antisymmetrisch: AT:(%(M—MT)) :%(M—MT)T:%(MT—M):—%(M—MT):—A
1 -2 1 1 0 2 1 -1 15
Beispiel: M=[0 3 1| ,damnist M'=[—2 3 1| und S=|-1 3 1| und
2 1 0 1 1 0 LS 1 0
0 -1 -05
A= 1 0 0
0,5 0 0

1 0 0 O
0| , Ex+tE,=|0 0 1| Basisvektoren.
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0 1 0 0 0 1
Fir Skew; sind (E,—E,)=|-1 0 0| , (E;—E;)=| 0 0 0| und
0 0 0 -1 0 0
0O 0 O
(E23_E32): 0 O 1| Basisvektoren.
0 -1 0

Allgemein gilt, dass fir Symm, die Matrizen E,,Ey,...E, und (E, +E,) fir
I<i<j<n eine Basis bildet und fir Skew, (E,,—E,) fir 1<i<j<n .

I -1 15
Beispiel: S=|—1 3 | |[F1E +3E,+0E;,—1(E,+E,)+1,5(E;+Ey)+1(E+Ey)
L5 1 0
0 -1 =05
und A=| 1] 0 0 :_1(Elz_Ezl)_OaS(E13_E31)+O<E23_E32)
0,5 0 0

Eigenwerte symmetrischer Matrizen

Die symmetrische Matrix S sei aus  IR**?

1) S§= ( (1) _01) . Zur Berechnung der Eigenwerte bilden wir das charakteristische Polynom
A, 1—-A 0 |_ 2y _ _
det(S—A1)=0: 0 _I_X—OQ—U—K)—Oﬁk—IVK——I

Fiir den Eigenwert 1: Sx=x< (1 0)(x):(x)© Y=Y o x=cAy=0
0 —1\y) \y) —-y=y

. . cl_ (1 1
Eigenvektor zu 1 ist 0) =c ( 0) oder kurz ( 0)

Fiir den Eigenwert -1: Sx=—x < (1 O)(x)z(_x)@ =Y ox=0Ay=c
0 =1\y) \-y) —y=-y

Eigenvektor zu -1 ist (2)2 k ((1)) oder kurz ((1))

Beide Eigenvektoren stehen iibrigens senkrecht aufeinander (orthogonal).

Jeder Punkt auf der x-Achse bleibt erhalten: Eigenwert 1 bei ( (1)) und jeder Punkt auf der y-

Achse wird an der x-Achse gespiegelt: Eigenwert -1 bei ((1)) . 4

! ol
x




2) S :(_01 (1)) hat die Eigenwerte 1, -1. Der Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist ((1))
Der Eigenvektor zum Eigenwert -1 ist ( (1)) Wieder sieht man ihre Orthogonalitét.

Jeder Punkt auf der x-Achse wird an der y-Achse gespiegelt. Jeder Punkt auf der y-Achse bleibt
erhalten. Es liegt also eine y-Achsenspiegelung vor. p

B . S

L
x

3) § :((1) (1) bewirkt eine Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden y=x ,

da bei jedem Vektor (x) x und y vertauscht werden: 0 1ifx)_(y
y 1 0/\y] \x

Die FEigenwerte sind wieder 1 und -1.

Zum Eigenwert 1 haben wir den Eigenvektor ( i) , was bedeutet, dass alle Vektoren auf der

1. Winkelhalbierenden unverdndert bleiben, der Eigenwert -1 hat den Eigenvektor (_11 ) ,

was heif3t, dass alle Ortsvektoren auf der zweiten Winkelhalbierenden y=-—x ander 1.
gespiegelt werden. Man beachte wieder deren Orthogonalitét. N

g

k0O

4) S =(0 k) bewirkt eine Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden
und eine Streckung um k in Richtung des neuen Ortsvektors.

cos —sin6

) mit 6=90° bewirkt eine Rotation um
sinf cosO

5) Die antisymmetrische Matrix A4 =(

90° im mathematisch positiven Sinn.

cos® —sinH
sin cosH

Allgemein bewirkt die Matrix M =( ) eine Rotation um den Winkel 0 .

6) Projektionsoperatoren: S (;)=(g) projiziert orthogonal einen Punkt auf die x-Achse.
a x+ta,y=x

r
a, x+a,, y=0 ode

Die Matrix ergibt sich, indem man diese Gleichung ausschreibt:

Ix+0y=x ) i ) . (1 0 .
0x+0y=0 ° also muss die Matrix S die Gestalt haben: S= 0 ol die in der Tat

symmetrisch ist. Zum Eigenwert 1 ist ( (1)) der Eigenvektor, d.h. die x-Werte bleiben

unverindert. Zum Eigenwert 0 ist (1)) der Eigenvektor, d.h. die y-Werte werden auf Null

gesetzt.



0 1) Zum

Die senkrechte Projektion auf die y-Achse hat als symmetrische Matrix S 2(0 0
Eigenwert 1 ist ((1)) der Eigenvektor, d.h. die y-Werte bleiben unverdndert; zum Eigenwert ist

((1)) der Eigenvektor, sodass die x-Werte auf Null gesetzt werden.

Ay ¥

Yo

=

k

7) Die symmetrische Matrix S= 0 2 bewirkt eine Stauchung (Kontraktion) des Vektors, falls

0<k<1 und eine Streckung (Dilation) falls k>1 : S(x):(k O)(x):(kx)
vyl \0 &k/\y] \ky

8) Die symmetrische Matrix S= ](; (1)) staucht (komprimiert) die x-Koordinate des Vektors fiir

0 k

Expansion bzw. Kompression in y-Richtung. Fiir k = 0 handelt es sich dann um den Spezialfall der
senkrechten Projektion auf eine der Achsen.

0<k<1 und streckt (expandiert) sie fir k>1 . Entsprechend leistet S =( ! O) die

9) Eine Scherung in x-Richtung mit dem Faktor k wird durch die nicht symmetrische Matrix

M= (1) ) vermittelt: Die Einheitsvektoren werden abgebildet auf: B
(0) (0) und (1) (1) und damit (O 1)(y i

Die Scherung in y-Richtung erzeugt die Matrix M :(llc (1))

Betrachten wir nun eine allgemeine symmetrische (nXn) - Matrix S und zwei verschiedene
Eigenwerte A,,A, mitden zugehorigen Eigenvektoren Vv, und V, . Dann gilt

)‘1(‘71)T‘72:( 1V1)T‘72:(S V)
A

Damit haben wir, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal sind bei
symmetrischen Matrizen.

Eigenwerte symmetrischer reeller Matrizen sind reell: Sei v Eigenvektor zum Eigenwert A .

V= (h=h)¥ =0

<l

ST - =\ - ~=>\I=> ST aT—> Sistreellund symmetrisch ST = ST~ —
AV v=(AV) v=(SV) v=v"S"V =" v Sv=v Av=»A

Da V' Vv#£0und reell ist Ah=A=>N\ist reell



Ax

X

Az
il 1
8 /

3

Durch eine reelle symmetrische &
(2%2)-Matrix wird der Einheitskreis
(blau) in eine Ellipse (grin)

transformiert. Die Halbachsen der (aus Wlklpedla)
Ellipse (rot) entsprechen den Betragen

der Eigenwerte der Matrix.

Betrachten wir nun noch einige Transformationen im R*

Spiegelungen an Koordinatenebenen, Orthogonalprojektionen und Streckungen besitzen ebenfalls
symmetrische Matrizen.

1) Spiegelung an der xy-Ebene:

x| [ x| [1x+0y+0z 1 0 0 ’
v|~| ¥y |7[0x+1y+0z | mitder Matrix S=|[0 1 0
z —z| \0x+0y—1z 0 0 —1
2) Spiegelung an der xz-Ebene:
X X I1x+0y+0z 1 0 0
y|=|=y|F|0x—1y+0z| mitder Matrix S=[0 -1 0
z z Ox+0y+1z 0 0 1
3) Spiegelung an der yz-Ebene: :
X —x| [—1x+0y+0z -1 0 0
v~ v |7l Ox+1y+0z | mitder Matrix S=[ 0 1 0
z z 0x+0y+1z 0O 0 1 v

4) Orthogonalprojektion auf die xy-Ebene:

X X Ix+0y+0z 1 00
vz ly|[Fl0x+1y+0z| mit S=[0 1 0
2| \o] \ox+oy+oz 00 0 '

5) Orthogonalprojektion auf die xz-Ebene:




X X Ix+0y+0z 1 0 0

y|=10|=[0x4+0y+0z| mit S=|0 0

z z 0x+0y+1z 0 0 1
6) Orthogonalprojektion auf die yz-Ebene:

x 0 0x+0y+0z 0 00

vz ly[Fl0x+1y+0z| mit S=[0 1 0

z z 0x+0y+1z 0 1

7) Streckungen bzw. Stauchungen werden durch die Matrix S

erzeugt.

I
e
o x=Oo
>o

8) Rotation um die x-Achse mit dem Drehwinkel 0 :

X X Ix+0y+0z
Y |— | ycosO—zsin0 |=| 0x+cosO y—sinO z | mit der antisymmetrischen Matrix
z ysin@+zcos0| |0x+sinOy+cos0z
1 0 0
D =0 cos® —sinB
0 sin® cosO

9) Rotation um die y-Achse mit dem Drehwinkel 6 :

X xcos 0+ zsin 0 cos Ox+0y+sin6 z
v~ y = Ox+1y+0z mit der antisymmetrischen Matrix
z —xsin@+zcosO) |—sinBx+0y+cosOz

cosB O sin6
Dy= 0 1 0
—sin® 0 cos6

10) Rotation um die z-Achse mit dem Drehwinkel 0 :

X xcos 0— ysin0 cosOx—sinBy+0z
Y|~ | xsinO+ycosO |=|sinOx+cosO y+0z | mit der antisymmetrischen Matrix
z z Ox+0y+lz

cosB —sinB 0
D_=|sin® cosB 0
0 0 1

a
11) Rotation um die Ursprungsgerade mit dem normierten Vektor |5 | mit dem Drehwinkel
c



a’(1—cosB)+cos® ab(1—cosB)—csin® ac(l—cos0)+bsind
D=|ab(1—cosB)+csin® b>(1—cosB)+cos®  be(1—cosh)—asind
ac(1—cos®)—bsin® bc(1—cosB)+asin® (1 —cosO)+cos

Reelle symmetrische Matrizen sind stets diagonalisierbar.
Das komplexe Gegenstiick zu symmetrischen reellen Matrizen sind die hermiteschen Matrizen.

Hermitesche Matrizen

Die Adjungierte Matrix zu einer Matrix M eC™" wird mit M ", M" oder M* notiert und
ist definiert als die transponierte und konjugierte Matrix: M'=pM"=M"

nXn

Eine komplexe Matrix M e€C heift selbstadjungiert oder hermitesch, wenn gilt: M =M

Ist das Standardskalarprodukt definiert (in IR" bzw.in C€" ) durch

n n

n n
<d,b>=ab,+..+a,b,=Y a.b, bzw. <a,b>=a,b,+..+ab,=). a,b, ,so giltdie
k=1 k=1

Verschiebungseigenschafft fiir alle Matrizen A im Reellen
<dx,y>=(4x) y=(x"4") y=x"(4"y)=<x, 4" y>

bzw. fiir alle Matrizen A im Komplexen:
<dx,y>=(4x) y=(x"A") y=x"(4'y)=<x 4" y>

Damit lasst sich die Selbstadjungiertheit von Matrizen A auch darstellen in der Form:
<Ax,y>=<x,Ay> .

Selbstadjungierte reelle Matrizen sind die symmetrischen Matrizen.

Beispiel 1: M:(lii 11+i ist hermitesch, denn M "= lii ll_i) und nach der
Konjugation MTz(lii 1;” =M

Beispiel 2: Die Paulimatrizen sind hermitesch:

[0 1|\ _ r_—7
o=] o|F01=0

Beispiel 3: Die Gell-Mann-Matrizen A; (i=1,...,8) sind hermitesch.



010 0 —i 0 1 0 0
Etwa &=[1 0 0|=(x) =M oder M,=|i 0 o0l|=A] Oder A,=[0 —1 0l|=A!
00 0 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 —i 00 0
Oder M=|0 0 0|=A!] Ebenso As=[0 0 0 |=rl ; A=|l0 0 1|=A
100 i 0 0 01 0
00 0} | L[r oo
A=|0 0 —i|=A! und schlieBlich ngﬁ 01 0 |=A]
0 i 0 0 0 —2

Beispiel 4: Die Drehimpulsmatrizen sind Generatoren von Rotationen im IR’ . Sie sind

0 0 O 0 0 i 0 — 0
hermitesch: J,=[0 0 —i|=A, , J,=l0 0 0 27\;,[ , J.=li 0 0]=A, .
0 i O —i 0 0 0 0 O

Die Diagonaleintrige einer hermiteschen Matrix sind immer reell: a;,=a;; .

Eine hermitesche Matrix mit nur reellen Eintriigen ist symmetrisch ( O und 05 )

Eine hermitesche Matrix mit nur imagindren Eintrdgen in den Nichtdiagonalelementen ist
antisymmetrisch ( O, ).

Die Summe zweier hermitescher Matrizen ist wieder hermitesch: (A4 + B )T =A"+B'=4+B
Die S-Multiplikation eines reellen Skalars c¢€IR mit einer hermiteschen Matrix ist wieder
hermitesch (fiir komplexe, nicht reelle Skalare trifft das nicht zu): (cA4 )T —cA'=¢A=c4

Nurim IR—Raum der komplexen Matrizen C"" bilden die hermiteschen Matrizen einen
Untervektorraum der Dimension n* . Die Standardmatrizen £, fir 1<i<n , E, +E,
und i(E;,;—E ) fir 1<i<j<n bilden eine Basis dieser hermiteschen Matrizen.

1

0 (1)) ebenfalls eine Basis:

Ist n=2 dann bilden die Pauli-Matrizen mit 002(

a;; dp

Denn sei sei eine beliebige komplexe (2X2)— Matrix.

a; 4ayp

ay Ay
0 1), [0~ o) mit 2.€C

=2010+21 ]
0 1 1 O i 0 0 -1

Dannist a,=z,tz; a,=z,—iz, a,=z +izy a,=z,—z; undnachden z; aufgeldst:

ar dy

1 1
_-(a21_a12) 23:_(‘111_‘122)

1 1
Zoz_(a11+a22) Z1:_(a12+a21) = 3

2 2

Beispiel zur Basis aus Standardmatrizen:

|0 1)_ _ 0 1 0 0
O1—(1 O)—<E12+E21) (0 0 + 1 0)
—i . . 1

02:(? OZ):_Z(Elz_Em):_l _01 0)




1 0 1 0] (0 O
O3 (0 _1) ( 11 22) (0 0) (O 1)
Beispiel zur Basis aus Pauli-Matrizen:
‘1 [ 1 0 +l<i+i—1) 0 1 _i‘ 0 —i
i—1 2 0 1) 2 1 0/ 2i\i O

3(1 0 0 1] 1(o —i| 1f1 0
210 1 1 0o/ 2i\i 0o/ 2\0 —1

Das Produkt zweier hermitescher Matrizen ist nur dann wieder hermitesch, wenn die beiden
Matrizen kommutieren: (4B )T =B'A'=BA=4B

~L(142)

2
1
2)

+(i—

nXn

Eigenwerte hermitescher Matrizen 4e€C sind immer reell:

Sei A eC Eigenwert von 4 mit zugehorigem Eigenvektor x€C" mit Ax=Ax,x#0 .
Ist <,> das komplexe Skalarprodukt, gilt:

A hermitesch

A<x,x>=<x,hx>=<x,Ax> "= fo,x>=<kx,x>=X<x,x>.
Da mit x#0 auch <x,x>#0 folgt A=A=>A€R

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind stets linear unabhéngig. Bei hermiteschen
Matrizen sind sie zusitzlich orthogonal.

Bew. iiber vollstindige Induktion: Seien Aj,...,A, k verschiedene Eigenwerte zu A mit dazu
gehorigen Eigenvektoren X, ...,X; .Beh: o x,+..+to,x,=0=>0=..=0,=0

fiir k=1 istdie Beh. a,x,=0=0,=0 wegen x,#0 richtig, da x, Eigenvektor ist.
k—k+1: Es gelte die Voraussetzung o, x,+...+0,,x,,,=0 und A,,...,A,,, verschiedene

Eigenwerte mit entsprechenden Eigenvektoren X,...,X;,; . Dann gilt auch wegen

Voraussetzung MH(OLIx1+.--+0£k+lxk+1)=0 (1) Andrerseits gilt wegen Voraussetzung:
0=A0=A[ot, x,+ ..t 0, X J=00 AX + oo AX =0 A X+ o My X (2)
(1)=(2):0, (A =R x o (b =Ry Jxgs =020 (0 =0 ) x et ag (b =Ry ) x, =0

da A, —A ;=0 . Wegen der Induktionsvoraussetzung der Lu. X, ..., X, folgt weiter
ay (MH - 7‘1) :-~-:O‘k(7‘k+1 _M)Z 0 und da alle Eigenwerte verschieden folgt daraus
o, =..=0,=0 , Aus der Voraussetzung folgt nun o,,,x,,,=0 undda x,., Eigenvektor ist,

muss 9,,;=0 . Damit ist der Induktionsschritt bewiesen.

Ist dartiber hinaus A noch hermitesch, sind je zwei Eigenvektoren sogar orthogonal:
Bew: o

Sei M,#N,: AN <x,x,>=<x,, N x,>=<Xx,, Ax, >=<Ax;, x,>=<\,x;, X, >=N<X, x>
Da die hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte hat, ist A=}, und damit (A, —X,)<x,,x,>=0
Da die Eigenwerte verschieden sind, muss gelten <x;, x,>=0 und damit x, L x, .

Bei hermiteschen Matrizen sind die algebraischen Vielfachheiten iibereinstimmend mit den
geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte. Damit sind sie diagonalisierbar, ja sogar unitir
diagonalisierbar.

Orthogonale und unitire Matrizen

Mit einem Skalarprodukt konnen Maf3e eingefiihrt werden. So kdnnen Lingen von und Winkel



zwischen Vektoren gemessen werden.

Das Standardskalarprodukt im reellen Vektorraum [R" ist fir a =(a1’ ey d )T und b =(b1’ v b”)T

n

definiertals <da, 5>=a1b1+...+anbnzz a,b,
k=1
Das Standardskalarprodukt im komplexen Vektorraum C" ist definiert als

n
<d,b>=a,b,+..+a b=, ab,
k=1

Eine reelle Matrix M eR™" heiBt orthogonal, wenn ihre Zeilen- und Spaltenvektoren beziiglich
des Standardskalarprodukts orthogonal und normiert (orthonormal) sind.

Eine orthogonale Matrix M €R"*" besitzt eine inverse Matrix A/~ , die die Transponierte von
Mist: M'M=I
- T
T 4
Beweis: Sei M =(a,...d,) mit den orthonormalen Spaltenvektoren @ Dannist M =| :
- T

n
-

die Transponierte mit den orthonormalen Zeilenvektoren 4 und es gilt:

a.r <d,a,> 0 - 0
T 1 - - ’ - -
M'M=|: |(@..d)=| 0 <d,d> .. 0 |=I
- T > =
a, 0 0 <a,a,>

Mit M orthogonal ist auch  A/” orthogonal, dh. mit A" M =7 istauch M7 M"=] oder
MM'=1I .

Umgekehrt gilt auch, wenn M " M =1 gilt, dass dann M orthogonal ist, denn aus

- T
a,

M'M=| : |(@..d)=I folgt <a,a>=1firl<isn und <a,a,>=0 fir i#;
—PT

also die Orthonormalitét der Spaltenvektoren.

1
0

Die Transponierte von M ist M selbst: M/ =M" (M ist also symmetrisch). Damit ist M ihre

: ' _(1 O}f1L 0)_[1 0O}_
eigene Inverse: MM—(0 1)(0 1) (0 1) 1

Beispiel 1: M =( (1)) ist orthogonal. Thre Spalten- und Zeilenvektoren sind orthonormal.

L (1 =27 . T 11 2|1 =2|_1(5 0
ispiel 2: M=— : M M=— == =1/
Beispiel 2 NG (2 ) ) ist orthogonal 5(_ 5 1)( ) ( )

Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder orthogonal: (4B)" (4B)=B" A" A B=
=B" I B=B" B=1 . (Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ).

Die orthogonalen Matrizen bilden eine Untergruppe der reguldren Matrizen (diejenigen, die

invertierbar sind). Die Gruppe der reguldren Matrizen € K"" heifit Generelle lineare Gruppe



und wird mit GL(n,K) bezeichnet, wobei K ein Korper ist. Die orthogonalen Matrizen bilden
eine Untergruppe von GL(n,R) , die orthogonale Gruppe, die mit O(n) bezeichnet wird.

Die Determinante einer orthogonalen Matrix kann nur die Werte 1 oder — 1 annehmen:
l=detI=det(A" A)=det A" det A=det Adet A=(detA)'=1=det A=+1

Die orthogonalen Matrizen mit det A=1 bilden eine Untergruppe, die sogenannte spezielle
orthogonale Gruppe SO(n), die Drehgruppe. Die orthogonalen Matrizen mit det A=—1
beschreiben Drehspiegelungen O(n)\ SO(n) . Die orthogonale Gruppe O(n) ist eine Lie-Gruppe
n(n—1)

der Dimension >

a
—b
Diese Matrizen sind orthogonal mit det D,=1 . Es handelt sich um Drehungen (im positiven
mathematischen Sinn) um den Koordinatenursprung mit dem positiven Winkel ¢

Beispiel 1: SO(2) (oder Kreisgruppe S bzw. die Torusgruppe T): D¢=( 2) mit g*+p*=1

1 a 0 b ) . 1 . . a

D == D =

¢ ( 0) (_ b) und q)( 1 ) (a) .Der Winkel zwischen ( 0) und seinem Bildvektor (_ b)
1\ a

ist: =arccosa .da COSO=
0 : o={,]| %,

):a . Ebenso fur den zweiten Basisvektor ((1)) und

seinem Bildvektor b _Jeder Vektor |7 |=x NE y 0
a h% 0 1
1 1

0 0
Dq,(x):Dq,x 0 +D¢y(1)=xD¢ 0 +yD¢(1)=x b

y
Urbildvektor und Bildvektor gilt: cos¢=(~ || ¥ *°
y/\—bx+ay

Wegen a’+b’=1=b’=1-a"=1—cos ¢p=sin’¢=b==sin¢ . Fiir eine Drehung in positiv-

wird mittels D, abgebildet auf

+y b . Fiir den Winkel zwischen

a

=ax’+bxy—bxy+ay’=a (x2+ y2)=a .

mathematischer Orientierung muss der erste Einheitsvektor auf D, ( (1)) = (_ab) = ((S:?If 2))) also

. . . bl_[cosp —sing
—b= ) D= ¢ =
muss sm¢ sein. Esgiltalso D, (—b a) (sm o coso )
Eine reelle (2Xx2)—Matrix M, die orthogonal ist, d.h. mit A/’ M =7 und fiir deren

Determinante gilt det M =1 | hat die oben angegebene Gestalt : M :( a b)

—-b a
acab:
b dl\c d

Dann gilt: (1) a’+c’=1 (2) b*+d’=1 (3) ab+cd=0 (4) ad—bc=1 (detM=1)
aus  d-(3)—b-(d)=cd’ +cb’=—b=c(d*+b)=—b" S c=—b

Also aus den vereinfachten ersten beiden Gleichungen: (1) a’+b°=1 (2) d*+b°=1
folgt nach Subtraktion (1)~ (2): a’—d’=0=(a+d)(a—d)=0=a=—dVa=d
Fall1: a=—d: & —bd+cd=0od(c—b)=0=>d=0Vc=b

a b

L=
Sei (C J

) mit M M=

a’+c* ab+cd _[{1 0
ab+cd b'+d*) \0 1

Fall 1a) : c:b;C::>_b:>b:0/\c:0(:4>)ad:1:>—d2:1 keine reelle Losung.
Fall 1b) : d=0:>a=0(1):’(>2>02=1/\192=1_ Wegen c¢=—b kommen nur die beiden Losungen



(b,c)=(1,—1)oder(b,c)=(—1,1) in Frage. =>M=(_01 (1)) oder

M :(0 _01) . Beide erfiillen die Bedingungen, sind also Losungen.

Fall2: a=d:=>M :(—ab 2) Erfiillt auch alle Bedingungen. Da die Matrizen aus Fall 1b)

Spezialfdlle von Fall 2 sind, gilt: M :(_a b 2)

Dass es sich bei diesen Matrizen tatsdchlich um Drehmatrizen handelt, wurde oben schon gezeigt.
1 0 0
Beispiel 2: SO(3): Die Drehmatrix im |R® um die x-Achseist D,=|0 cos® —sinf
0 sin® cosO
ist orthogonal mit det D =1 | Analog die Drehmatrizen um die anderen Achsen (siche oben).
Orthogonale Matrizen erhalten die Langen von und Winkel zwischen Vektoren. Das
Standardskalarprodukt ist also invariant unter der Anwendung von orthogonalen Matrizen.

Ist <a, E>=a1b1 +..+a,b, = Z a, b, das reelle Standardskalarprodukt und M eine orthogonale
k=1

Matrix, so gilt: <M &, M b>=<a,b> : <Ma Mb>=<a, M ' Mb>=<a,[h>=<a,b>
Die erste Umformung gilt aufgrund der Verschiebungseigenschaft:

my mpy, ... my\la||b, m,a,+mya,+..+ma, |b
<Mig, b>=Ma Myn - Hhyla,]. by |=| mya,+mypa,+...+mya, by
m, m, .. m,[\a,|\b, m,a,+m,a,+..+m,_ a,l \b,

m,a,b+..+m, a b+m,a b,+..+m, a b,+..+m a b +..+m, a b

nn n-n

a | |m; my ... m,llb a,\[m, b,+myb,+..+m, b,
<g, MTh>=|%|| M2 My ... My by|_|a,|| m,b,+myb,+..+m,b, |_
a,| \m, m, ... m, [\D, a,|\m,b,+m, b,+..+m, b

my ba+..+m b a+m,ba,+..+m,b a,+..+m ba +..+m, a b |=

- 7 - T7
<Ma,b>=<a,M b> .

Da fiir die induzierte Norm gilt |a]|=v<a,a> folgt

IMa|=v<Ma,Ma>=V<a, M Ma>=v<a, la>=v<a,a>=|d|

Und da

<d,b>_<a,lb> _<a,M'Mb> <Ma,Mb>_
lallol [aralismol  Imallaol  [mallvobl
bleibt der Winkel unter einer orthogonalen Matrix erhalten.

cosi(ﬁ,g): cos<I(MZi,ME)




Eigenwerte einer orthogonalen Matrix:

Ist 4eR"*" eine orthogonale Matrix. Sei AE€C Eigenwert zu A . Dann gibt es ein ¥eC”
mit AX=AX .Fir die komplexe euklidische Norm gilt dann: ||X ||=|| AX||=||AX||=IAl]|X ] .
Und damit [IA=1 .Ist A€R soist A=1VA=—1 .Ist A€C imaginir, dann gilt ) =¢"
Mit diesem Eigenwert ist aber auch der konjugiert komplexe A=e¢'*=¢'* Wert Eigenwert von A,
dennaus AX=AX folgt A¥x=AX=AX undda AX=AXx (Aistreell) folgt: AX=AX .
D.h.auch A ist Eigenwert von A mit dem zugehorigen Eigenvektor X

Das bedeutet, dass beispielsweise eine Drehmatrix aus SO(3) mindestens einen reellen Eigenwert
besitzt, ndmlich 1, der den Einheitsvektor der Drehachse unverdndert ldsst. Drehspiegelungen (mit
Determinante -1) haben demnach den Eigenwert -1, der nach der Drehung die Spiegelung an der
zum Drehachsenvektor orthogonalen Ebene symbolisiert, d.h. den Einheitsvektor der Drehachse
zum (gespiegelten) Gegenvektor macht.

Unitire Matrizen

Das komplexe Pendant der orthogonalen Matrizen sind die unitiren. Reelle unitire Matrizen sind
die orthogonalen.

Eine komplexe quadratische Matrix U €C™" heiBt unitir, wenn ihre Spaltenvektoren
(Zeilenvektoren) orthonormal bzgl. des komplexen Standardskalarprodukts ist.

Eine unitéire Matrix U besitzt eine inverse Matrix {/~' , die ihre Adjungierte ist: U 'u=r1
dh. Uu'=u'" .

Y1
Beweis: Sei U =(x1x2...xn) mit den orthonormalen Spaltenvektoren x; , und U= Jiz mit
Y
x)
. . t_[x) L S A .
den orthonormalen Zeilenvektoren y; .Dannist U =| =(y1y2--- ) die Adjungierte mit

x,

den orthonormalen konjugiert komplexen x,T Zeilenvektoren und es gilt:

X, <X X2 <X x> . <X X~
U'u= x; (x,x,...x,)= <x2,.x1> <x2,'x2> <x21xn> =1 . Ebenso gilt:
xl <x”;x1> <xn;x2> <x”;xn>
[y, YL <y e <y
U U= (x50, )| 22 |=[ 22 (150 = V> <> VY721 da die
< L vz <Al e <l

Zeilenvektoren orthonormal sind.



Ist U unitir, dann istauch U’ unitir: (UT)T Ul=vu'=r1 .
Umgekehrt gilt auch, wenn U'U=1 gilt, dass dann U unitéir ist, denn aus

¥

X, <X X2 <X x> L <X x>
+
trr_|x <X, x> <X, x> ... <X, X,> |_
U U= 2 (xlxz...xn)— > > . ot =1 folgt
3 : : :
X <X, x> <X,X,> .. <X,X,>

<x,x>=1firl<i<sn und <x,x;>=0 fir i#; , also die Orthonormalitit der

Spaltenvektoren.

Beispiel 1: Die Pauli-Matrizen sind unitidr. Etwa 022(? _l) 022(9 —1)202

olomo?o|0 i 0 —i|_[=¥ 0 )|_[1 0\_,
2722 o \io 0 —i’] \0 1

1 0 0 O
Beispiel 2: Die Dirac-Matrizen sind unitdr. Etwa y'= 8 (1) _01 8 . Man sieht — wie auch
0 0 0 -1
bei den Pauli-Matrizen — unmittelbar, dass ihre Spaltenvektoren orthonormal sind. Oder:
1 0 0 O 1 0 0 O0f1 O 0 O

(yO)T_OlOO 01 0 oOofff0o1 0 O

=y'=(¥")y'=(y")'=

10 0 -1 0 00 —1 0/l0 0 -1 0
00 0 -1 00 0 —1/l0 0 0 -1
100 0 0 0 0 —i 00 0 i
0100 o o i o 2 |0 0 —i 0
= :1 = =
00 1 0 Oder v'=| o/ o ol OT=g 2 o o
000 I i 00 0 i 0 0 0
00 0 ilflo 00 =il [1 00 0
2w 210 0 —i ollo o i ol o1 0 o0
— = =1
Also (y)'y=l 0 5t ollo 70 oo 0 1 o
i 0 0 0ol—i 00 of lo oo 1
0 01 0 0 0 -1 0
[0 00 -1 a0 0 0 1 . _—
0 10 0 0 -1 0 0
0o 0 —-10l/0 o1 o\ 1000
o0 0 1ffo 00 —1|_[0o 1 00|, .
1 0 0 ofl-1 00 o] fo o 1 o' W
0o -1 0 0/lo 10 of {0 0 0 1



Die unitiren Matrizen U eC"™" bilden mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe, die sogenannte
unitiire Gruppe U (7). Sie hat die Dimension 5> . Sie ist eine Untergruppe der generellen
linearen Gruppe GL(n,C)

Sind ndmlich U und V zwei unitiare Matrizen, so ist auch das Produkt UV unitér:
(on)\uv=v'v'uv=vtiv=vtv=1

Das neutrale Element [ ist unitir: 1'7=77=1

Das Inverse {/~' zu unitiren Matrix U ist unitir: ¢~ '=y! (U")'U'=0U'=1

Das Standardskalarprodukt und demnach die durch es induzierte euklidische Norm bleiben
invariant unter einer unitdren Matrix U: <U x,U y>=<x, U’ Uy>=<x,ly>=<x,y>
aufgrund der Verschiebungseigenschaft. Ist | x| =+, x,+... +x, x, =y|x,[ +...+|x [ =V<x, x>
dann gilt fiir die Normvon Ux : |Ux|=V<Ux,Ux>=V<x,x>=|x|

Unitére Matrizen dndern also nicht die Langen von Vektoren.

Unitére Operatoren in der QM sind Drehungen im Hilbertraum.
Wird ein Zustand |y> durch einen unitdren Operator U in einen Zustand [ "> transformiert,
so wird die Information eines Systems nicht verdndert:

<Y'|o ' >=<Uy|U¢>=<y|U'U¢>=<y|1p>=<y[¢> .
D.h. ist ein System im Zustand |¢> und wird in ihm eine Observable A gemessen mit dem
Eigenzustand |¢> und dem Eigenwert a: A |[Yp>=a|yP> ,so dndert sich die
Wahrscheinlichkeit |[<y|¢p>f ,im Zustand |¢p> den Eigenwert a zum Eigenzustand |y> zu
messen nicht, wenn das System unitér transformiert wird.

Die Determinante einer unitdren Matrix: Es fiir beliebige quadratische komplexe Matrizen A:
det A=det A und det A" =det A Demnach gilt fiir unitéire Matrizen U:
|det Uf =det U det U =det U det U=det U det U' =det U det U'=det(UU " )=det I =1
= |det U|=1 oder detU=e"

Die Eigenwerte einer unitaren Matrix: Sei x ein zu dem Eigenwert A von U gehoriger

Eigenvektor. U x=Ax=|U x|=|rx|=|A||x| andrerseitsist |Ux|=|x| und damit
MIx|=lx] , was bedeutet, dass |A|=1 oder K =¢

Die unitiren Matrizen mit Determinante 1 bilden eine Untergruppe der unitiren Gruppe U(n) und

heiB3t die spezielle unitire Gruppe SU(n).

Denn sind U und V unitiire Matrizen mit det U=det V=1 gilt det(U V)=det UdetV=1-1=1

Die Einheitsmatrix I ist unitir mit det /=1 .Zu U unitir mit det U=1 istauch U ' mit
det(U")=(detU)'=17"=1

SU(n) ist eine einfache kompakte Lie-Gruppe mit dim (SU (n))=n"—1 . SU(2) hat also die

Dimension 3 und SU(3) die Dimension 8. U(1), die sogenannte Kreisgruppe, die Dimension
1’=1

Die unitére Gruppe U(1) und die spezielle unitdren Untergruppen SU(2) und SU(3) sind fiir die

Elementarteilchen-Theorie wichtig.

U(1) ist die Eichgruppe der elektromagnetischen WW und hat ein Eichboson, das Photon.

SU(2) ist die Eichgruppe der schwachen WW und besitzt 3 Eichbosonen, das W' — Boson , das
W — Boson unddas Z°—Boson .

SU(3) ist die Eichgruppe der starken WW und hat 8 Eichbosonen, die Gluonen.

Das Standardmodell der Elementarteilchen-Physik hat die Eichgruppe SU (3)xSU (2)>< Ul l)

Eine iibergreifende Symmetrie zu diesen drei Gruppen, die GUT (great unified theory), ist die
SO(10)



Eine Matrix M heif3t normal, wenn sie mit ihrer adjungierten (im komplexen Fall) bzw.
transponierten (im reellen Fall) kommutiert: M'M=M M" bzw. M "M=M M" .

Eine reelle symmetrische Matrix ist normal: M ' M=M M=M M" .

Jede hermitesche Matrix ist normal: M M=M M=M M" .

Jede reelle orthogonale Matrix istnormal: M ' M=M "'M=I=M M '=M M"
Jede unitire Matrix ist normal: M M=I=M M’

Fiir normale Matrizen gilt der Spektralsatz: Eine Matrix M ist genau dann normal, wenn sie unitir
diagonalisierbar ist, d.h. wenn es eine unitdre Matrix U und eine Diagonalmatrix

A, 0 .0 0
D_dlag()\'ly""}\'n)_ L gibt, sodass gilt: U'M U=D , wobei die M,
0 0 .. A

n

(i=1,...,n) die Eigenwerte von M sind. Man sagt M und D seien dhnlich.

Beispiel 1: M =02=(? :)l) 1st hermitesch und unitér, also auch normal.

Zunichst bestimmt man ihre Eigenwerte tiber das charakteristische Polynom: % (A)=0

0—hn —i

o, =(0-r)—(=i*)=A"—1=0=r==1

XM(X):zdet(M—M):‘

Dann berechnen wir die Eigenrdume E(xn) : A =1: Mx=1x®(_) “Hy=xe
1

PN 9X1—1X2:x1 P _'l‘xzle = x]:t/\xzzitzx: t =f 1 E()\,l):{t 1 /IEC}
ix,+0x,=x, X, =X, it i I

E(N):h=—1:Mx=—Ixe 0 :)i)xz—x o Ximin==x, =X, & x,=tA X, =it

i ix, +0x,=—x, X, =—Xx,

:xz(l;t)Zt(i‘) E(kz)z{t(i)/teC}

Damit ergibt sich die Matrix U zu: U=

1. "1 mit den orthonormalen Basen

1

V2 1

(1) =[?] der Bigenraume, da [ |I=(]1=v2 wna <[ ).[7 ]p=Ti+i1=i=i=0
Va\i) V21 ’ i 1 i]'\1

1 0

und der Diagonalmatrix aus den Eigenwerten in der Diagonalen D= 0 -1

Nungil: U'MU=D,da

I O S T A T N D R A TR I S | e A
UTMU_E(—i 1)(1’ O)E(i 1)_5(—1‘ 1)(;‘ iz)_E

1

Beispiel 2: M =( i ) ist nicht unitér, aber hermitesch und demnach auch normal.



1. Eigenwerte:
XM(X)::det(M—xI):‘l_?‘ 1 ’k‘z(l—x)z—(—'2)=x(x—2)=0@x=0vx=2
ol

1. 0o x'1+lx2=0
—i 1 —ix,+x,=0

=>x=(_tit)=l(_li) E(0)={t(_li)/t€03}

1 i
. xX=2xe )
—i —ix,+x,=2X, Xx,=—ix,

2. Eigenrdume: 7»=0:E(0):Mx=0x<:>( SX,=tAX,=—it

7\:22E(2)2Mx=2x<:>( X +in=2x, X=X,

=x= (ltt) =t ( i ) =>E(2)={t ( ll )/ t€C} | Die algebraische und die geometrische Vielfachheit
stimmen tiberein.

1 (—;\ 1 (;) . .
3. E( Z)E(Z) sind orthonormale Basen der Eigenrdume. U=

—i 1) st unitir.
1 11

ol

D =(8 g) ist Diagonalmatrix aus den Eigenwerten. Es gilt:
Ld 1)1 iy 1 (=i d)\_1[i 1}[/0 2i|_1[0 0|_(0 O
UMU=— - —= - =
ﬁ(—i 1)(—1’ 1)@(1 1) 2(—1’ 1)(0 2) 2(0 4) (0 2)

Beispiel 3: Mz(l 2

) O)E IR** ist nicht unitdr, aber symmetrisch, also normal.

1. Eigenwerte:

1-n 2 2 5, 1 17 1417
A\):=det(M —\I)= =—A(l=-A)—4=0=N"—A+—=—"oLr=
L Y e R T Kl
, 14417 1+V17 (1 2)(x,|_1+V17[x
a . — . M —_—— =~ 1
2. Eigenrdume: E =E( > ): X 2 X< 2 0|y, > N And
x,+2%,= 1+?j/17x1 xzz_H—T\/”x1 x,=Xx,(x,bel.) /T /G
PN < - RN 14417 == | 1+V17 ﬁE(l):{lJr 17 £
14417 14417 X,= X, 4 4
2x1—Tx2 Y= N 4
1-V17 1-V17 1 2)(x,| _1=V17 [x
E,=E T Mx= =21 X5
BT )M xc’(z o\x,)” 2 |x)”
x1+2xzzl_ﬁxl xzz_l_mel x,=x,(x,bel) T |_JT7
(=4 (=4 _ =3 _ =>x= — =>FE(2)= — ¢
_1-V17 1 T ( 4 ) (2) {( 4 )}
2X1— ) X, xl_TXZ 4
(1_21/ 7 +:1/1 =0 die Eigenvektoren sind also orthogonal. Die algebraische und




geometrische Vielfachheit stimmen {iberein.

1+17 0
3. D= 2 1—JT7 und 7= 1+21/1_7 1_‘;/177) ist orthogonal.
0
2
1 —1+17
Die inverse Matrix zu Tist 7 '= 2;/117 18+\/\}_1l7 Damit haben wir: 7'M T=
2717 817
1 —1+417 1 —1+J17
_[2V17 0 8V17 ([ 2)[14417 117 |_[2V17 81T || 9417 9-17 |
—1 1+v17 [\2 0 4 4 —1 14417 [\2+42417 2-2V17
2717 817 2717 817
1+17 0
1-17
0 2

Eine Matrix 4eK"™" ist diagonalisierbar genau dann, wenn es eine invertierbare Matrix
TeGI(n,K) gibt, sodass gilt: 7 'AT=D ,wobei D eine Diagonalmatrix ist.

Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn die geometrische Vielfachheit mit der
algebraischen Vielfachheit jedes Eigenwerts von A iibereinstimmt.

Matrixpotenzen: Ist A eine diagonalisierbare Matrix mit 7 'AT=D ,soist T 'A*T=D" :
iiber vollstidndige Induktion: fiir k = 1 ist das klar. Es gelte nun 7' 4*T=D" .

D=1 AT T AT=T"A"TAT=T" A" AT=T"' 4T .
Anstatt 7' 4" T=D" kann man auch schreiben 4°=7 pD*T™' . Die Diagonalisierung ist in
solchen Fillen — der Berechnung von 4* — also sehr niitzlich, da eine Diagonalmatrix ganz
einfach potenziert wird, indem lediglich die Diagonaleintrdge potenziert werden.

I 0 O 1-A 0 0
Bspl: A=|1 1 0| Eigenwerte: x,(A)=det(A-11)=0<| 1 1-n 0 |=0e
1 0 1 -1 0 I-n
0 0 X, =X, x,=0
o(1-A)=0=A=1 EigenraumE: Ax=x=| 1 1 0[Xx=x® x+x,=x, @ x,=x,
10 1 X FX =X, X=X,
0 0
E={u|1|+v{0|/u,vER} Algebraische Vielfachheit =3 >2 = geometrische Vielfachheit.
0 1

Also nicht diagonalisierbar.

1
-1
normal. Dennoch ist A diagonalisierbar:

Bsp2: 4 =( (2)) ist weder symmetrisch noch orthogonal, noch hermitesch noch unitér noch



Eigenwerte:y ,(N)=der (A—N\I)= l:k 28)\‘2(1—%)(2—%)20@%21\/7»22

1
E;: dv=xe| 1 O[¥]=[¥]e  NTH oTibe (1 = E,={1|1]irer}
“1 2|, 1 1

X, —x,+2X,=x, X,=x
E;: Ax=2xc>( 11 g)(x1)=2 xl)@ =2 X‘ZOzx:(?):Ez={t((l))/t€IR}

- X, X, —x,+2x,=2x, x,=x,
Geometrische und algebraische Vielfachheiten stimmen iiberein, also ist A diagonalisierbar.m
1 0 1 0 1 0] 1 0] 1 . -1_( 1 0
D= T= Isoist T =
(o 2) (1 1) 11 0 1jmog—1 08 (—1 1)
1 0 | 1 0 .
(GauB-Jordan-Algorithmus)
o1 | -11
d=7pr=|1 O)1 O} 1T Oj_{1T o)1 O0j_[{1 O
1 110 2)\-1 1 1 1/\-2 2) \—-1 2
- 101 o|_(t offt o )1 ol_[1 o) 1 0
AIOZTDH)TI:I 0 _ _
1 1)\o 2"/[A-1 1/ \1 1/l0 1024)\-1 1) {1 1/{—1024 1024
1 0
—1023 1024

Allgemein gilt fiir Basistransformationen folgendes: Sind B und B’ zwei verschiedene Basen
des Vektorraums und M ; die Matrix zur Basis B, M ;' die (dhnliche) Matrix zur Basis B' und

T%' die Basiswechselmatrix von BnachB’,T5 die Basiswechselmatrix von B 'nach B so gilt:
Mg =T M, T .

Ist B die Standardbasisund B’ die Basis aus Eigenvektoren zur Matrix M 5 | so ist
M, mitD M, =T5 M, T3 Diagonalmatrix mit den Eigenwerten.

Man erhidlt T E, durch den GauB3-Jordan-Algorithmus, indem man (B | B) durch elementare
simultane Zeilenumformungen in die Form (I |M ) bringt, wobei M dann die
Transformationsmatrix T4, ist (siche Bsp 2).

Bsp 3: 02=(? _()l) Eigenwerte: on(x)=d€t(02_7¥1)=‘_} __;;’=7»2+i2=0:
S a o, hermitesc . . . _ 0 —I _ —ixX,=Xx
27\2:“ e hk:il - Hleenrdume E(l).OﬂC—x@(i OZ)(;C; _(2)@ ixlzzle
=t(1,)=E(1)={z(¥)/zec} E(Z):Ozx:—xc»(q "')(xl):_(xl)
i i i 0/\x, X,

@_'lxzz_xl:>x1=t/\x2=—it=>x=t( 1,)=>E(2)={f( 1.)”6@}
—1

t

X =tAX,=it=>Xx=
it

~———

{1 1]  da LT unitar, ist (1 oo _ At Lo T e 11—
) L) e 1 == == )

(1 _ll) oder liber den Gauf3-Jordan-Algorithmus:



1 1|1 O I-il+1I
i —il0 1|1I
20 0@ 11
—i|0 1 II—>1-21I
2t 0)i 1 |I-1/2i
0 2ili —1|II—1I/2i
1 1,
0 (l)ﬁ 12' also T1=%(i _ll) und D=((1) _01) in Basis der Eigenvektoren.

-1

2 2

~.

—_—

Die Eigenwerte von O, und D sind gleich, aber die Eigenvektoren nicht unbedingt.
Eigenvektoren von D sind:

szx@(l 0) * :(xl o TITT @xlbel:E(l):{t(é)heC}

0 -1 X, X5 —X,=X, x2=0
Dr=—xo|l O |[¥i|=[¥]e BTN @x‘:0=>E(2):{t 0 /teC}
0 —1/{x, X, —x,=—x, x,bel 1

Anstatt ((1)) kann man natiirlich auch den dazu l.a. Vektor (_0 ) wihlen, sodass die

1
Eigenvektoren hier ersichtlich die gleichen sind.

ExKkurs iiber Lie-Gruppen und Lie-Algebren
Lie-Gruppen sind wesentliche mathematische Hilfsmittel fiir die Quantentheorie.

Eine Gruppe, die gleichzeitig interpretierbar ist als differenzierbare Mannigfaltigkeit, wobei die
Gruppenverkniipfung und die Inversenabbildung vertrdglich sind mit dieser Mannigfaltigkeit, heif3t
Lie-Gruppe. Sie dient zur Beschreibung kontinuierlicher Symmetrien. Auf dem Begriff der Lie-
Gruppe baut der Begriff der Eichgruppe auf.

Eine Mannigfaltigkeit M ist ein topologischer Raum, der lokal dem euklidischen Raum gleicht,
d.h. homdomorph zu ihm ist. So ist die 2-Sphire S*cR® (Kugeloberfliche) eine Mannigfaltigkeit
der Dimension 2, die in den dreidimensionalen euklidischen Raum eingebettet ist und lokal Teilen
des IR* gleicht.

Gegeben sei eine Menge M mit einer Teilmenge T der Potenzmenge von M, die folgende Axiome
erfullt (T)): B €T, MeT (T,):0,0,eM=0,n0,EM (T,):ScT=U O €T
' ’ 0€s

(M,T) hei3t topologischer Raum, die Elemente von T heillen offene Mengen in (M,T), die
Elemente von M heiflen Punkte des topologischen Raums.

Ein topologischer Raum heifit einfach zusammenhiingend, wenn jede geschlossene Kurve stetig

auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.

Ein topologischer Raum, in dem es zu je zwei verschiedenen Punkten P und Q Umgebungen (offene

Mengen) von P und Q gibt, deren Schnittmenge leer ist (die also P und Q trennen) (Trennungsaxiom
T, |, heiBt Hausdorff-Raum.

Eine Basis B des topologischen Raums (M,T) ist eine Teilmenge B von T, sodass sich jede offene



Menge als Vereinigung von Mengen von B darstellen lésst.

Ein topologischer Raum (M,T) heif3t (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension n (oder n-
Mannigfaltigkeit), wenn gilt:

(M,): (M,T) istein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis.

(M,): (M, T) istein Hausdorff-Raum,

(M,): Jeder Punkt P aus M besitzt eine offene Umgebung U, die homdomorph zu einer

offenen Teilmenge O des |R” ist: AV V'V ¢:U-0 Homsomorhismus
PEM U O ¢

(U, ) heiBt Karte oder lokales Koordinatensystem der Mannigfaltigkeit um P mit Kartengebiet
U, ¢(P)=(y,..., v,)ER" sind lokale Koordinaten von P bzgl. ¢ . ¢ ' lokale
Parametrisierung der Mannigfaltigkeit um P.

Ein Atlas A ist eine Menge von Karten, deren Kartengebiete M tiberdecken.

Sind ¢,:U,—0, und ¢,:U,— 0O, zwei Karten um P mit den Kartengebieten U, und U, | so

U,NU,

dimM=2

in R*
P,° ¢'I1

heiBt  ¢,o¢, " :9,(U,NU,)=¢,(U,NU,) Koordinatentransformation (um einen
Kartenwechsel)
Kartenwechsel sind Homdomorphismen zwischen offenen Teilmengen des R" .

Zusitzliche Eigenschaften geometrischer oder analytischer Art werden {iber entsprechende
Eigenschaften der Kartenwechsel festgelegt.

Ein Kartenwechsel ¢,° (1)]1 istein C*— Diffeomorphismus , wenn sowohl er als auch seine
Umkehrung k-mal stetig differenzierbar sind. In diesem Fall heiBen die Karten ¢, und ¢, k-
kompatibel.

Sind fiir einen Atlas A alle Kartenwechsel k-mal stetig differenzierbar, (d.h. wenn alle Karten des



Atlas k-kompatibel sind) heiBt Aein  C*— Atlas .
Zwei C*—Atlanten sind dquivalent, wenn alle ihre Karten k-kompatibel sind.
Die Aquivalenzklasse dieser Aquivalenten C*—Atlanten nennt man
C"— differenzierbare Struktur .Ist k=oo so spricht man von einer glatten Struktur.
Die Mannigfaltigkeit mit einer C*—differenzierbaren Struktur nennt man k-differenzierbare
Mannigfaltigkeit. Fiir k=co spricht man dann entsprechend von ciner glatten Mannigfaltigkeit.

Ersetzt man |R" durch C" und fordert man , dass die Kartenwechsel biholomorph (d.h. die
Umkehrung auch ist holomorph) sind (und d.h. dass die Karten kompatibel sind), so ist der Atlas
komplex und die Aquivalenzklasse Aquivalenter komplexer Atlanten (mit lauter kompatiblen
Karten) bilden eine komplexe Struktur. Die Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur hei3t dann
komplexe Mannigfaltigkeit.

Fiir dim M = 1 nennt man M eine Kurve, fiir dim M = 2 heil3t M Fliche,

Beispiel 1: Die n-Sphire §"={xe€R"""/|x|=1} isteine n-dimensionale

C” —Mannigfaltigkeit (glatte Mannigfaltigkeit) mit einem Atlas aus zwei Karten, den
stereografischen Projektionen:
Ist e,=(0,0,...,1) der Ortsvektor zum ,,Nordpol*“ und —e,=(0,0,...,—1) der Ortsvektor zum
»Sudpol®, so ist

xl xn

l—x,,, I—x

) die stereografische Projektion vom
n+l

q)N:Sn \ {en}_)IRn’(xll""xn-%—l)H(

NP(0,0.1)
Mx ) mitnieni=1

%\Aquatmialebme z=0

: ot R0
Rg I 1 v K

,,Nordpol“ als Projektionszentrum auf die Aquatorialebene als IR”
Man identifiziert IR" mit der Hyperebene (Aquatorialebene) A ={x€R"" / x,,,=0} und istso
im Raum |R"*" . Istx ein Ortsvektor (Punkt) auf der Sphire, so geht die Projektionsgerade g
durch die Punkte e,=PZ und x mit y als Bildpunkt, d.h. Schnittpunkt der Geraden g mit der
Hyperebene A:
g:y=e,+Ah(x—e, )= y=hx+( l—k)en:(kxl’..., Ax,, Ax,.,)+(0,..,0,1-2)=
=(Ax,,...,Ax,,Ax,,,+1=L) . Aufder Hyperebene ist die (n+1)—te Koordinate 0

:kanrl_}\,‘i‘1:0@7\.(xn+1_1):—1 @7\‘:

n+1

1

—x . In die Geradengleichung eingesetzt:
n+1

X, X

n

y:(l L o ,0) . Wird nun wieder die Hyperebene mit |R" identifiziert, so ist
T An+l T An+l



l—x,,, "1-x =X,
X =(x s vees xn+,) der Nordhalbkugel bzgl. ¢, . Das Bild von ¢, ,d.h. die, Karte® der Oberen
Hemisphire ist ganz R" .

xl xn xi . .
dylx)= . V= sind die lokalen Koordinaten der Punkte
n+1

Analoge Herleitung fiir die Projektion vom ,,Siidpol* aus. Durch diese zweite Projektion wird dann
auch der Nordpol auf die Hyperebene in den Ursprung projiziert.
Die stereografische Projektion vom Siidpol ist

0g:S" \{—e, ' 2R", (x,,..,x,, )~

|

Die stetigen Umkehrabbildungen sind:

- 1
oy (V)=
[y[+1

[y[F+1

(2y,,....2y,.IvI*~1) und

o5 ()= (2y,,02y,. =1y P+1)

Denn: die Gerade g durch den Nordpol NP (0,0,...,0,1) und den Ortsvektor (Punkt)
x(xl s Xgseees Xy xn+1) schneidet die Aquatorialebene A im Punkt y=(y,,y2, s Yoo y,,H) mit
Y.:1=0 . Die Gerade sei durch die Zweipunkteform mit y und NP in parametrisierte Form
zwecks Herleitung der Umkehrabbildung folgendermaBen gegeben: g:x=y+A(NP—y)=
=y+h((0,0,....0,1)=(y. ¥y ¥, ) )= =2y 2= A yys oy, —hy, 1)
>x=y1(1=-AV, o xo=y (1= xo =M= l=x 4t x4 xo = (1=20+0) |y P +2°

:7»2(||y||2+1)—2>»||y||2+||y||2:1:/;\2_27\ﬂy||2Jr ||y2||2 _—
IyF+1 IylF+1 fyl+1

2
(x_ O Y O DY ﬁ‘x_ P | [l
lyP+1) IyP+1 (IyP+1)? IyI*+1 (IyP+17 IyF+1
2 2, 2
A= ");” + 1 =”y”2_1:>7\=1\/}»:"y”f1 A=1 ergibe den Nordpol, der als x
P+t AyP+1 Pt Iy IF+1
ausgeschlossen ist. Also ist K=::y Hz;l In die Geradengleichung eingesetzt ergibt das:
y
2 2 _ 2 2 )
B DO O S Y 7R
|vIF+1 [y F+1 |vIP+1
2
-1 - 1
xoa=h=l e g () 2y, 2y, I P 1)
[yl +1 [y IF+1

Analog fir ¢5' .

Die Kartenwechsel sind

(pSoq);l:q)N(Sn \ {en’_en})_>¢S(Sn \{en’_en})’yH y und

2
R™\ {0} R\ {0} ” Y ||

0,005 :R"\ {0} >R" \ {0}, Hﬁ
y



2y, 2y, |yl’-1

P52y (1)=0s

Denn: Ly P+1" 7 Iy P+1 plP+1 | 0lx) =g firi=1,.n
—_ - n+1
2y,
X; Iy’ +1 2y, 2y, i
= = =9,(x,)=—5 firi=1,..,n

I+x,,, IyF=1 IyP+1+lyF=1 2IyF IyP ||y||2

lyF+1
0s(x,,,)=0 fillt nach Identifizierung weg. :>¢s°¢Nl(J’):" y"2 . Analog der andere

y

Kartenwechsel.

Beispiel 2: Mat(n,R) die Menge aller quadratischen reellen 7Xn—Matrizen .

Beispiel 3:

"Torus" by Leonid 2 (Wikipedia)

Man nimmt als Projektionsebene die x,y-Koordinatenebene . Die Punkte x= (x X X 3) des Torus
geniigen der Gleichung  x}=,’ —( R—Vx1+ x;)z, R>r
—5—5\2 . .
T’= {xEIRS/x3:\/r2—(R—\/xf+ xi) }-R* ,(x,,x,,x;)~(x,,x,,0) istdie orthogonale

Projektion der oberen Torushilfte in  x;—Richtung :  ¢,((x,,x,,x3))=(x, x,) , wobei gilt:
(R—r)<x’+y’<(R+r) .Das Analoge fiir die untere Hilfte.

Eine andere Moglichkeit wire eine Zentralprojektion vom Punkt O(0/0/R) auf die x,y-Ebene:

Rxl sz
R—x;," R—x,

__R
R—x,

(I)O:T2= {xEIR3/x3=\/r2—(R—\/xf+ xi)z =R (x,, x,, X,) (x,,x,)

obere Torushilfte




g y=0+h(x—0)=hx+(1=2)0=(hx,,hx,, M(x;=R)+R)=\(x,~ R)+ R=0= A= Rx
~—_ A3
;=0

R
R—\/rz—(R— x?+x§)

Rx, Rx,

= = =
yl R—X3’y2 R_.X3

,¥3=0, also ¢,(x)= z(xl’x2)

Analog ergibt sich fiir die Projektion der unteren Hilfte vom Punkt U (0/0/—R)

R“xl sz
R+x, R+x,

= (xl’xz)

(|)U:T2={xEIR3/x3=—\/r2—(R—\/ xf+x§)2} —R* ,(x,,x,,x;)~

Bei dieser Mannigfaltigkeit besteht der Atlas also wieder aus zwei Karten.
Diesen Torus kann man sich auch als Modell des Konfigurationsraums, eines ebenen Doppelpendels

vorstellen:  $'xS' ist die Menge aller mdglichen Lagen der (im Bild schwarz gefirbten) Massen
des Pendels, die sich auf den beiden Kreisen frei bewegen konnen.

Gegenbeispiel:

Die weiBe liegende Acht (sin(z),sin(2t)) aufder Fliche sin(x+1)+sin(y+1) ist keine
(Unter-) Mannigfaltigkeit. Denn zu einer Umgebung des Schnittpunkt S der Kurve gibt es keine
Karte ¢ , die bijektiv stetig (homoomorph) auf eine offene Teilmenge des IR abbildet.

Eine Mannigfaltigkeit M heil3t orientierbar, wenn es einen Atlas A von M gibt, sodass fiir alle
Karten aus A, ¢:U—R" und y:V—R" mit UNV=0 und fiir alle
y im Defintionsbereich ¢(U NV') vom Kartenwechsel yo¢ ™' gilt: det (J,, (o o '))>0 .
J, ist die Jacobi-Matrix im Punkt y= (yys s v,)

Beispiel 1: Die zweidimensionale Einheitssphire $° (die Kugeloberfliche) ist orientierbar.
Der Atlas 4={¢,, 95} aus den beiden stereografischen Projektionen
X Xy

<|)N:S2 \{ez}—>IR2,(x1,x2,x3)H(y1,y2)=(l_x 1o« und
3 3
Lo 2 _| % ) . 2
dg:S" \V{—e,} —R ,(xl,xz,x3)'—>(y1,y2)— Tox Tox mit UNV=S"\{e,,—e,} und
3 3

] 1
y=(31, ya)€on(UNY)=RN{(0,0)} und £ (31, 32):=0500% (31, y2)=—— (71, 3,)

YiTtVa



of, 9f,

2 2

0 0 1 - -2
besitzt die Jacobi-Matrix J ,= " % =772 2 S 2}’1)’22

0f, 0fy] i+yS\=2yy, »i—»

oy, 0y,

2 2\2 2 2
— +4
und deren Determinante det (J )=— (yl yZ) Y172 <0 . Mit diesem Atlas lasst sich §?
y (y2+y2)2
1 2

nicht orientieren. Also muss ein anderer Atlas gewdhlt werden, falls es denn einen gibt.

Ich wihle dazu die beiden orthogonale Projektionen als Karten:

0o: ST =R (x1, x5, x3)(x1,x,) ,wobei ST={(x,,x,,x;)/x,=0}NS> die obere Halbsphiire
einschlieBlich des Aquators ist. Entsprechend  S={(x,, x,, x;)/x;<0}NS* die untere
Halbsphire mit Aquator und ¢, :S°—=R*;(x,, x5, x3) = (x1, xy) . A={0y, 0y}

$:NS?=S" | der Einheitskreis, der Aquator. ¢,(S"')=S"

00" (31, ) ER Y2 <1y =82 (3, ) = [ 3, v 1= (74 228 =[x, 3,

00005 S =8 (31 v2) = (y1, v,) Jy=((1) (1)):1 mit  get(J,)=1>0 -Also gibtes cinen
derartigen Atlas, und damit ist S* orientierbar.

Anschaulich kann man sagen, dass man die Innenseite der Kugeloberfliche von der AuB3enseite
unterscheiden kann (die Innenseite 14sst sich andersfarbig markieren als die Aullenseite).

Beispiel 2: Das Mdobiusband ldsst sich dagegen nicht orientieren. Es hat nur eine Seite und nur eine
Kante. Lauft man von einem Punkt aus immer ,,gerade®, so ist man erst bei zwei Umlaufen wieder
am gleichen Punkt.

M —
Beispiel 3: Auch die Kleinsche Flasche ist nicht

orientierbar. Thre Flache hat ebenfalls nur eine Seite. ‘ )




Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p €M ein Punkt aus M.

Sei I=[—a,a]<R ein Intervall . Eine stetige Kurve y:/— M ist k-mal differenzierbar (aus
C"), wenn es eine Karte ¢ von M gibt, sodass die Abbildung q)*l oy k-mal differenzierbar (aus
C") ist.

Der Tangentialraum T,M von Min pist: 7 ,M={y'(0)/p=y(0)AyeC”}
y'(0) sind die Tangentialvektoren im Punkt p fiir die verschiedenen Kurven y auf M.

Das Tangentialbiindel TM ist die disjunkte Vereinigung aller Tangentialriume vom M:

™= U {pyxT ,M {p}XT,M heiBt Faser.
PEM

Beispiel: Sei M die Sphire S' (der Einheitskreis) §'={xeR’/|x|=1} und p(1/0)eS’
Der Tangentialraum 7 ¢'—|r ist die Tangente an den Kreis im Punkt p.
p

1

T S!

p

U {pIxR

Das Tangentialbiindel TM ist 1 .
pPES 3

™

LY
A

e

Das Matrixexponential ordnet einer quadratischen Matrix A wieder eine quadratische Matrix ¢

0 k
Zu: exp:Mat(n,K)—>GL(n,K);A'—’GXP(A)=6A5=Z %
k=0 IC:

Das Exponential von A ist wohldefiniert, da diese unendliche Reihe immer konvergiert.

Sei A€Mat(m,n,K) eine (m,n)-Matrix iiber ein Korper K. Auf dem Vektorraum dieser
Matrizen lasst sich eine Matrixnorm definieren. Es werden fiir die Abbildung

||: Mat(m, n, K)—IR,, A—| 4| folgende Postulate gesetzt:
Seien AEK und 4, BEMat(m,n,K),CEMat(n,l,K)



(Definitheit) |4|=0=4=0
(Absolute Homogenitit) In Al=\|] 4]
(Subaddititvitit) lA+B|<|A|+|B|

Mit dieser Matrixnorm ist Mat(m,n, K) ein Banachraum, da jede Cauchy-Folge von Matrizen
hierin konvergiert und der Raum somit vollsténdig ist.

Zusétzlich kann noch eine multiplikative Eigenschaft gelten:
(Submultiplikativitét) |4-Cl<]4]]C]

Ist m=n |, so ist der normierte Vektorraum (Mat(n, K),[|) mit der Submultiplikativitit sogar
eine Banach-Algebra.

Mit dieser Matrixnorm und der induzierten Metrik d (A4, B)=[A4—B| lisst sich die Konvergenz
der obigen unendlichen Reihe zeigen, sodass das Matrixexponential wohldefiniert ist.

Beispiel (natiirliche Matrixnorm): Sei A€ Mat(n,K) und I, die euklidische Vektornorm in
KIT

| 4]:= sup | 4x |, = max| 4 x]

lxl,=1 Ixl,=1

v 1st die von der Vektornorm induzierte oder natiirliche Matrixnorm.

Seietwa A= (2) (1) eine symmetrische reelle Matrix. Sie bewirkt eine x-Streckung um 2, y bleibt

2 0
0 1

a=2,b=1 transformiert.

(x )=(2X) . Ein Einheitskreis wird in eine Ellipse mit den Achsen

unveriandert: A4Xx =(
y Yy

Der maximal gestreckte Einheitsvektor ist ( (1))

der zu ((2) ) =2 ( (1)) transformiert wird. (E ,

=2

) 20
Al=
Daherist | A] H( 01 )

Fiir das Matrixexponential gelten folgende Beziehungen:

(1) e

(2) =" fiir a,h€C und A€ Mat(n,C)
3) 4,

(4) e(A):(eA

5) e

6) e
(7)  det(e”)=e""
(8) ediag(xl,...,x”) .

aus (1) und (2) folgt: e =" e =p! == F =



9) (') '=e* ,dh. ¢ * istdieinverse Matrix zu e*
(10) [le’||<e™

aus (4) und (9) folgt: Ist A symmetrisch, so ist auch ¢ symmetrisch.
Ist A antisymmetrisch, so ist ¢” orthogonal, denn () == 1=(¢")"!

aus (5) folgt: Ist A hermitesch, so ist auch ¢* hermitesch, denn (e”)'= é4=¢* und
Ist A anithermitesch, so ist ¢” unitir, denn  (e”)'=¢")=¢ "=(")

Ist G eine Lie-Gruppe (s.u.) , dann heifit die Abbildung y:R— G Ein-Parameter-Untergruppe
von G, wenn Yy ein Gruppenhomomorphismus von (R,+) nach (G,°) und glatt ist.

Die Abbildung y,:R—GL(n,R);t~y,(t)=e'" definiert eine glatte Kurve auf GL(n,R)
Fir t=0 ist y,(0)=e"=1 .
Sie ist ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach der Lie-Gruppe (GL(n,R),-) (s.u.),

(t+s)4 tA sA

denn y,(t+s)=e =" =y, (t)y.4(s)

Die Ableitung im Punkt t ist

n

d tA tA tA n tA
_— =A' =
(1) e e” und P A'e
t+s)—y,lt t)=y,t -1
Beweis: iyA(t)zlim Yaltt+s)=y,l ):lim Yals)y (t)=y,l )—lim Yals) vy, (1)
d[ s—0 ) s—0 ) s—0 R)
— 0 %
:limMYA(t)=[iYA(t)l YA(t)(:)AetA
s—0 N dt =0
zu (*): zuzeigen:y,'(0)=4
o ou Ay, kA AT e (eA)
alternativ: e —/;) i/ =(e )—/; k! sbk=ivl &y _AZ(; il =de

wegen gleichméBiger Konvergenz. Hieraus folgt [( ], o=A1=4

Diese ist also unendlich oft differenzierbar, also glatt. Also ist Y, eine Ein-Parameter-
Untergruppe von (GL(n,R), ")

Das Exponential einer Matrix ist immer invertierbar (regulér). Jede invertierbare Matrix ist
Exponential einer komplexen Matrix.

TS I B _ 1 1 1
Beispiel: A_(—l _1) e’ 1+A+(2 ) A +3/A+ +k/A+

Da A :( 1 11)-(_11 1 )2(0 0)20 sind auch alle hoheren Matrixpotenzen 0,

-1 - -1/ \0 O
sodass e'=I+4= _21 (1)) .Damitist e“=I+tA4= 1_+t lt_t):yA(t) und
d d i a1 1|1+t ¢ 1 1 . ,
—_— t)=— :A = = :A X
dr Yalt) a6 e (_1 1 (—t l—t) (_1 _1) Die Ableitung der

Matrix ¢'* kann komponentenweise ausgefiihrt werden. Demnach ist die zweite



2
Ableitung die Nullmatrix, was auch aus g e"'=A’¢" ersichtlich ist wegen 4°=0 .

Nach diesem kurzen Exkurs tiber Mannigfaltigkeiten nun zuriick zu den Lie-Gruppen:

Eine topologische Gruppe G ist eine Gruppe, die mit einer Topologie vertrdglich ist, d.h. bei der
die Gruppenverkniipfung GXG—G,(a,b)—acb als auch die Inversenabbildung

G—G,a—a ' stetigin dieser Topologie ist. GXG ist mit der Produkttopologie versehen.

Beispiel 1: Der euklidische Raum |R" mit der Vektoraddition und der gewdhnlichen {iber die
euklidische Metrik definierten Topologie ist eine topologische Gruppe. Die Gruppenoperation ist
stetig: Ist x,»x und y,—y, so gilt aufgrund der Dreiecksungleichung:

|x,+y,~(x+y)l=lx,—x+y,~yl<lx,~x|+|y,—y|=0 . Die Inversenabbildung x ——x
ist stetig:  |(—x,)=(=x)[=|x—x,|=]x,—x]| -0

Beispiel 2: Die Allgemeine lineare Gruppe GL(n,IR) aller invertierbaren quadratischen reellen
nXn— Matrizen ist eine topologische Gruppe. Die Gruppenverkniipfung ist die
Matrizenmultiplikation. Der euklidische Raum |R"*" kann durch die euklidische Metrik zum
topologischen Raum werden (siche Beispiel 1). Mat(n,R) ist identifizierbar mit IR"™" .
GL(n,R) ist Teilmenge von Mat(n,R) . GL(n,R) hat demnach die Unterraumtopologie
von |R"*" . Diese Gruppe ist aber nicht abelsch.

Eine Gruppe L ist eine (reelle) Lie-Gruppe der Dimension n, wenn gilt:

(0) topologische Gruppe

(1) L ist eine glatte n-Mannigfaltigkeit

(2) Die Gruppenoperation w:LXL—L, (a,b)~acb und die Inversion i:L—L, a~a '
sind glatt (glatte Gruppenstruktur: die Abbildung °=w von der glatten n”*— Mannigfaltigkeit

L XL auf die glatte n-Mannigfaltigkeit L ist unendlich oft differenzierbar, wie auch die Inversion

i).

Eine Gruppe ist eine komplexe Lie-Gruppe, wenn die Mannigfaltigkeit komplex und die
Gruppenstruktur holomorph ist.

Jede komplexe Lie-Gruppe der komplexen Dimension n ist eine reelle Lie-Gruppe der Dimension
2n.

Eine Lie-Gruppe heift einfach zusammenhédngend, wenn der zugrunde liegende topologische Raum
selbstadjungiert einfach zusammenhéngend ist.
Beispiel 1: L=IR" isteine glatte Mannigfaltigkeit. L ist mit der Vektoraddition eine abelsche

Gruppe. Die Addition LXL—L,(x,y)—x+y istglatt und auch die Inversenabbildung
L—->L,x——x .Alsoist (L , +) eine abelsche Lie-Gruppe, die sogenannte n-dimensionale
Translationsgruppe.

Beispiel 2: S'={z€C/ |z|=1} die komplexe Einheitssphire mit der komplexen Multiplikation
ist eine abelsche Lie-Gruppe, sogenannte U (1

Zl:enpl z,=e" Zl,z2zez¢._ez¢:ez(¢l )




id=e'® z'=e¢® . Die Multiplikation (&', e'*)— ¢/ * "%

sowie die Inversenabbildung e'*—e™® sind glatt.

Die Topologie ist die Relativtopologie des Kreises in der

Standardtopologie des € . Offene Mengen sind die Schnitte der

offenen Kreisscheiben mit dem Einheitskreis.

Warum ist §' eine glatte Mannigfaltigkeit? Wir haben einen Atlas mit zwei Karten.

Wir ordnen allen Werten z=¢'*€S' mit Winkeln ¢€]0,2n[<IR eben diese (positiv

orientierten) Winkel zu und erhalten ,:{e*/¢€]0,2n[}—]0,2n[; e~ ¢ und

allen Winkeln ¢ , die von der negativen x-Achse ausgehen im Intervall ]0,2w[

erhalten wir  ,: {e'"/p€]0,2n[}—]0,2n[;eV 1y .

So werden alle Punkte der Einheitssphére erfasst. Die Koordinaten-

transformationen fiir die Punkte, die von beiden Karten erfasst werden,

gilt: wzowl1:]0,2x[\{n}a]0,2n[\{n},-q>~w=[ bt 0=g=<n

O—T,;<P<2m

P—m,;0<yPp<mn

P+, r<yPp<2n

A Im

und wlowzl:]o,zn[\{n}a]o,zn[\{n};ww:[
I‘I

Beide Kartenwechsel sind glatt, daher ist die Mannigfaltigkeit glatt.

Beispiel 3: GL(n,K) ist eine (reelle bzw. komplexe) Lie-Gruppe: da  GL(n, K)
eine offene Teilmenge von Mat(n, K)=K " und K" eine glatte bzw. komplexe
Mannigfaltigkeit (mit nur einer Karte) ist. Die Multiplikation von Matrizen ist durch quadratische
Polynome in den Eintrigen definiert und somit glatt bzw. holomorph. Die Inversenabbildung ist es

ebenso: laut der Cramerschen Regel gilt A adj(A). Determinante wie die adjungierte

__1
det A
Matrix sind in ihren Eintrdgen Polynome der Eintridge von A und damit glatt bzw. holomorph.

Beispiel 4: Matrix-Lie-Gruppen sind Lie-Gruppen. Jede topologisch abgeschlossene Untergruppe
von GL(n,K) heiBt Matrix-Lie-Gruppe. Sei G eine solche Matrix-Lie-Gruppe: abgeschlossen
heiBt hier: Fiir eine konvergente Folge (4,),cpy mit A4,€G und A= }LIE 4; gilt A€G.

So ist etwa die spezielle lineare Gruppe SL(n,K)={A€GL(n,K) | det A=1} eine Matrix-
Lie-Gruppe. Ebenso sind O(n,K)={A€Mat(n,K)\ A" A=1} , die orthogonale Gruppe wie
auch die spezielle orthogonale Gruppe SO(n,K)={A€Mat(n,K)/ A" A=I NdetA=1}

wie auch die unitire und spezielle unitire Gruppe U (n), SU(n) Matrix-Lie-Gruppen.

1 c
Die Heisenberg-Gruppe H,(R)={|0 b|/ a,b,ceR} | die Lorentz-Gruppe O(3,1) , die

0 1

1

I o~

Poincaré-Gruppe {(A,a)/ A€O(3,1),a€R’*'} sind Lie-Gruppen.
Ebenso die Euklidische Gruppe E(n) der Bewegungen, die Gruppe der Galilei-Transformationen.

Eine Lie-Gruppe ist eng verbunden mit der Lie-Algebra.

Ein Vektorraum g iiber einem Kérper K mit einer inneren Verkniipfung [.,.]: gXg—g ,
(x,y)~[x,y] heiBt Lie-Algebra (g,[.,.]) ,wenn sie (die sogenannte Lie-Klammer)
folgenden Axiomen geniigt:

Re



(LA 1): sie ist bilinear: [ax+by,z|=a[x,z]+b[y,z]und [x,ay+bz|=a[x, y|+b|[x, z]
firalle x,y,z€g und a,beK

(LA 2): sie erfiillt die (zyklische) Jacobi-Identitit: [x,[y,z]|]+[y.[z, x]]+[z,[x, y]]=0
firalle x,y,zeg

(LA 3): sie geniigt der Alternativitit: [x,x]=0 firalle x€g
Die Bilinearitit und die Alternativitdt implizieren die Antisymmetrie:

[x,y]=—]y,x] firalle x,yeg ,
da [x,y+[y, x]=[x, x]+[x, y]+[y, x]+[y, y]=[x, x+ yJ+[y, x+ y]=[x+y, x+ y]=0

Die Lie-Klammer ist nicht assoziativ.

Die Dimension des Vektorraums ist die Dimension der Lie-Algebra.

Ein Untervektorraum hcg einer Lie-Algebra g heillit Unter(-Lie)-Algebra von g , wenn
er abgeschlossen ist beziiglich der Lie-Klammer: x,y€h= [x,y]lehn .

Eine Menge E von Elementen einer Lie-Algebra g heilit Erzeugendensystem von g , wenn die
kleinste Unteralgebra von g , die E enthilt, selbst g ist. Die Elemente des Erzeugendensystems
heiBen Erzeuger oder Generatoren: ECchcg=>h=g

Seien g und & zwei Lie-Algebren. Eine Abbildung ¢: g—h heilit Lie-Algebra-
Homomorphismus, wenn sie mit der Vektorraumstruktur und der Lie-Klammer vertrédglich ist, d.h.
wenn

(1) ¢ istein Homomorphismus von g nach A ,d.h. linear: o(Ax+uy)=ro(x)+ue(y)
(2) ¢ erhilt die Lie-Klammer: ¢([x, y])=[¢(x),¢(y)] firalle x,ye€g

Ist (g,[.,.]) Lie-Algebra der Dimensionnund B={x,,X,,..,X,} eine Basis, so ldsst sich
die Lie-Klammer aus Basiselementen eindeutig darstellen als [ x,, X; Z Oy Xy
Die Koeffizienten ocf;eK heiflen die Strukturkonstanten der Lle-Algebra.
: N k N k - k k
Esgilt: aj+a;=0 ,denn 0=[x,, x,]+[x,, xi]:l; o xk+]; o xkzkz_; (o +0)x, =

ag—i-ocfi: 0 fiir alle k.
Daraus folgt trivialerweise o;=0 fiir alle k.

Eine abgeschlossene Untergruppe der Gruppe GL(n, K)={A€Mat(n, K)/det A#0}
hei3t lineare Lie-Gruppe.
Beispiel 1: Mat(n,K), die Menge aller (n x n)-Matrizen ist ein Vektorraum iiber K:
(1) Die Gruppenverkniipfung ist die abelsche Matrizenaddition.
(2) Die Axiome der Skalarmultiplikation sind erfiillt:
Sind A,B€Mat(n,K) und *,u€K ,dann gilt:
a) (Au)d=n(u4)
b) [ A=4
¢) (A+u)d=rA+u4
d) A(A+B)=NA+A\B

Der Kommutator [4, B]:=AB—BA fiiralle A4, BEMAT (n,K) ist Lie-Klammer:



(LA1): [hA+uB,C]=L[A4,Cl+u[B,C] ,denn
(MA+uB)C—C(MA+uB)=AAC+uBC—-NCA—uCB=
MAC—CA)+u(BC—CB)=A[A4,C]+u[B, C]

[A, . B+uC]=\[4,B]+u[4,C] ,denn
A(MB+uC)—(AB+uC)A=hAB+uAC—hBA—u CA=
M AB—BA)+u(AC—CA)=\[A,B]+ul4,C]
(LA2): [4,[B,C]]+[B,[C,A]l+[C,[4, B]]=
=[A,BC—CB]+[B,CA— AC]+|C,AB—BA]=A(BC—CB)—(BC—CB) A+
+B(CA—AC)—(CA—AC)B+C(AB—BA)—(AB—BA)C=
=ABC— ACB—BCA+CBA+ BCA—BAC —CAB+ ACB+
1 2

2 3 4 3 5 6

+CAB—CBA—-ABC+BAC=0

6 4 1 5
(LA3): [4,A]=A44—AA=0
Also ist Mat (n, K ) mit der Kommutatorrelation eine Lie-Algebra mat(n , K )

Beispiel 2: (IR’,.x.) isteine Lie-Algebra, wobei .X. das Kreuzprodukt ist:
Ax,+uy, Zy (}\Xz"'uyz)za_(}‘xs"‘“)ﬁ)zz
LA(1): (Kx—#pty)XZ: Ax,+uy, Xl z, |= <)"X3+Hy3)21_<7"x1+.uy1)23 =
Ax;+uy, Z3 (kx1+uy1)zz—(kx2+uy2)zl
Ax,z,—hx;z, Wy,z;—Wwpys;z, XpZ3 ™ X532, V2237 V32,
= Ax;z—Ax zy [Tl uyz,—uy z; =M X3z =X, Zy [TW| yyz,— 25 |=
7\.x22 Ax,z, MJ’122 wy,z, X1Z,= X2 Y1227 V22
x><z +M sz)

XyZ3 7 X352, X3Z,7 Xy 2, ZyX3 T 23X,
Da XXZ=|x32,— Xz, || X237 X%, 2, [T [ 23%,— 2, X, |= 2 XX gilt:
X127 X2, X217 X1 2, 21Xy T2, X

X(?»x+uy)0fgl1—(Kx+My)Xz=—7»x><z—uy><z=7xz><x+uz><y

LA(2) Aufgrund der Gralmann-Identitét axX(bxc)=b(a-c)—c(a-b) gilt:
x><(y><z)+y ><(z ><x)+z><(x><y):y(x-z)—z(x-y)+Z(y-x)—x(y-z)+
+x(z-y)—y(z-x)=0

wegen der Kommutativét der Skalarprodukts

LAG) xXx=0

Beispiel 3: Sei V ein beliebiger Vektorraum und [x, y]=0 fiiralle x,y€V als Lie-Klammer.
Fiir diese Lie-Klammer sind trivialerweise alle drei Bedingungen erfiillt.

Beispiel 4: Zur generellen linearen Gruppe GL(n, K) der Dimension n? aller invertierbaren
(n x n)-Matrizen gehort die Lie-Algebra gl (n,K) als Vektorraum aller invertierbaren (n x n)-
Matrizen (diesmal bzgl. der Matrixaddition) mit der Kommutatorrelation [A, B]|=AB—BA als
Lie-Klammer (siehe Beispiel 1).

Sei G<GL(n,R) eine lineare Lie-Gruppe.
Die Menge g=Lie(G)={Acgl(n,R)/ /\ ¢'’e€G} heiBtdie Lie-Algebra der linearen Lie-

teR
Gruppe G.



Beispiel 1:



