
Matrizen, Lie-Gruppen und Eichgruppen

Manfred Hörz

Jede Matrix A= (
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

.
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am1 am2 ... amn

)=(a i j)∈Km×n über einem Körper K lässt sich an ihrer 

Haupt-Diagonalen spiegeln. 

Diese gespiegelte Matrix heißt die Transponierte AT=(a j i)∈K n×m von A und hat die Gestalt

AT=(
a11 a21 ... am1

a12 a22 ... am2
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a1n a2n ... amn

)=(ai j)∈K n×m .

Die Transponierte AT geht aus der ursprünglichen Matrix A also hervor, indem man deren Zeilen 
zu Spalten der Transponierten macht und die Spalten der Matrix A zu den Zeilen von AT .
Es werden also einfach Spalten und Zeilen miteinander vertauscht.

Beispiel 1: Ist A=(2 −5 3 7
1 3 −2 0)=(a i j)∈ℝ2×4 , dann ist ihre Transponierte 

                         AT=( 2 1
−5 3
3 −2
7 0 )=(a j i)∈ℝ4×2

Beispiel 2:  σ3=(1 0
0 −1)∈ℂ2×2 , die dritte Pauli-Matrix hat als Transponierte wieder sich selbst:

         σ3
T=σ3 . Sie ist also invariant gegenüber der Transposition. Man nennt sie   

          symmetrisch.

Beispiel 3: Die Transponierte der Einheitsmatrix I=(1 0 ... 0
0 1 ... 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ... 1) , die in der Hauptdiagonalen 

nur Einsen besitzt und sonst lauter Nullen ist wieder I , also auch symmetrisch.
Es gelten folgende Regeln für A , B∈Km×n , c∈K



(1) (A+B)T=AT+BT (2) (cA)T=cAT (3) (AT)T=A (4) (AB)T=BT AT mit B∈K n×l

(5) (A−1)T=(AT )−1 , wobei A−1 die Inverse von invertierbarer A∈K n×n  ist
 ( AA−1=A−1 A= I ) , denn I =I T=(A−1 A)T=AT(A−1)T

Symmetrische Matrizen

Eine quadratische Matrix A=(a i j)∈K n×n heißt symmetrisch, wenn AT=A oder wenn für
A=(ai j)∈K n×n gilt (a i j)=(a j i) .

Beispiel 1: Die Pauli-Matrizen σ1=(0 1
1 0) und σ3=(1 0

0 −1)  sind symmetrisch.

                  σ2=(0 −i
i 0 ) ist antisymmetrisch (schiefsymmetrisch), da σ2

T=−σ 2 .

Beispiel 2: Die Hilbert-Matrix H n=(1 1
2

... 1
n

1
2

1
3

... 1
n+1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1
n

1
n+1

... 1
2n−1

) , eine spezielle Hankel-Matrix.

Symmetrische Matrizen haben folgende Eigenschaften:

(1)  A , B∈Kn×n symmetrisch, dann ist auch A+B und cA mit c∈K symmetrisch.

denn es gilt: (A+B)T=AT+BT=A+B  und (cA)T=cAT=cA

Die Matrizen ∈K m×n  bilden einen Vektorraum über K bzgl. der Addition und der S-
Multiplikation mit Skalaren c∈K . Die Dimension dieses Vektorraums ist m⋅n  . 

                                                                                                 j
↓

Die Basis bilden die Standardeinheitsmatrizen E i j=(
0 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0
.
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0 0 0 ... 0

)  
←i  

mit einer Eins in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

Beispiel: Im Matrizenraum ℝ2×2 ist E12=(0 1
0 0)

Jede Matrix A aus K m×n ist darstellbar als eindeutige Linearkombination dieser Standardmatrizen: 



A=(
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
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am1 am 2 ... amn

)=(a i j)=a11 E11+a12 E12+...+amn Emn=∑i=1

m
∑ j=1

n
a i j E i j

Beispiel: Die Matrizen A aus ℝ2×2 lassen sich darstellen als: 

A=(a11 a12

a21 a22)=a11(1 0
0 0)+a12(0 1

0 0)+a21(0 0
1 0)+a22(0 0

0 1)
Die symmetrischen Matrizen A∈K n×n bilden einen Unterraum Symmn von K n×n .
Ebenso die antisymmetrischen Matrizen, ihr Unterraum wird mit Skewn bezeichnet.

Die Dimensionen der Unterräume sind: dim (Symmn)=
n2+n

2
und dim (Skewn)=

n2−n
2

Zerlegung von Matrizen in symmetrische und antisymmetrische 

Jede Matrix M ∈K n×n ist darstellbar als direkte Summe aus einer symmetrischen Matrix S und 
einer antisymmetrischen (schiefsymmetrischen) Matrix A, falls der Körper K eine Charakteristik 

ungleich 2 hat:  M =S+A mit S=1
2
(M +M T) und A=1

2
(M −M T) Damit ist

K n×n=SymmnSkewn  mit Symmn={ S ∈Kn×n/S T=S } und Skewn={ A∈K n×n/AT=−A }

Denn S ist symmetrisch: ST=( 1
2
(M +M T))

T

=1
2
(M +M T )T=1

2
(M T+M )=1

2
(M +M T )=S ,

A ist antisymmetrisch: AT=( 1
2
(M −M T ))

T

=1
2
(M −M T)T=1

2
(M T−M )=−1

2
(M −M T )=−A

Beispiel: M=(1 −2 1
0 3 1
2 1 0) , dann ist M T=( 1 0 2

−2 3 1
1 1 0) und S=( 1 −1 1,5

−1 3 1
1,5 1 0 ) und

               A=( 0 −1 −0,5
1 0 0

0,5 0 0 )
Für Symm3 sind E11=(1 0 0

0 0 0
0 0 0) , E22=(0 0 0

0 1 0
0 0 0) , E33=(0 0 0

0 0 0
0 0 1) und

E12+E21=(0 1 0
1 0 0
0 0 0) , E13+E31=(0 0 1

0 0 0
1 0 0) ,  E23+E32=(0 0 0

0 0 1
0 1 0) Basisvektoren.



Für Skew3 sind (E12−E21)=( 0 1 0
−1 0 0
0 0 0) , (E13−E31)=( 0 0 1

0 0 0
−1 0 0)  und

(E23−E32)=(0 0 0
0 0 1
0 −1 0) Basisvektoren.

Allgemein gilt, dass für Symmn die Matrizen E11 , E22 , ... , Enn und (E i j+E j i) für 
1≤i< j≤n eine Basis bildet und für Skewn (E i j−E j i) für 1≤i< j≤n .

Beispiel: S=( 1 −1 1,5
−1 3 1
1,5 1 0 )=1 E11+3 E 22+0 E33−1(E12+E21)+1,5(E13+E31)+1(E 23+E32)

und A=( 0 −1 −0,5
1 0 0

0,5 0 0 )=−1(E12−E21)−0,5(E13−E31)+0(E 23−E32)

Eigenwerte symmetrischer Matrizen

Die symmetrische Matrix S sei aus ℝ2×2

1) S=(1 0
0 −1) . Zur Berechnung der Eigenwerte bilden wir das charakteristische Polynom

det (S−λ I )=0:  ∣1−λ 0
0 −1−λ∣=0⇔−(1−λ2)=0⇔λ=1∨λ=−1 . 

Für den Eigenwert 1: Sx=x⇔ (1 0
0 −1)(x

y)=(x
y)⇔ x= x

− y= y
⇔ x=c∧ y=0

                                     Eigenvektor zu 1 ist (c
0)=c(1

0) oder kurz (1
0)

Für den Eigenwert -1: Sx=−x ⇔ (1 0
0 −1)(x

y)=(−x
−y)⇔ x=−x

− y=−y
⇔x=0∧ y=c

 Eigenvektor zu -1 ist (0
k)=k(0

1) oder kurz (0
1)

Beide Eigenvektoren stehen übrigens senkrecht aufeinander (orthogonal).

Jeder Punkt auf der x-Achse bleibt erhalten: Eigenwert 1 bei (1
0) und jeder Punkt auf der y-

Achse wird an der x-Achse gespiegelt: Eigenwert -1 bei (0
1) .



2) S=(−1 0
0 1) hat die Eigenwerte 1, -1. Der Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist (0

1) .

       Der Eigenvektor zum Eigenwert -1 ist (1
0) Wieder sieht man ihre Orthogonalität.

       Jeder Punkt auf der x-Achse wird an der y-Achse gespiegelt. Jeder Punkt auf der y-Achse bleibt 
       erhalten. Es liegt also eine y-Achsenspiegelung vor.

3) S=(0 1
1 0) bewirkt eine Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden y=x ,

      da bei jedem Vektor ( x
y) x und y vertauscht werden: (0 1

1 0)(x
y)=( y

x) .

      Die Eigenwerte sind wieder 1 und -1.

      Zum Eigenwert 1 haben wir den Eigenvektor (1
1) , was bedeutet, dass alle Vektoren auf der 

      1. Winkelhalbierenden unverändert bleiben, der Eigenwert -1 hat den Eigenvektor ( 1
−1) ,

      was heißt, dass alle Ortsvektoren auf der zweiten Winkelhalbierenden y=−x an der 1.  
      gespiegelt werden.    Man beachte wieder deren Orthogonalität. 

4)  S=(0 k
k 0) bewirkt eine Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden

       und eine Streckung um k in Richtung des neuen Ortsvektors.

5)    Die antisymmetrische Matrix A=(cosθ −sinθ
sinθ cosθ ) mit θ=90 ° bewirkt eine Rotation um

       90° im mathematisch positiven Sinn.

      Allgemein bewirkt die Matrix M=(cos θ −sinθ
sinθ cosθ ) eine Rotation um den Winkel θ .

6)  Projektionsoperatoren: S(x
y)=(x

0) projiziert orthogonal einen Punkt auf die x-Achse.

     Die Matrix ergibt sich, indem man diese Gleichung ausschreibt: 
a11 x+a12 y= x
a21 x+a22 y=0 oder

     1 x+0 y= x
0 x+0 y=0 , also muss die Matrix S die Gestalt haben: S=(1 0

0 0) , die in der Tat      

     symmetrisch ist.  Zum Eigenwert 1 ist (1
0) der Eigenvektor, d.h. die x-Werte bleiben 

     unverändert. Zum Eigenwert 0 ist (0
1) der Eigenvektor, d.h. die y-Werte werden auf Null     

     gesetzt.



     Die senkrechte Projektion auf die y-Achse hat als symmetrische Matrix S=(0 0
0 1) Zum 

     Eigenwert 1 ist (0
1) der Eigenvektor, d.h. die y-Werte bleiben unverändert; zum Eigenwert ist

   (1
0) der Eigenvektor, sodass die x-Werte auf Null gesetzt werden.

7)  Die symmetrische Matrix S=(k 0
0 k) bewirkt eine Stauchung (Kontraktion) des Vektors, falls 

0≤k<1 und eine Streckung (Dilation) falls k>1 : S(x
y)=(k 0

0 k)( x
y)=(kx

ky)
8)  Die symmetrische Matrix S=(k 0

0 1)  staucht (komprimiert) die x-Koordinate des Vektors für 

0≤k<1 und streckt (expandiert) sie für k>1 .  Entsprechend leistet S=(1 0
0 k) die 

Expansion bzw. Kompression in y-Richtung. Für k = 0 handelt es sich dann um den Spezialfall der 
senkrechten Projektion auf eine der Achsen.

9) Eine Scherung in x-Richtung mit dem Faktor k wird durch die nicht symmetrische Matrix

  M =(1 k
0 1) vermittelt: Die Einheitsvektoren werden abgebildet auf:

   (1
0)↦(1

0)   und (0
1)↦(k

1) und damit (1 k
0 1)( x

y)=( x+ky
y )

   Die Scherung in y-Richtung erzeugt die Matrix M=(1 0
k 1) .

Betrachten wir nun eine allgemeine symmetrische (n×n) - Matrix S und zwei verschiedene 
Eigenwerte λ1 ,λ2 mit den zugehörigen Eigenvektoren v⃗1 und v⃗2 .  Dann gilt

λ1(v⃗1)
T v⃗2=(λ1 v⃗1)

T v⃗2=(S v⃗1)
T v⃗2=( v⃗1)

T S T v⃗ 2 =S T=S (v⃗1)
T S v⃗2=(v⃗1)

T λ2 v⃗2=λ2( v⃗1)
T v⃗2⇒

 (λ1−λ2)(v⃗1)
T v⃗2=0 ⇒

λ1≠λ2

( v⃗1)
T v⃗2=0⇒ v⃗1⊥ v⃗2

Damit haben wir, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal sind bei 
symmetrischen Matrizen.

Eigenwerte symmetrischer reeller Matrizen sind reell: Sei v⃗ Eigenvektor zum Eigenwert λ .

λ v⃗T v⃗=(λ v⃗ )T v⃗=(S v⃗ )T v⃗= v⃗T S T v⃗ =S ist reell und symmetrisch v⃗T S v⃗= v⃗T λ v⃗=λ v⃗T v⃗ ⇒(λ−λ ) v⃗T v⃗=0

Da v⃗T v⃗≠0und reell ist λ=λ⇒λ ist reell



(aus Wikipedia)

Betrachten wir nun noch einige Transformationen im ℝ3.

Spiegelungen an Koordinatenebenen, Orthogonalprojektionen und Streckungen besitzen ebenfalls 
symmetrische Matrizen.

1)  Spiegelung an der xy-Ebene:
     

( x
y
z)↦( x

y
−z)=(

1x+0y+0z
0x+1y+0z
0x+0y−1z) mit der Matrix S=(1 0 0

0 1 0
0 0 −1)

2) Spiegelung an der xz-Ebene:

( x
y
z)↦( x

−y
z )=(

1x+0y+0z
0x−1y+0z
0x+0y+1z) mit der Matrix S=(1 0 0

0 −1 0
0 0 1)

3) Spiegelung an der yz-Ebene:

( x
y
z)↦(−x

y
z )=(−1x+0y+0z

0x+1y+0z
0x+0y+1z ) mit der Matrix S=(−1 0 0

0 1 0
0 0 1)

4) Orthogonalprojektion auf die xy-Ebene:

( x
y
z)↦(x

y
0)=(

1x+0y+0z
0x+1y+0z
0x+0y+0z) mit S=(1 0 0

0 1 0
0 0 0)

5) Orthogonalprojektion auf die xz-Ebene:



( x
y
z)↦(x

0
z)=(

1x+0y+0z
0x+0y+0z
0x+0y+1z) mit S=(1 0 0

0 0 0
0 0 1)

6) Orthogonalprojektion auf die yz-Ebene:

( x
y
z)↦(0

y
z)=(

0x+0y+0z
0x+1y+0z
0x+0y+1z) mit S=(0 0 0

0 1 0
0 0 1)

7) Streckungen bzw. Stauchungen werden durch die Matrix S=(k 0 0
0 k 0
0 0 k)  erzeugt.

8) Rotation um die x-Achse mit dem Drehwinkel θ :

( x
y
z)↦( x

ycosθ−zsinθ
ysinθ+zcosθ)=(

1x+0y+0z
0x+cosθ y−sinθ z
0x+sinθ y+cosθ z) mit der antisymmetrischen Matrix

D x=(1 0 0
0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ )

9) Rotation um die y-Achse mit dem Drehwinkel θ :

( x
y
z)↦( xcosθ+zsinθ

y
−xsinθ+zcosθ)=(

cos θ x+0y+sinθ z
0x+1 y+0 z

−sinθ x+0y+cosθ z)  mit der antisymmetrischen Matrix

D y=( cosθ 0 sinθ
0 1 0

−sinθ 0 cosθ)
10) Rotation um die z-Achse mit dem Drehwinkel θ :

( x
y
z)↦( xcos θ− ysinθ

xsinθ+ y cosθ
z )=(cosθ x−sinθ y+0 z

sinθ x+cosθ y+0 z
0 x+0y+1z ) mit der antisymmetrischen Matrix

D z=(cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1)
11) Rotation um die Ursprungsgerade mit dem normierten Vektor (a

b
c) mit dem Drehwinkel θ :



D=( a2(1−cos θ)+cosθ ab (1−cos θ)−c sinθ ac (1−cos θ)+b sinθ
ab(1−cosθ)+c sinθ b2(1−cosθ)+cosθ bc(1−cosθ)−a sinθ
ac (1−cos θ)−b sinθ bc (1−cos θ)+a sinθ c2(1−cosθ)+cos θ )

Reelle symmetrische Matrizen sind stets diagonalisierbar.

Das komplexe Gegenstück zu symmetrischen reellen Matrizen sind die hermiteschen Matrizen.

Hermitesche Matrizen

Die Adjungierte Matrix zu einer Matrix M ∈ℂm×n  wird mit M † , M H oder M* notiert und 
ist definiert als die transponierte und konjugierte Matrix: M †=M T=M T

Eine komplexe Matrix M ∈ℂn×n  heißt selbstadjungiert oder hermitesch, wenn gilt: M †=M

Ist das Standardskalarprodukt definiert (in ℝn bzw. in  ℂn ) durch 

< a⃗ , b⃗ >=a1b1+...+an bn=∑
k =1

n

ak bk bzw. < a⃗ , b⃗ >=a1b1+...+an bn=∑
k =1

n

ak bk , so gilt die 

Verschiebungseigenschaft für alle Matrizen A im Reellen 
< Ax , y >=(Ax)T y=(xT AT ) y=xT (AT y )=< x , AT y >

bzw. für alle Matrizen A im Komplexen:
< Ax , y >=(Ax)† y=(x† A†) y=x† (A† y )=< x , A† y >

Damit lässt sich die Selbstadjungiertheit von Matrizen A auch darstellen in der Form:
< Ax , y >=< x , Ay > .

Selbstadjungierte reelle Matrizen sind die symmetrischen Matrizen.

Beispiel 1:  M=( 2 1+i
1−i 1 ) ist hermitesch, denn M T=( 2 1−i

1+i 1 ) und nach der 

Konjugation M T=( 2 1+i
1−i 1 )=M

Beispiel 2:  Die Paulimatrizen sind hermitesch:  

σ1=(0 1
1 0)=σ1

T=σ1
T

σ2=(0 −i
i 0 ) σ 2

T=( 0 i
−i 0) σ 2

T=(0 −i
i 0 )=σ2

σ3=(1 0
0 −1)=σ3

T=σ3
T

Beispiel 3: Die Gell-Mann-Matrizen λ i (i=1 , ... , 8) sind hermitesch.



Etwa λ1=(0 1 0
1 0 0
0 0 0)=(λ1)

T=λ1
† Oder λ2=(0 −i 0

i 0 0
0 0 0)=λ2

†  Oder λ3=(1 0 0
0 −1 0
0 0 0)=λ3

†

Oder λ4=(0 0 1
0 0 0
1 0 0)=λ4

† Ebenso λ5=(0 0 −i
0 0 0
i 0 0 )=λ5

† ; λ6=(0 0 0
0 0 1
0 1 0)=λ6

†

λ7=(0 0 0
0 0 −i
0 i 0 )=λ7

† und schließlich λ8=
1
√3(1 0 0

0 1 0
0 0 −2)=λ8

†

Beispiel 4: Die Drehimpulsmatrizen sind Generatoren von Rotationen im ℝ3 . Sie sind 

hermitesch: J x=(0 0 0
0 0 −i
0 i 0 )=λ7 , J y=( 0 0 i

0 0 0
−i 0 0)=λ5

T , J z=(0 −i 0
i 0 0
0 0 0)=λ2 .

Die Diagonaleinträge einer hermiteschen Matrix sind immer reell: a i i=a i i .
Eine hermitesche Matrix mit nur reellen Einträgen ist symmetrisch ( σ1 und σ3 )
Eine hermitesche Matrix mit nur imaginären Einträgen in den Nichtdiagonalelementen ist 
antisymmetrisch ( σ2 ). 

Die Summe zweier hermitescher Matrizen ist wieder hermitesch: (A+B)†=A†+B†=A+B
Die S-Multiplikation eines reellen Skalars c∈ℝ mit einer hermiteschen Matrix ist wieder 
hermitesch (für komplexe, nicht reelle Skalare trifft das nicht zu): (cA)†=c A†=c A=cA

Nur im ℝ−Raum der komplexen Matrizen ℂn×n bilden die hermiteschen Matrizen einen 
Untervektorraum der Dimension n2 .  Die Standardmatrizen E i i für 1≤i≤n , E i j+E j i

und i(E i j−E j i) für 1≤i< j≤n bilden eine Basis dieser hermiteschen Matrizen.

Ist n=2 dann bilden die Pauli-Matrizen mit σ0=(1 0
0 1) ebenfalls eine Basis:

Denn sei (a11 a12

a21 a22) sei eine beliebige komplexe (2×2)− Matrix. 

(a11 a12

a21 a22)= z0(1 0
0 1)+z1(0 1

1 0)+z 2(0 −i
i 0 )+z3(1 0

0 −1) mit z i∈ℂ

 Dann ist a11=z0+z3 a12=z1−iz2 a21=z1+iz2 a22=z 0−z3 und nach den zi aufgelöst:

z0=
1
2
(a11+a22) z1=

1
2
(a12+a21) z2=

1
2i

(a21−a12) z3=
1
2
(a11−a22)

Beispiel zur Basis aus Standardmatrizen: 
 

σ1=(0 1
1 0)=(E1 2+E2 1)=(0 1

0 0)+(0 0
1 0)

σ2=(0 −i
i 0 )=−i (E12−E21)=−i( 0 1

−1 0)



σ3=(1 0
0 −1)=(E1 1−E22)=(1 0

0 0)−(0 0
0 1)

Beispiel zur Basis aus Pauli-Matrizen:

( 1 i
i−1 2)=1

2
(1+2)(1 0

0 1)+1
2
(i+i−1)(0 1

1 0)− 1
2i (0 −i

i 0 )+1
2
(1−2)(1 0

0 −1)=
3
2(1 0

0 1)+(i−1
2
)(0 1

1 0)− 1
2i (0 −i

i 0 )−1
2(1 0

0 −1)
Das Produkt zweier hermitescher Matrizen ist nur dann wieder hermitesch, wenn die beiden 
Matrizen kommutieren:  (AB)†=B † A†=BA=AB

Eigenwerte hermitescher Matrizen A∈ℂn×n sind immer reell:

 Sei λ∈ℂ  Eigenwert von A  mit zugehörigem Eigenvektor x∈ℂn  mit Ax=λ x , x≠0 .
 Ist < , > das komplexe Skalarprodukt, gilt: 
λ < x , x >=< x ,λ x >=< x , Ax > =A hermitesch < Ax , x >=< λ x , x >=λ < x , x > .
 Da mit x≠0  auch < x , x >≠0  folgt λ=λ⇒λ∈ℝ

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind stets linear unabhängig. Bei hermiteschen 
Matrizen sind sie zusätzlich orthogonal.

Bew. über vollständige Induktion:  Seien λ1 , ... ,λk k verschiedene Eigenwerte zu A mit dazu 
gehörigen Eigenvektoren x1 , ... , xk . Beh: α1 x1+...+αk xk=0⇒α1=...=αk=0

für k=1  ist die Beh. α1 x1=0⇒α1=0  wegen x1≠0  richtig, da x1  Eigenvektor ist.
k →k+1 :  Es gelte die Voraussetzung α1 x1+...+αk+1 x k+1=0 und λ1 , ... ,λk +1 verschiedene 

Eigenwerte mit entsprechenden Eigenvektoren x1 , ... , xk+1 .  Dann gilt auch wegen 
Voraussetzung λ k +1(α1 x1+...+αk +1 xk +1)=0 (1) Andrerseits gilt wegen Voraussetzung: 

0=A 0=A(α1 x1+ ...+αk+1 xk+1)=α1 A x1+...+αk+1 A xk+1=α1λ1 x1+...+αk +1λk +1 xk+1 (2)
(1)−(2):α1(λk+1−λ1) x1+...+αk+1(λk +1−λk+1)x k+1=0⇒α1(λk +1−λ1) x1+...+αk (λk+1−λ k ) xk=0

da λ k +1−λ k+1=0 . Wegen der Induktionsvoraussetzung der l.u. x1 , ... , xk folgt weiter
α1(λk+1−λ1)=...=αk (λk+1−λk )=0 und da alle Eigenwerte verschieden folgt daraus
α1=...=αk=0 . Aus der Voraussetzung folgt nun αk+1 xk+1=0 und da xk +1 Eigenvektor ist, 

muss αk+1=0 . Damit ist der Induktionsschritt bewiesen.

Ist darüber hinaus A noch hermitesch, sind je zwei Eigenvektoren sogar orthogonal:
Bew:
  Sei λ i≠λ k : λ k < x i , xk >=< x i ,λk xk >=< x i , Axk >=< Axi , xk >=<λ i xi , xk >=λi < x i , x k >
Da die hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte hat, ist λ i=λi  und damit (λk−λ i)< x i , x k >=0
Da die Eigenwerte verschieden sind, muss gelten < x i , xk >=0  und damit x i⊥ xk .

Bei hermiteschen Matrizen sind die algebraischen Vielfachheiten übereinstimmend mit den 
geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte. Damit sind sie diagonalisierbar, ja sogar unitär 
diagonalisierbar.
Orthogonale und unitäre Matrizen

Mit einem Skalarprodukt können Maße eingeführt werden. So können Längen von und Winkel 



zwischen Vektoren gemessen werden. 

Das Standardskalarprodukt im reellen Vektorraum ℝn ist für a⃗=(a1, ... , an)
T und b⃗=(b1, ... ,bn)

T

definiert als < a⃗ , b⃗ >=a1b1+...+an bn=∑
k =1

n

ak bk

Das Standardskalarprodukt im komplexen Vektorraum ℂn ist definiert als

< a⃗ , b⃗ >=a1b1+...+an bn=∑
k =1

n

ak bk

Eine reelle Matrix M ∈ℝn×n heißt orthogonal, wenn ihre Zeilen- und Spaltenvektoren bezüglich 
des Standardskalarprodukts orthogonal und normiert (orthonormal) sind. 

Eine orthogonale Matrix M ∈ℝn×n besitzt eine inverse Matrix M−1 , die die Transponierte von 
M ist:  M T M= I

Beweis: Sei M=(a⃗1 ... a⃗n) mit den orthonormalen Spaltenvektoren a⃗ i Dann ist M T=(a⃗1
T

⋮
a⃗n

T)
die Transponierte mit den orthonormalen Zeilenvektoren a⃗ i

T und es gilt:

M T M=(a⃗1
T

⋮
a⃗n

T)( a⃗1 ... a⃗n)=(< a⃗1, a⃗1 > 0 … 0
0 < a⃗2, a⃗2 > … 0
0 … 0 < a⃗n , a⃗n >)= I

Mit M orthogonal ist auch M T orthogonal, d.h. mit M T M= I ist auch M TT M T= I  oder
M M T= I .

Umgekehrt gilt auch, wenn M T M= I gilt, dass dann M orthogonal ist, denn aus

M T M=(a⃗1
T

⋮
a⃗n

T)( a⃗1 ... a⃗n)=I folgt < a i , a i >=1 für 1≤i≤n  und < a i , a j >=0 für i≠ j

also die Orthonormalität der Spaltenvektoren.

Beispiel 1:  M=(1 0
0 1) ist orthogonal.  Ihre Spalten- und Zeilenvektoren sind orthonormal.

Die Transponierte von M ist M selbst: M=M T (M ist also symmetrisch). Damit ist M ihre 

eigene Inverse:  MM =(1 0
0 1)(1 0

0 1)=(1 0
0 1)=I

Beispiel 2: M= 1
√5(1 −2

2 1 ) ist orthogonal: M T M=1
5( 1 2

−2 1)(1 −2
2 1 )= 1

5(5 0
0 5)=I

Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder orthogonal: (AB)T (AB)=BT AT A B=
=BT I B=BT B=I . (Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ).

Die orthogonalen Matrizen bilden eine Untergruppe der regulären Matrizen (diejenigen, die 
invertierbar sind).  Die Gruppe der regulären Matrizen ∈K n×n heißt Generelle lineare Gruppe 



und wird mit GL(n , K )  bezeichnet, wobei K ein Körper ist. Die orthogonalen Matrizen bilden 
eine Untergruppe von GL (n ,ℝ) , die orthogonale Gruppe, die mit O(n) bezeichnet wird. 

Die Determinante einer orthogonalen Matrix kann nur die Werte 1 oder – 1  annehmen:
1=det I=det (AT A)=det AT det A=det A det A⇒(detA)2=1⇒det A=±1

Die orthogonalen Matrizen mit det A=1 bilden eine Untergruppe, die sogenannte spezielle 
orthogonale Gruppe SO(n), die  Drehgruppe.  Die orthogonalen Matrizen mit det A=−1
beschreiben Drehspiegelungen O(n) \  SO(n) . Die orthogonale Gruppe O(n) ist eine Lie-Gruppe

der Dimension 
n(n−1)

2 . 

Beispiel 1: SO(2) (oder Kreisgruppe S bzw. die Torusgruppe T): Dϕ=( a b
−b a) mit a2+b2=1

Diese Matrizen sind orthogonal mit det Dϕ=1 . Es handelt sich um Drehungen (im positiven 
mathematischen Sinn) um den Koordinatenursprung mit dem positiven Winkel ϕ :   

Dϕ(1
0)=( a

−b)  und Dϕ(0
1)=(b

a) .Der Winkel zwischen (1
0) und seinem Bildvektor ( a

−b)
ist: ϕ=arccos a , da cos ϕ=(1

0)( a
−b)=a . Ebenso für den zweiten Basisvektor (1

0) und 

seinem Bildvektor (b
a) . Jeder Vektor ( x

y)=x(1
0)+ y(0

1) wird mittels Dϕ abgebildet auf 

Dϕ( x
y)=Dϕ x(1

0)+Dϕ y(0
1)= x Dϕ(1

0)+ y Dϕ(0
1)= x( a

−b)+ y(b
a) . Für den Winkel zwischen 

Urbildvektor und Bildvektor gilt: cos ϕ=(x
y)( xa+ yb

−bx+ay)=ax2+bxy−bxy+ay2=a (x2+ y2)=a .

Wegen a2+b2=1⇒b2=1−a2=1−cos2ϕ=sin2ϕ⇒b=±sinϕ . Für eine Drehung in positiv-

mathematischer Orientierung muss der erste Einheitsvektor  auf  Dϕ(1
0)=( a

−b)=(cos ϕ
sin ϕ) also

muss −b=sin ϕ sein.  Es gilt also Dϕ=( a b
−b a)=(cosϕ −sin ϕ

sinϕ cos ϕ ) .

Eine reelle (2×2)−Matrix M, die orthogonal ist, d.h. mit M T M= I und für deren 

Determinante gilt det M =1 , hat die oben angegebene Gestalt : M=( a b
−b a) :

Sei M=(a b
c d) mit M T M=(a c

b d )(a b
c d)=( a2+c2 ab+cd

ab+cd b2+d 2 )=(1 0
0 1)

Dann gilt: (1) a2+c2=1   (2) b2+d 2=1    (3) ab+cd=0    (4) ad−bc=1  (det M = 1)
aus d⋅(3)−b⋅(4)⇒ cd 2+cb2=−b⇒ c(d 2+b2)=−b ⇒

b2+d 2=1 c=−b
Also aus den vereinfachten ersten beiden Gleichungen: (1) a2+b2=1   (2) d 2+b2=1
folgt nach Subtraktion (1) – (2): a2−d 2=0⇒(a+d )(a−d )=0⇒a=−d∨a=d
Fall 1: a=−d : ⇒

(3) −bd+cd =0⇔d (c−b)=0⇒d=0∨c=b

  Fall 1a) : c=b : ⇒
c=−b

⇒b=0∧c=0⇒
(4) ad=1⇒−d 2=1 keine reelle Lösung.

  Fall 1b) : d =0⇒a=0 ⇒
(1),(2)c2=1∧b2=1. Wegen c=−b kommen nur die beiden Lösungen 



                  (b , c)=(1,−1)oder(b , c )=(−1,1) in Frage. ⇒M =( 0 1
−1 0) oder

                   M=(0 −1
1 0 ) . Beide erfüllen die Bedingungen, sind also Lösungen.

Fall 2: a=d :⇒M =( a b
−b a) Erfüllt auch alle Bedingungen. Da die Matrizen aus Fall 1b) 

Spezialfälle von Fall 2 sind, gilt: M =( a b
−b a) .

Dass es sich bei diesen Matrizen tatsächlich um Drehmatrizen handelt, wurde oben schon gezeigt.

Beispiel 2:  SO(3):  Die Drehmatrix im ℝ3 um die x-Achse ist D x=(1 0 0
0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ ) .

ist orthogonal mit det D x=1 . Analog die Drehmatrizen um die anderen Achsen (siehe oben).
Orthogonale Matrizen erhalten die Längen von und Winkel zwischen Vektoren. Das 
Standardskalarprodukt ist also invariant unter der Anwendung von orthogonalen Matrizen.

Ist < a⃗ , b⃗ >=a1b1+...+an bn=∑
k =1

n

ak bk das reelle Standardskalarprodukt und M eine orthogonale 

Matrix, so gilt: < M a⃗ ,M b⃗ >=< a⃗ , b⃗> :  < M a⃗ ,M b⃗ >=* < a⃗ , M T M b⃗>=< a⃗ , I b⃗>=< a⃗ , b⃗ >
Die erste Umformung gilt aufgrund der Verschiebungseigenschaft: 

< M a⃗ , b⃗>=(m11 m12 … m1n

m21 m22 … m2n

... ... ⋮ ...
mn1 mn2 … mnn

)(a1

a2

⋮
an
)⋅(b1

b2

⋮
bn
)=(m11 a1+m12a2+...+m1n an

m21a1+m22a2+...+m2n an

⋮
mn1a1+mn2 a2+...+mnnan

)⋅(b1

b2

⋮
bn
)=

(m11 a1 b1+...+m1n an b1+m21a1 b2+...+m2n an b2+...+mn1 a1bn+...+mnn anbn)

< a⃗ ,M T b⃗ >=(a1

a2

⋮
an
)⋅(m11 m21 … mn1

m12 m22 … mn2

... ... ⋮ ...
m1n m2n … mnn

)(b1

b2

⋮
bn
)=(a1

a2

⋮
an
)(m11b1+m21b2+...+mn1bn

m12b1+m22b2+...+mn2bn

⋮
m1n b1+m2n b2+...+mnn bn

)=
(m11 b1 a1+...+mn1 bn a1+m12 b1 a2+...+mn2bn a2+...+m1nb1 an+...+mnnan bn)⇒

< M a⃗ , b⃗ >=< a⃗ , M T b⃗ > .

Da für die induzierte Norm gilt a⃗=√< a⃗ , a⃗ > folgt

M a⃗=√< M a⃗ ,M a⃗>=√< a⃗ , M T M a⃗ >=√< a⃗ , I a⃗ >=√< a⃗ , a⃗ >=a⃗ 

Und da 

cos∢( a⃗ , b⃗)=< a⃗ , b⃗>
 a⃗b⃗

=< a⃗ , I b⃗>
M a⃗ M b⃗

=< a⃗ , M T M b⃗ >
M a⃗M b⃗

=< M a⃗ ,M b⃗ >
M a⃗M b⃗

=cos∢(M a⃗ ,M b⃗)

bleibt der Winkel unter einer orthogonalen Matrix erhalten.



Eigenwerte einer orthogonalen Matrix:

Ist A∈ℝn×n eine orthogonale Matrix. Sei λ∈ℂ Eigenwert zu A .  Dann gibt es ein x⃗∈ℂn   
mit A x⃗=λ x⃗ . Für die komplexe euklidische Norm gilt dann: || x⃗ ||=|| A x⃗ ||=||λ x⃗ ||=∣λ∣|| x⃗ || . 
Und damit ∣λ∣=1 . Ist λ∈ℝ so ist λ=1∨λ=−1 . Ist λ∈ℂ imaginär, dann gilt λ=e iϕ . 
Mit diesem Eigenwert ist aber auch der konjugiert komplexe λ=e iϕ=e−iϕ Wert Eigenwert von A, 
denn aus A x⃗=λ x⃗ folgt A x⃗=λ x⃗=λ x⃗ und da A x⃗=A x⃗ (A ist reell) folgt: A x⃗=λ x⃗ .
D.h. auch λ ist  Eigenwert von A mit dem zugehörigen Eigenvektor x⃗ .
Das bedeutet, dass beispielsweise eine Drehmatrix aus SO(3) mindestens einen reellen Eigenwert 
besitzt, nämlich 1, der den Einheitsvektor der Drehachse unverändert lässt. Drehspiegelungen (mit 
Determinante -1) haben demnach den Eigenwert -1, der nach der Drehung die Spiegelung an der 
zum Drehachsenvektor orthogonalen Ebene symbolisiert, d.h. den Einheitsvektor der Drehachse 
zum (gespiegelten) Gegenvektor macht.

Unitäre Matrizen

Das komplexe Pendant der orthogonalen Matrizen sind die unitären. Reelle unitäre Matrizen sind 
die orthogonalen. 

Eine komplexe quadratische Matrix U ∈ℂn×n heißt unitär, wenn ihre Spaltenvektoren 
(Zeilenvektoren) orthonormal bzgl. des komplexen Standardskalarprodukts ist.

Eine unitäre Matrix U besitzt eine inverse Matrix U−1 , die ihre Adjungierte ist:  U †U=I , 
d.h. U−1=U † .

Beweis: Sei U=(x1 x2…xn) mit den orthonormalen Spaltenvektoren x i , und U=( y1

y2

⋮
yn
) mit 

den orthonormalen Zeilenvektoren y i . Dann ist U †=(x1
†

x2
†

⋮
xn
†)=( y1

† y2
†… yn

†) die Adjungierte mit 

den orthonormalen konjugiert komplexen x i
† Zeilenvektoren und es gilt:

U †U=( x1
†

x 2
†

⋮
x n

†)( x1 x2… xn)=(< x1, x1 > < x1, x2 > … < x1, xn >
< x2, x1> < x2, x2 > … < x2, xn >

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
< xn , x1 > < xn , x2 > … < xn , xn >)=I .  Ebenso gilt:

U U †=(x1 x2…xn)( x1
†

x2
†

⋮
xn
†)=( y1

y2

⋮
yn
)( y1

† y2
†… yn

†)=(< y1
T , y1

T > < y2
T , y1

T > … < yn
T , y1

T >
< y1

T , y2
T > < y2

T , y2
T > … < yn

T , y2
T >

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
< y1

T , y n
T > < y2

T , yn
T > … < yn

T , yn
T >)=I , da die 

Zeilenvektoren orthonormal sind.



Ist U unitär, dann ist auch U † unitär: (U †)†U †=U U †= I .
Umgekehrt gilt auch, wenn U †U=I gilt, dass dann U unitär ist, denn aus

U †U=( x1
†

x 2
†

⋮
x n

†)( x1 x2… xn)=(< x1, x1 > < x1, x2 > … < x1, xn >
< x2, x1> < x2, x2 > … < x2, xn >

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
< xn , x1 > < xn , x2 > … < xn , xn >)=I folgt 

< x i , x i >=1 für 1≤i≤n  und < x i , x j >=0 für i≠ j ,  also die Orthonormalität der 

Spaltenvektoren.

Beispiel 1:  Die Pauli-Matrizen sind unitär.  Etwa σ2=(0 −i
i 0 ) σ2

†=(0 −i
i 0 )=σ2

σ2
†σ2=σ2

2=(0 −i
i 0 )(0 −i

i 0 )=(−i2 0
0 −i 2)=(1 0

0 1)=I

Beispiel 2:  Die Dirac-Matrizen sind unitär. Etwa γ0=(1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1) . Man sieht – wie auch 

bei den Pauli-Matrizen – unmittelbar, dass ihre Spaltenvektoren orthonormal sind. Oder: 

(γ0)†=(1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1)=γ0⇒(γ0)†γ0=(γ0)2=(1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1)(

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1)=

=(1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1)=I  Oder γ2=( 0 0 0 −i

0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0 ) (γ2)†=(0 0 0 i

0 0 −i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0)

Also (γ2)† γ2=(0 0 0 i
0 0 −i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0)(

0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0 )=(

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1)= I

Oder γ3=( 0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0 ) (γ3)†=(0 0 −1 0

0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0) Dann ist (γ3)†γ3=

=(0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0)(

0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0 )=(1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1)= I , usw.



Die unitären Matrizen U ∈ℂn×n bilden mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe, die sogenannte
unitäre Gruppe U (n) . Sie hat die Dimension n2 . Sie ist eine Untergruppe der generellen 
linearen Gruppe GL (n ,ℂ) .

Sind nämlich U und V zwei unitäre Matrizen, so ist auch das Produkt UV unitär:  
(UV )†U V =V †U †U V =V † I V=V †V =I

Das neutrale Element I ist unitär: I † I=I I=I
Das Inverse U−1 zu unitären Matrix U ist unitär: U−1=U † (U †)†U †=U U †= I

Das Standardskalarprodukt und demnach die durch es induzierte euklidische Norm bleiben 
invariant unter einer unitären Matrix U: <U x ,U y >=< x , U †U y >=< x , I y >=< x , y >  
aufgrund der Verschiebungseigenschaft. Ist x=√ x1 x1+...+xn xn=√∣x1∣

2+...+∣xn∣
2=√< x , x >

dann gilt für die Norm von U x : U x =√< U x ,U x >=√< x , x >=x
Unitäre Matrizen ändern also nicht die Längen von Vektoren.

Unitäre Operatoren in der QM sind Drehungen im Hilbertraum.
Wird ein Zustand |ψ> durch einen unitären Operator U in einen Zustand |ψ ' > transformiert, 
so wird die Information eines Systems nicht verändert:

< ψ ' |ϕ ' >=< U ψ |U ϕ>=< ψ |U †U ϕ>=< ψ| I ϕ>=< ψ | ϕ> . 
D.h. ist ein System im Zustand |ϕ> und wird in ihm eine Observable Â gemessen mit dem 
Eigenzustand |ψ> und dem Eigenwert a: Â |ψ>=a |ψ> , so ändert sich die 
Wahrscheinlichkeit ∣< ψ |ϕ>∣2 , im Zustand |ϕ> den Eigenwert a zum Eigenzustand |ψ> zu 
messen nicht, wenn das System unitär transformiert wird.

Die Determinante einer unitären Matrix:  Es für beliebige quadratische komplexe Matrizen A:
det A=det A und det AT=det A Demnach gilt für unitäre Matrizen U: 
∣det U∣2=det U det U=det U det U=det U det U T=det U det U †=det(UU †)=det I=1
⇒∣det U∣=1 oder det U=e iϕ

Die Eigenwerte einer unitären Matrix: Sei x ein zu dem Eigenwert λ von U gehöriger 
Eigenvektor. U x=λ x⇒U x=λ x=∣λ∣x  andrerseits ist U x =x und damit 
∣λ∣x=x , was bedeutet, dass ∣λ∣=1 oder λ=e iϕ

Die unitären Matrizen mit Determinante 1  bilden eine Untergruppe der unitären Gruppe U(n) und 
heißt die spezielle unitäre Gruppe SU(n).  
Denn sind U und V unitäre Matrizen mit det U=det V=1 gilt det (U V )=det U det V =1⋅1=1
Die Einheitsmatrix I ist unitär mit det I=1 . Zu U unitär mit det U=1 ist auch U−1 mit 

det (U −1)=(det U )−1=1−1=1 .
SU(n) ist eine einfache kompakte Lie-Gruppe  mit dim (SU (n))=n2−1 . SU(2) hat also die 
Dimension 3 und SU(3) die Dimension 8. U(1), die sogenannte Kreisgruppe, die Dimension 

12=1
Die unitäre Gruppe U(1) und die spezielle unitären Untergruppen SU(2) und SU(3) sind für die 
Elementarteilchen-Theorie wichtig. 
U(1) ist die Eichgruppe der elektromagnetischen WW und hat ein Eichboson, das Photon.
SU(2) ist die Eichgruppe der schwachen WW und besitzt 3 Eichbosonen, das W +−Boson , das

W -−Boson und das Z0−Boson .
SU(3) ist die Eichgruppe der starken WW und hat 8 Eichbosonen, die Gluonen. 
Das Standardmodell der Elementarteilchen-Physik hat die Eichgruppe SU (3)×SU (2)×U (1) .
Eine übergreifende Symmetrie zu diesen drei Gruppen, die GUT (great unified theory),  ist die 

SO(10)



Eine Matrix M heißt normal, wenn sie mit ihrer adjungierten (im komplexen Fall) bzw. 
transponierten (im reellen Fall) kommutiert: M † M=M M † bzw. M T M=M M T .

Eine reelle symmetrische Matrix ist normal: M T M=M M=M M T .
Jede hermitesche Matrix ist normal: M † M=M M=M M † .
Jede reelle orthogonale Matrix ist normal: M T M=M −1 M=I=M M −1=M M T

Jede unitäre Matrix ist normal: M † M= I=M M †

Für normale Matrizen gilt der Spektralsatz:  Eine Matrix M ist genau dann normal, wenn sie unitär 
diagonalisierbar ist, d.h. wenn es eine unitäre Matrix U und eine Diagonalmatrix

D=diag (λ1 , ... ,λn)=(λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ... λn

)  gibt, sodass gilt: U † M U=D , wobei die λ i

(i=1, ... , n) die Eigenwerte von M sind.  Man sagt M und D seien ähnlich.

Beispiel 1:  M=σ2=(0 −i
i 0 ) ist hermitesch und unitär, also auch normal.

Zunächst bestimmt man ihre Eigenwerte über das charakteristische Polynom: χM (λ)=0

χM (λ):=det (M −λ I )=∣0−λ −i
i 0−λ∣=(0−λ)2−(−i 2)=λ2−1=0⇔λ=±1 .

Dann berechnen wir die Eigenräume E (λi) : λ1=1 : M x=1 x⇔(0 −i
i 0 ) x=x ⇔

⇔ 0x1−ix 2= x1

ix 1+0x2=x2

⇔ −ix2= x1

ix1= x2

⇔ x1=t∧ x2=i t⇒ x=( t
it)=t(1

i) E (λ1)={t(1
i)/ t∈ℂ}

E (λ2):λ2=−1 : Mx=−1x⇔(0 −i
i 0 ) x=−x ⇔

0x1−ix 2=−x1

ix1+0x2=−x2

⇔
ix 2=x1

ix 1=−x2

⇔ x2=t∧ x1=it

⇒ x=(it
t )=t( i

1) E (λ2)={t( i
1)/ t∈ℂ }

Damit ergibt sich die Matrix U zu: U= 1
√2(1 i

i 1) mit den orthonormalen Basen

1
√2(1

i ) , 1
√2( i

1) der Eigenräume, da (1
i )=(i

1)=√2 und <(1
i ) ,( i

1)>=1 i+i 1=i−i=0

und der Diagonalmatrix aus den Eigenwerten in der Diagonalen D=(1 0
0 −1) . 

Nun gilt: U † M U=D ,da

U † M U= 1
√2( 1 −i

−i 1 )(0 −i
i 0 ) 1

√2 (1 i
i 1)=1

2 ( 1 −i
−i 1 )(−i2 −i

i i2 )=1
2( 1 −i

−i 1 )(1 −i
i −1)=

=(1 0
0 −1)=D . 

 Beispiel 2: M=( 1 i
−i 1) ist nicht unitär, aber hermitesch und demnach auch normal.



1. Eigenwerte:

χM (λ):=det (M −λ I )=∣1−λ i
−i 1−λ∣=(1−λ)2−(−i2)=λ(λ−2)=0⇔λ=0∨λ=2

2. Eigenräume: λ=0 : E (0): Mx=0x⇔( 1 i
−i 1)x=0⇔ x1+ix 2=0

−ix1+ x2=0
⇔x2=t∧x1=−it

   ⇒ x=(−it
t )=t(−i

1 ) E (0)={t(−i
1 )/ t∈ℂ }

                      

                           λ=2: E(2): Mx=2x⇔( 1 i
−i 1)x=2x⇔

x1+ix2=2x1

−ix1+ x2=2x2

⇔
ix2= x1

x2=−ix 1

⇒ x=(it
t )=t( i

1)⇒ E (2)={t( i
1)/ t∈ℂ} . Die algebraische und die geometrische Vielfachheit 

stimmen überein.

3. 
1
√2(−i

1 ) , 1
√2 ( i

1) sind orthonormale Basen der Eigenräume. U= 1
√2(−i i

1 1) ist unitär.

  

     D=(0 0
0 2) ist Diagonalmatrix aus den Eigenwerten. Es gilt:

U † M U= 1
√2( i 1

−i 1)( 1 i
−i 1) 1

√2(−i i
1 1)=1

2( i 1
−i 1)(0 2i

0 2 )=1
2(0 0

0 4)=(0 0
0 2) .

Beispiel 3: M =(1 2
2 0)∈ℝ2×2 ist nicht unitär, aber symmetrisch, also normal.

1. Eigenwerte:

χM (λ):=det (M −λ I )=∣1−λ 2
2 −λ∣=−λ(1−λ)−4=0⇔λ2−λ+1

4
=17

4
⇔λ=1±√17

2

2. Eigenräume: E1=E ( 1+√17
2

) : Mx=1+√17
2

x ⇔(1 2
2 0)(x1

x2)=1+√17
2 ( x1

x2)⇔
⇔

x1+2x2=
1+√17

2
x1

2x1=
1+√17

2
x2

⇔
x2=

−1+√17
4

x1

x1=
1+√17

4
x2

⇔
x2= x2(x2 bel.)

x1=
1+√17

4
x2

⇒ x=(1+√17
4 )⇒E (1)={(1+√17

4 )t }

                         E2=E ( 1−√17
2

): Mx=1−√17
2

x⇔(1 2
2 0)( x1

x2)=1−√17
2 (x1

x2)⇔
⇔

x1+2x2=
1−√17

2
x1

2x1=
1−√17

2
x2

⇔
x2=

−1−√17
4

x1

x1=
1−√17

4
x2

⇔
x2=x2( x2bel )

x1=
1−√17

4
x2

⇒ x=(1−√17
4 )⇒E (2)={(1−√17

4 ) t }

 (1−√17
4 )(1+√17

4 )=0 die Eigenvektoren sind also orthogonal. Die algebraische und 



geometrische Vielfachheit stimmen überein.

3.  D=(1+√17
2

0

0 1−√17
2

)  und T=(1+√17 1−√17
4 4 ) ist orthogonal.

Die inverse Matrix zu T ist T−1=( 1
2√17

−1+√17
8√17

−1
2√17

1+√17
8√17

)  Damit haben wir: T−1 M T=

=( 1
2√17

−1+√17
8√17

−1
2√17

1+√17
8√17

)(1 2
2 0)(1+√17 1−√17

4 4 )=( 1
2√17

−1+√17
8√17

−1
2√17

1+√17
8√17

)( 9+√17 9−√17
2+2√17 2−2√17)=

=(1+√17
2

0

0 1−√17
2

)=D

Eine Matrix A∈K n×n ist diagonalisierbar genau dann, wenn es eine invertierbare Matrix 
T ∈Gl (n , K ) gibt, sodass gilt: T−1 AT =D , wobei D eine Diagonalmatrix ist.

Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn die geometrische Vielfachheit mit der 
algebraischen Vielfachheit jedes Eigenwerts von A  übereinstimmt.

Matrixpotenzen:  Ist A eine diagonalisierbare Matrix mit T−1 AT =D , so ist T−1 Ak T=Dk :
über vollständige Induktion: für k = 1 ist das klar. Es gelte nun T−1 Ak T=D k . 

D k+1=T −1 Ak T T−1 AT=T−1 Ak I A T=T−1 Ak AT=T−1 Ak+1T .
Anstatt T−1 Ak T=Dk kann man auch schreiben A k=T D k T −1 . Die Diagonalisierung ist in 
solchen Fällen – der Berechnung von A k –  also sehr nützlich, da eine Diagonalmatrix ganz 
einfach potenziert wird, indem lediglich die Diagonaleinträge potenziert werden.

Bsp 1:  A=( 1 0 0
1 1 0
−1 0 1)  Eigenwerte: χ A(λ)=det (A−λ I )=0⇔∣1−λ 0 0

1 1−λ 0
−1 0 1−λ∣=0⇔

⇔(1−λ)3=0⇔λ=1 Eigenraum E: Ax= x⇔( 1 0 0
1 1 0
−1 0 1)x= x⇔

x1= x1

x1+ x2=x2

−x1+ x3=x3

⇔
x1=0
x2= x2

x3= x3

E={ u(0
1
0)+v(0

0
1)/u , v∈ℝ} Algebraische Vielfachheit = 3 > 2  = geometrische Vielfachheit.

Also nicht diagonalisierbar.

Bsp 2:  A=( 1 0
−1 2) ist weder symmetrisch noch orthogonal, noch hermitesch noch unitär noch 

normal.  Dennoch ist A diagonalisierbar: 



Eigenwerte : χA(λ)=der (A−λ I )=∣1−λ 0
−1 2−λ∣=(1−λ)(2−λ)=0⇔λ=1∨λ=2

E1: Ax=x⇔( 1 0
−1 2)(x1

x2)=( x1

x 2)⇔ x1=x1

−x1+2x2= x2

⇔
x1 bel
x2= x1

⇒ x=t(1
1)⇒ E1={t(1

1)/ t∈ℝ}

E2 : Ax=2x⇔( 1 0
−1 2)(x1

x2)=2( x1

x2)⇔ x1=2x1

−x1+2x2=2x2

⇔
x1=0
x2= x2

⇒ x=(0
t )⇒E2={ t(0

1)/ t∈ℝ}

Geometrische und algebraische Vielfachheiten stimmen überein, also ist A diagonalisierbar.m   

D=(1 0
0 2) T=(1 0

1 1) :  1 0 |
1 1 |

1 0
0 1

 |
 |

I
II → II−I

  also ist T−1=( 1 0
−1 1)

                                                1 0 |
0 1 |

1 0
−1 1  (Gauß-Jordan-Algorithmus)

A=T DT−1=(1 0
1 1)(1 0

0 2)( 1 0
−1 1)=(1 0

1 1)( 1 0
−2 2)=( 1 0

−1 2) .

A10=T D10 T−1=(1 0
1 1)(110 0

0 210)( 1 0
−1 1)=(1 0

1 1)(1 0
0 1024)( 1 0

−1 1)=(1 0
1 1)( 1 0

−1024 1024)
( 1 0
−1023 1024)

Allgemein gilt für Basistransformationen folgendes: Sind B  und B ' zwei verschiedene Basen 
des Vektorraums und M B  die Matrix zur Basis B,  M B '  die (ähnliche) Matrix zur Basis B' und 

T B
B '  die Basiswechselmatrix von B nach B ' ,T B

B '  die Basiswechselmatrix von B ' nach B so gilt:  
M B '=T B '

B M B T B
B' .

Ist B die Standardbasis und B ' die Basis aus Eigenvektoren zur Matrix M B , so ist 
M B ' mit D M B '=T B '

B M B T B
B ' Diagonalmatrix mit den Eigenwerten.

Man erhält T B '
B durch den Gauß-Jordan-Algorithmus, indem man (B ' | B) durch elementare 

simultane Zeilenumformungen in die Form (I | M ) bringt, wobei M dann die 
Transformationsmatrix T B '

B ist (siehe Bsp 2).

Bsp 3: σ2=(0 −i
i 0 )  Eigenwerte: χσ2

(λ)=det(σ2−λ I )=∣−λ −i
i −λ∣=λ2+i2=0⇒

⇒λ2=1 ⇒
λ∈ℝ ,daσ 2 hermitesch

λ=±1 .  Eigenräume E (1):σ2 x=x ⇔(0 −i
i 0 )( x1

x2)=( x1

x2)⇔−ix2=x1

ix1=x2

x1=t∧ x2=i t⇒ x=( t
it)=t(1

i)⇒ E (1)={ t(1
i )/t∈ℂ} E (2) :σ2 x=−x⇔(0 −i

i 0 )( x1

x2)=−( x1

x2)
⇔−ix2=−x1

ix1=−x2

⇒ x1=t∧ x2=−i t⇒ x=t( 1
−i)⇒E (2)={t ( 1

−i)/ t∈ℂ}

T=(1 1
i −i) , da 1

√2
T  unitär, ist ( 1

√2
T )

−1

=√2 T−1=( 1
√2

T )
†

=( 1
√2

)T †= 1
√2(1 −i

1 i )
⇒T−1=1

2(1 −i
1 i )  oder über den Gauß-Jordan-Algorithmus:



1 1
i −i

|
|
1 0
0 1

| I →iI +II
| II

2i 0
i −i

|
|
i 1
0 1

| I
| II → I−2 II

2i 0
0 2i

|
|
i 1
i −1

| I → I /2i
| II → II /2i

1 0
0 1

|
|

1
2

−1
2

i

1
2

1
2

i
  also T−1=1

2(1 −i
1 i )  und D=(1 0

0 −1) in Basis der Eigenvektoren.

Die Eigenwerte von σ2 und D sind gleich, aber die Eigenvektoren nicht unbedingt. 
Eigenvektoren von D sind: 

Dx=x⇔(1 0
0 −1)(x1

x2)=(x1

x2)⇔ x1= x1

−x2= x2

⇔
x1 bel
x2=0

⇒ E (1)={t(1
0)/t∈ℂ}

Dx=−x⇔(1 0
0 −1)( x1

x2)=−( x1

x2)⇔ x1=−x1

−x2=−x2

⇔
x1=0
x2 bel

⇒ E (2)={ t(0
1)/ t∈ℂ}

Anstatt (0
1) kann man natürlich auch den dazu l.a. Vektor ( 0

−1) wählen, sodass die 

Eigenvektoren hier ersichtlich die gleichen sind.

Exkurs über Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Lie-Gruppen sind wesentliche mathematische Hilfsmittel für die Quantentheorie.

Eine Gruppe, die gleichzeitig interpretierbar ist als differenzierbare Mannigfaltigkeit, wobei die 
Gruppenverknüpfung und die Inversenabbildung verträglich sind mit dieser Mannigfaltigkeit, heißt 
Lie-Gruppe. Sie dient zur Beschreibung kontinuierlicher Symmetrien. Auf dem Begriff der Lie-
Gruppe baut der Begriff der Eichgruppe auf.

Eine Mannigfaltigkeit M ist ein topologischer Raum, der lokal dem euklidischen Raum gleicht, 
d.h. homöomorph zu ihm ist. So ist die 2-Sphäre S2⊂ℝ3 (Kugeloberfläche) eine Mannigfaltigkeit 
der Dimension 2, die in den dreidimensionalen euklidischen Raum eingebettet ist und lokal Teilen 
des ℝ2 gleicht.

Gegeben sei eine Menge M mit einer Teilmenge T der Potenzmenge von M, die folgende Axiome
erfüllt:  (T 1) :∅∈T , M ∈T (T 2):O 1,O2∈M ⇒O 1∩O2∈M (T 3): S⊂T ⇒ ∪

O∈S
O ∈T

(M,T) heißt topologischer Raum, die Elemente von T heißen offene Mengen in (M,T), die 
Elemente von M heißen Punkte des topologischen Raums.

Ein topologischer Raum heißt einfach zusammenhängend, wenn jede geschlossene Kurve stetig 
auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.
Ein topologischer Raum, in dem es zu je zwei verschiedenen Punkten P und Q Umgebungen (offene 
Mengen) von P und Q gibt, deren Schnittmenge leer ist (die also P und Q trennen) (Trennungsaxiom 

T 2 , heißt Hausdorff-Raum.

Eine Basis  B des topologischen Raums (M,T) ist eine Teilmenge B  von T, sodass sich jede offene 



Menge als Vereinigung von Mengen von B darstellen lässt.

Ein topologischer Raum (M,T)  heißt (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension n (oder n-
Mannigfaltigkeit), wenn gilt:
(M !) : (M ,T ) ist ein topologischer Raum mit abzählbarer Basis.
(M 2): (M ,T ) ist ein Hausdorff-Raum,
(M 3) :   Jeder Punkt P aus M besitzt eine offene Umgebung U, die homöomorph zu einer 

               offenen Teilmenge O des ℝn ist: ∧
P∈M

∨
U
∨
O
∨
ϕ

ϕ:U →O  Homöomorhismus .

(U ,ϕ) heißt Karte oder lokales Koordinatensystem der Mannigfaltigkeit um P mit Kartengebiet  
U, ϕ(P )=( y1 ,... , yn)∈ℝn sind lokale Koordinaten von P  bzgl. ϕ . ϕ−1 lokale  
Parametrisierung der Mannigfaltigkeit um P.
  Ein Atlas A ist eine Menge von Karten, deren Kartengebiete M überdecken.

  Sind ϕ1:U 1→O1  und ϕ2:U 2→O2 zwei Karten um P mit den Kartengebieten U 1  und U 2 , so 

heißt ϕ2∘ϕ1
−1:ϕ1(U 1∩U 2)→ϕ2(U 1∩U 2) Koordinatentransformation (um einen 

Kartenwechsel)
Kartenwechsel sind Homöomorphismen zwischen offenen Teilmengen des ℝn .

Zusätzliche Eigenschaften geometrischer oder analytischer Art werden über entsprechende 
Eigenschaften der Kartenwechsel festgelegt.

Ein Kartenwechsel ϕ2∘ϕ1
−1 ist ein C k−Diffeomorphismus , wenn sowohl er als auch seine 

Umkehrung k-mal stetig differenzierbar sind. In diesem Fall heißen die Karten ϕ1  und ϕ2 k-
kompatibel.
Sind für einen Atlas A alle Kartenwechsel k-mal stetig differenzierbar, (d.h. wenn alle Karten des 



Atlas k-kompatibel sind) heißt A ein C k−Atlas .
Zwei C k−Atlanten sind äquivalent, wenn alle ihre Karten k-kompatibel sind.
Die Äquivalenzklasse dieser äquivalenten C k−Atlanten nennt man 
C k−differenzierbare Struktur . Ist k=∞ so spricht man von einer glatten Struktur.

Die Mannigfaltigkeit mit einer C k−differenzierbaren Struktur nennt man k-differenzierbare 
Mannigfaltigkeit.  Für k=∞ spricht man dann entsprechend von einer glatten Mannigfaltigkeit.

Ersetzt man ℝn durch ℂn und fordert man , dass die Kartenwechsel biholomorph (d.h. die 
Umkehrung auch ist holomorph) sind (und d.h. dass die Karten kompatibel sind), so ist der Atlas 
komplex und die Äquivalenzklasse äquivalenter komplexer Atlanten (mit lauter kompatiblen 
Karten) bilden eine komplexe Struktur. Die Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur heißt dann 
komplexe Mannigfaltigkeit. 

Für dim M = 1 nennt man M eine Kurve, für dim M = 2 heißt M Fläche,

Beispiel 1:  Die n-Sphäre Sn={ x∈ℝn+1/x=1} ist eine n-dimensionale 
C∞−Mannigfaltigkeit (glatte Mannigfaltigkeit) mit einem Atlas aus zwei Karten, den 

stereografischen Projektionen:
Ist en=(0,0, ... ,1) der Ortsvektor zum „Nordpol“ und −en=(0,0,... ,−1) der Ortsvektor zum 
„Südpol“, so ist

ϕN : Sn  \ {en}→ℝn ,(x1 , ... , xn+1)↦( x1

1−xn+1
, ... ,

xn

1−xn+1) die stereografische Projektion vom 

„Nordpol“ als Projektionszentrum auf die Äquatorialebene als ℝn

Man identifiziert ℝn mit der Hyperebene (Äquatorialebene) Ä={ x∈ℝn+1  / x n+1=0 } und ist so 
im Raum ℝn+1 .  Ist x ein Ortsvektor (Punkt) auf der Sphäre, so geht die Projektionsgerade g 
durch die Punkte en=PZ  und x mit y als Bildpunkt, d.h. Schnittpunkt der Geraden g mit der 
Hyperebene Ä: 

g : y=en+λ(x−en)⇔ y=λ x+(1−λ)en=(λ x1, ... ,λ xn ,λ xn+1)+(0, ... ,0,1−λ)=
            =(λ x1 ,... ,λ xn ,λ x n+1+1−λ) . Auf der Hyperebene ist die (n+1)−te Koordinate 0 

       ⇒λ xn+1−λ+1=0⇔λ( xn+1−1)=−1⇔λ= 1
1− xn+1

. In die Geradengleichung eingesetzt:

       y=(
x1

1−xn+1
, ... ,

xn

1−xn+1
,0) . Wird nun wieder die Hyperebene mit ℝn identifiziert, so ist



ϕN( x)=( x1

1− xn+1
,... ,

xn

1−xn+1) . y i=
x i

1− xn+1
sind die lokalen Koordinaten der Punkte 

x=(x1 , ... , xn+1) der Nordhalbkugel bzgl. ϕN . Das Bild von ϕN , d.h. die „Karte“ der Oberen 
Hemisphäre ist ganz ℝn .

Analoge Herleitung für die Projektion vom „Südpol“ aus. Durch diese zweite Projektion wird dann 
auch der Nordpol auf die Hyperebene in den Ursprung projiziert.
Die stereografische Projektion vom Südpol ist 

ϕS :S n  \ {−en }→ℝn ,(x1 ,... , xn+1)↦( x1

1+x n+1
,... ,

xn

1+ xn+1)
Die stetigen Umkehrabbildungen sind: 

ϕN
−1( y)= 1

 y2+1
(2y1 , ... ,2yn , y2−1) und

ϕS
−1( y)= 1

 y2+1
(2y1 , ... ,2yn ,− y2+1)

Denn: die Gerade g durch den Nordpol NP (0,0 ,... ,0,1) und den Ortsvektor (Punkt)
x ( x1 , x2 , ... , xn , xn+1) schneidet die Äquatorialebene Ä im Punkt y=( y1 , y2 , ... , yn , yn+1) mit 
yn+1=0 . Die Gerade sei durch die Zweipunkteform mit y und NP in parametrisierte Form 

zwecks Herleitung der Umkehrabbildung folgendermaßen gegeben: g : x= y+λ(NP− y)=
= y+λ((0,0 , ... , 0,1)−( y1 , y2 ,... , yn , yn+1))=( y1−λ y1, y2−λ y2 , ... , yn−λ yn ,1)
⇒ x1

2= y1
2(1−λ)2 , ... , xn

2= yn
2(1−λ)2 , xn+1

2 =λ2⇒1= x1
2+...+ xn

2+xn+1
2 =(1−2λ+λ2) y2+λ2

⇒λ2( y2+1)−2 λ y 2+ y2=1⇒λ2−2λ y2

 y2+1
+  y2

 y2+1
= 1
 y2+1

⇒

(λ−  y2

y 2+1)
2

=
1− y2

 y2+1
+

 y4

( y2+1)2 ⇒∣λ−  y2

 y2+1∣=√ 1− y4+ y4

( y2+1)2 =
1

 y2+1
⇒

λ=  y2

y 2+1
± 1
 y2+1

= y2±1
 y2+1

⇒λ=1∨λ=y 2−1
y 2+1

λ=1 ergäbe den Nordpol, der als x 

ausgeschlossen ist. Also ist λ=y 2−1
y 2+1

In die Geradengleichung eingesetzt ergibt das:

x i= yi(1− y2−1
 y2+1)= y i( y2+1− y2+1

y 2+1 )= 2yi

 y2+1
für i=1  bis n

xn+1=λ= y2−1
 y2+1

⇒ x=ϕN
−1( y )= 1

y 2+1
(2y1, ... ,2yn ,y 2−1)

Analog für ϕS
−1 .

Die Kartenwechsel sind 

ϕS ∘ϕN
−1 :ϕN (Sn  \ {en ,−en})⏟

ℝn  \ {0}

→ϕS (Sn  \ {en ,−en})⏟
ℝn  \ {0}

, y↦ y
 y2  und 

ϕn ∘ϕS
−1:ℝn  \ {0}→ℝn  \ {0} , y↦ y

 y 2



Denn: ϕS ∘ϕN
−1( y )=ϕS( 2y1

 y 2+1⏟
x1

,... ,
2yn

y2+1⏟
xn

,  y2−1
 y2+1⏟

xn+1

) ϕs( x i)=
x i

1+xn+1
für i=1 , ... , n

x i

1+xn+1
=

2yi

 y2+1

1+ y2−1
 y2+1⏟

xn+1

=
2yi

 y2+1+ y2−1
=

2yi

2 y2=
y i

 y2 ⇒ϕ s(x i)=
y i

 y2 für i=1 ,... , n

ϕS (x n+1)=0  fällt nach Identifizierung weg. ⇒ϕS ∘ϕN
−1( y)= y

 y2 . Analog der andere 

Kartenwechsel. 

Beispiel 2: Mat (n ,ℝ) die Menge aller quadratischen reellen n×n−Matrizen . 

Beispiel 3: 

                 "Torus" by Leonid_2 (Wikipedia)

Man nimmt als Projektionsebene die x,y-Koordinatenebene . Die Punkte x=(x1, x2, x3) des Torus 
genügen der Gleichung x3

2=r2−(R−√ x1
2+x2

2)2
, R>r  

ϕO :T 2={ x∈ℝ3/ x3=√r 2−(R−√ x1
2+ x2

2)2
}→ℝ2 ,(x1 , x2 , x3)↦(x1 , x2 ,0) ist die orthogonale 

Projektion der oberen Torushälfte in x3−Richtung : ϕO((x1 , x2 , x3))=( x1, x2) , wobei gilt:
(R−r )2≤ x2+ y2≤(R+r )2 . Das Analoge für die untere Hälfte.

              
Eine andere Möglichkeit wäre eine Zentralprojektion vom Punkt O(0/0/R) auf die x,y-Ebene:

ϕO :T 2={ x∈ℝ3/ x3=√r 2−(R−√ x1
2+ x2

2)2
}→ℝ2 ,(x1 , x2 , x3)↦( Rx1

R− x3
,

Rx2

R− x3)= R
R− x3

(x1 , x2)

obere Torushälfte



g : y=O+λ(x−O)=λ x+(1−λ)O=(λ x1 ,λ x2 ,λ (x3−R)+R⏟
y3=0

)⇒λ( x3−R)+R=0⇒λ= R
R− x3

⇒ y1=
R x1

R− x3
, y2=

Rx2

R−x3
, y3=0,  also ϕO( x)= R

R−√r2−(R−√ x1
2+x2

2)
2
(x1 , x2)

Analog ergibt sich für die Projektion der unteren Hälfte vom Punkt U (0 /0 /−R)

ϕU :T 2={ x∈ℝ3/ x3=−√r2−(R−√ x1
2+x2

2)2
}→ℝ2 ,( x1 , x2 , x3)↦( Rx1

R+x3
,

Rx2

R+x3)= R
R+x3

(x1 , x2)

Bei dieser Mannigfaltigkeit besteht der Atlas also wieder aus zwei Karten.

Diesen Torus kann man sich auch als Modell des Konfigurationsraums, eines ebenen Doppelpendels 
vorstellen: S1×S1 ist die Menge aller möglichen Lagen der (im Bild schwarz gefärbten) Massen 
des Pendels, die sich auf den beiden Kreisen frei bewegen können.

Gegenbeispiel: 

Die weiße liegende Acht (sin( t) , sin(2t)) auf der Fläche sin( x+1)+sin( y+1) ist keine 
(Unter-) Mannigfaltigkeit. Denn zu einer Umgebung des Schnittpunkt S der Kurve gibt es keine 
Karte ϕ , die bijektiv stetig (homöomorph) auf eine offene Teilmenge des ℝ abbildet.

Eine Mannigfaltigkeit M heißt orientierbar, wenn es einen Atlas A von M gibt, sodass für alle 
Karten aus A, ϕ :U →ℝn und ψ:V →ℝn mit U∩V =∅ und für alle

y  im Defintionsbereich ϕ(U ∩V )  vom Kartenwechsel ψ∘ϕ−1 gilt: det ( J y (ψ∘ϕ−1))>0 .
J y ist die Jacobi-Matrix im Punkt y=( y1 , ... , yn) .

Beispiel 1: Die zweidimensionale Einheitssphäre S2 (die Kugeloberfläche) ist orientierbar. 
Der Atlas A={ϕN ,ϕS } aus den beiden stereografischen Projektionen 

ϕN : S2  \ {e2}→ℝ2 ,( x1 , x2 , x3)↦( y1 , y2)=( x1

1− x3
,

x2

1− x3) und 

ϕS :S 2  \ {−e2}→ℝ2 , (x1 , x2 , x3)↦ ( y1 , y2)=( x1

1+x3
,

x2

1+x3) mit U∩V =S 2∖{ e2 ,−e2} und 

y=( y1 , y2)∈ϕN (U ∩V )=ℝ2 ∖{(0,0)} und f ( y1 , y2):=ϕS ∘ϕN
−1( y1 , y2)=

1
y1

2+ y2
2 ( y1 , y2)

S



besitzt die Jacobi-Matrix J y=(∂ f 1

∂ y1

∂ f 1

∂ y2

∂ f 2

∂ y1

∂ f 2

∂ y2
)= 1

( y1
2+ y2

2)2( y2
2− y1

2 −2y1 y2

−2y1 y2 y1
2− y2

2 )
und deren Determinante det ( J y )=−(( y1

2− y2
2)2+4y1

2 y2
2

( y1
2+ y2

2)2 )<0 . Mit diesem Atlas lässt sich S2

nicht orientieren. Also muss ein anderer Atlas gewählt werden, falls es denn einen gibt.

Ich wähle dazu die beiden orthogonale Projektionen als Karten: 
ϕO : S+

2 →ℝ2 ;( x1 , x2 , x3)↦( x1 , x2) , wobei S+
2={( x1 , x2 , x3) / x3≥0 }∩S 2 die obere Halbsphäre 

einschließlich des Äquators ist. Entsprechend S -
2={( x1 , x2 , x3)/ x3≤0 }∩S 2 die untere 

Halbsphäre mit Äquator und ϕU : S-
2→ℝ2 ;( x1 , x2 , x3)↦( x1 , x2) . A={ϕO ,ϕU } .

S+
2∩S -

2=S1 , der Einheitskreis, der Äquator. ϕO(S 1)=S1

ϕO
−1:{( y1 , y2)∈ℝ2/ y1

2+ y2
2≤1 }→S +

2 ;( y1 , y2)↦ ( y1 , y2 ,√1−( y1
2+ y2

2)2)=(x1, x2 , x3)

ϕU ∘ϕO
−1: S1→S 1:( y1 , y2)↦( y1 , y2) J y=(1 0

0 1)= I mit det ( J y )=1>0 . Also gibt es einen 

derartigen Atlas, und damit ist S2 orientierbar.
Anschaulich kann man sagen, dass man die Innenseite der Kugeloberfläche von der Außenseite 
unterscheiden kann (die Innenseite lässt sich andersfarbig markieren als die Außenseite).

Beispiel 2: Das Möbiusband lässt sich dagegen nicht orientieren. Es hat nur eine Seite und nur eine 
Kante. Läuft man von einem Punkt aus immer „gerade“, so ist man erst bei zwei Umläufen wieder 
am gleichen Punkt.

Beispiel 3:  Auch die Kleinsche Flasche ist nicht 
orientierbar. Ihre Fläche hat ebenfalls nur eine Seite.



Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p∈M ein Punkt aus M. 
Sei I=[−a , a ]⊂ℝ ein Intervall . Eine stetige Kurve γ : I → M ist k-mal differenzierbar (aus 
Ck), wenn es eine Karte ϕ von M gibt, sodass die Abbildung ϕ−1∘γ k-mal differenzierbar (aus 
Ck) ist. 

Der Tangentialraum TpM von M in p ist: T p M={ γ ' (0)/ p=γ(0)∧γ∈C∞}
γ ' (0) sind die Tangentialvektoren im Punkt p für die verschiedenen Kurven γ auf M.

Das Tangentialbündel TM ist die disjunkte Vereinigung aller Tangentialräume vom M:

TM = ∪
p∈M

{ p }×T p M   ,  { p}×T p M heißt Faser.

Beispiel:  Sei M die Sphäre S1 (der Einheitskreis) S1={ x∈ℝ2/x =1 }  und p (1/0)∈S 1

Der Tangentialraum T p S1=ℝ ist  die Tangente an den Kreis im Punkt p.

Das Tangentialbündel TM ist ∪
p∈S1

{ p}×ℝ

Das Matrixexponential ordnet einer quadratischen Matrix A wieder eine quadratische Matrix e A

zu: exp : Mat (n , K )→GL (n ,K ); A↦exp(A)=e A:=∑
k =0

∞ Ak

k !

Das Exponential von A ist wohldefiniert, da diese unendliche Reihe immer konvergiert.

Sei A∈Mat(m , n , K ) eine (m,n)-Matrix über ein Körper K. Auf dem Vektorraum dieser 
Matrizen lässt sich eine Matrixnorm definieren. Es werden für die  Abbildung
⋅: Mat (m , n , K )→ℝ0

+ , A↦A  folgende Postulate gesetzt: 
Seien λ∈K  und A , B∈Mat (m ,n , K ) ,C∈Mat (n , l , K )

TpS
1

TM

p

γ



(Definitheit)   A=0⇒ A=0
(Absolute Homogenität)        λ A=∣λ∣A  
(Subaddititvität) A+B≤ A+B

Mit dieser Matrixnorm ist Mat (m , n , K )  ein Banachraum, da jede Cauchy-Folge von Matrizen 
hierin konvergiert und der Raum somit vollständig ist. 

Zusätzlich kann noch eine multiplikative Eigenschaft gelten:

(Submultiplikativität) A⋅C ≤A⋅C

Ist m=n , so ist der normierte Vektorraum (Mat (n , K ) ,⋅) mit der Submultiplikativität sogar 
eine Banach-Algebra.

Mit dieser Matrixnorm und der induzierten Metrik d (A , B)=A−B lässt sich die Konvergenz 
der obigen unendlichen Reihe zeigen, sodass das Matrixexponential wohldefiniert ist. 

Beispiel (natürliche Matrixnorm):  Sei A∈Mat(n , K ) und ⋅v die euklidische Vektornorm in 
K n

A:= sup
 xv=1

 A x v=max
 xv=1

 A xv ist die von der Vektornorm induzierte oder natürliche Matrixnorm.

Sei etwa A=(2 0
0 1) eine symmetrische reelle Matrix. Sie bewirkt eine x-Streckung um 2, y bleibt 

unverändert: A x=(2 0
0 1)( x

y)=(2x
y ) . Ein Einheitskreis wird in eine Ellipse mit den Achsen 

a=2 , b=1 transformiert.

Der maximal gestreckte Einheitsvektor ist (1
0)

der zu (2
0)=2(1

0) transformiert wird.

Daher ist A=∣∣(2 0
0 1)∣∣=2

Für das Matrixexponential gelten folgende Beziehungen:

(1) e0=E
(2) e(a+b) A=eaA⋅ebA für a ,b∈ℂ  und A∈Mat (n ,ℂ)
(3) [A , B]=0⇒e A+B=e A⋅e B

(4) e(AT)=(e A)T

(5) e(A†)=(e A)†

(6) e B A B−1

=B eA B−1 , falls B regulär
(7) det (eA)=e tr (A)

(8) ediag ( x1 ,... , xn)=diag (e x1 ,... , exn)

aus (1) und (2) folgt: e A⋅e−A=e1⋅A⋅e−1⋅A=e(1−1) A=e0=E ⇒



(9)  (e A)−1=e−A , d.h. e−A ist die inverse Matrix zu e A

(10) ∥e A∥≤e∥A∥

aus (4) und (9) folgt: Ist A symmetrisch, so ist auch e A symmetrisch. 
                    Ist A antisymmetrisch, so ist e A orthogonal, denn (e A)T=e(AT )=e−A=(eA)−1

aus (5) folgt: Ist A hermitesch, so ist auch e A hermitesch, denn (e A)†=e(A†)=e A und
                      Ist A anithermitesch, so ist e A unitär, denn (e A)†=e(A†)=e−A=(eA)−1 .

Ist G eine Lie-Gruppe (s.u.) , dann heißt die Abbildung γ :ℝ→G Ein-Parameter-Untergruppe 
von G, wenn γ ein Gruppenhomomorphismus von (ℝ ,+) nach (G ,∘)   und glatt ist.

Die Abbildung γA :ℝ→GL(n ,ℝ); t↦ γA(t )=e t A definiert eine glatte Kurve auf GL (n ,ℝ) .
Für t=0 ist γA(0)=e0A=I .  
Sie ist ein Gruppenhomomorphismus von (ℝ ,+) nach der Lie-Gruppe (GL (n ,ℝ) ,⋅) (s.u.) , 
denn γA(t+s)=e(t+s) A=et A⋅es A=γA( t)⋅γA(s) .

Die Ableitung im Punkt t ist 

(11 )
d
dt

e t A=A⋅e t A und d n

dt n e t A=An e t A

  Beweis: d
dt

γA(t)=lim
s→0

γA(t+s )−γA(t)
s

=lim
s→0

γ A(s)⋅γA( t)−γA( t)
s

=lim
s→0

γA(s)−I
s

γ A(t)  

                        =lim
s→0

γ A(s )−γA(0)
s

γ A(t)=[ d
dt

γA(t)]
t=0

γA(t)=
(*) Ae t A

                         zu (*): zu zeigen : γ A ' (0)=A

alternativ: e tA=∑
k =0

∞ (t A)k

k !
⇒(e tA)'=∑

k=1

∞ k t k−1 Ak

k !
=

sub k=i+1 ∑
i=0

∞ t i Ai+1

i !
=A∑

i=0

∞ (t A)i

i !
=A e t A

       wegen gleichmäßiger Konvergenz. Hieraus folgt [(e t A)' ]t=0=A I=A

Diese ist also unendlich oft differenzierbar, also glatt. Also ist γA eine Ein-Parameter-
Untergruppe von (GL (n ,ℝ) ,⋅) .

Das Exponential einer Matrix ist immer invertierbar (regulär). Jede invertierbare Matrix ist 
Exponential einer komplexen Matrix. 

Beispiel:  A=( 1 1
−1 −1) e A=I+A+( 1

2 !
)A2+ 1

3 !
A3+...+ 1

k !
Ak+ ...

                  Da A2=( 1 1
−1 −1)⋅( 1 1

−1 −1)=(0 0
0 0)=0 sind auch alle höheren Matrixpotenzen 0,

      so dass e A=I+A=( 2 1
−1 0) . Damit ist e tA=I+t A=(1+t t

−t 1−t)=γA(t) und

                d
dt

γA(t)=
d
dt

e t A=Ae t A=( 1 1
−1 −1)(1+t t

−t 1− t)=( 1 1
−1 −1)=A . Die Ableitung der 

      Matrix e t A kann komponentenweise ausgeführt werden. Demnach ist die zweite   



                  Ableitung die Nullmatrix, was auch aus d 2

dt 2 e t A=A2 et A ersichtlich ist wegen A2=0 . 

Nach diesem kurzen Exkurs über Mannigfaltigkeiten nun zurück zu den Lie-Gruppen:

Eine topologische Gruppe G ist eine Gruppe, die mit einer Topologie verträglich ist, d.h. bei der 
die Gruppenverknüpfung G×G→G ,(a ,b)↦a∘b als auch die Inversenabbildung

G→G ,a↦a−1 stetig in dieser Topologie ist. G×G ist mit der Produkttopologie versehen.

Beispiel 1: Der euklidische Raum ℝn mit der Vektoraddition und der gewöhnlichen über die 
euklidische Metrik definierten Topologie ist eine topologische Gruppe. Die Gruppenoperation ist 
stetig: Ist xn→ x  und yn→ y , so gilt aufgrund der  Dreiecksungleichung:
xn+ y n−( x+ y)=xn−x+ yn− y≤ xn−x + yn− y→0 .  Die Inversenabbildung x↦−x

ist stetig: (−xn)−(−x)=x−x n=x n−x→0 .

Beispiel 2: Die Allgemeine lineare Gruppe GL(n ,ℝ) aller invertierbaren quadratischen reellen 
n×n− Matrizen ist eine topologische Gruppe. Die Gruppenverknüpfung ist die 

Matrizenmultiplikation.  Der euklidische Raum ℝn×n kann durch die euklidische Metrik zum 
topologischen Raum werden (siehe Beispiel 1). Mat (n ,ℝ) ist identifizierbar mit ℝn×n . 

GL (n ,ℝ) ist Teilmenge von Mat (n ,ℝ) . GL (n ,ℝ) hat demnach die Unterraumtopologie 
von ℝn×n .  Diese Gruppe ist aber nicht abelsch. 

Eine Gruppe L ist eine (reelle) Lie-Gruppe der Dimension n, wenn gilt: 
(0) topologische Gruppe
(1) L ist eine glatte n-Mannigfaltigkeit
(2) Die Gruppenoperation  μ : L×L→ L , (a ,b)↦a∘b  und die Inversion i : L→ L ,a↦a−1

sind glatt (glatte Gruppenstruktur: die Abbildung ∘=μ von der glatten n2− Mannigfaltigkeit 
L×L auf die glatte n-Mannigfaltigkeit L ist unendlich oft differenzierbar, wie auch die Inversion 

i).

Eine Gruppe ist eine komplexe Lie-Gruppe, wenn die Mannigfaltigkeit komplex und die 
Gruppenstruktur holomorph ist.

Jede komplexe Lie-Gruppe der komplexen Dimension n ist eine reelle Lie-Gruppe der Dimension 
2n.

Eine Lie-Gruppe heißt einfach zusammenhängend, wenn der zugrunde liegende topologische Raum 
selbstadjungiert einfach zusammenhängend ist.
Beispiel 1: L=ℝn  ist eine glatte Mannigfaltigkeit.  L ist mit der Vektoraddition eine abelsche 
Gruppe. Die Addition L×L→ L ,(x , y )↦ x+ y ist glatt und auch die Inversenabbildung

L→ L , x↦− x . Also ist (L ,+) eine abelsche Lie-Gruppe, die sogenannte n-dimensionale 
Translationsgruppe.

Beispiel 2: S1={ z∈ℂ/ ∣z∣=1} die komplexe Einheitssphäre mit der komplexen Multiplikation
ist eine abelsche Lie-Gruppe, sogenannte U (1) .

z1=ei ϕ1 z2=eiϕ2 z1⋅z2=e iϕ1⋅e iϕ2=e i(ϕ1+ϕ2)



 id=e i 0 z−1=e−iϕ . Die Multiplikation (e iϕ1 , ei ϕ2)↦ei (ϕ1+ϕ2)

sowie die Inversenabbildung e iϕ↦e−i ϕ sind glatt.
Die Topologie ist die Relativtopologie des Kreises in der
Standardtopologie des ℂ . Offene Mengen sind die Schnitte der
offenen Kreisscheiben mit dem Einheitskreis.
Warum ist S1 eine glatte Mannigfaltigkeit? Wir haben einen Atlas mit zwei Karten.
Wir ordnen allen Werten z=e iϕ∈S 1 mit Winkeln ϕ∈]0 ,2π[⊂ℝ eben diese (positiv 
orientierten) Winkel zu und erhalten ψ1:{e iϕ /ϕ∈]0 ,2π [}→] 0, 2π[ ;e iϕ↦ϕ und
allen Winkeln ψ , die von der negativen x-Achse ausgehen im Intervall ]0 ,2π [
erhalten wir ψ2:{ e iψ /ψ∈]0 ,2π [}→]0, 2π [ ;e iψ↦ψ .
So werden alle Punkte der Einheitssphäre erfasst. Die Koordinaten-
transformationen für die Punkte, die von beiden Karten erfasst werden,

gilt: ψ2∘ψ1
−1 : ]0 ,2π [∖{π}→] 0 ,2π [∖{π} ;ϕ↦ψ={ ϕ+π ;0<ϕ<π

ϕ−π ;π<ϕ<2π}
und ψ1∘ψ2

−1 : ]0 , 2π [∖{π }→]0 , 2π [∖{π} ;ψ↦ϕ={ ψ−π ;0<ψ<π
ψ+π ;π<ψ<2π}

Beide Kartenwechsel sind glatt, daher ist die Mannigfaltigkeit glatt.

Beispiel 3: GL (n , K ) ist eine (reelle bzw. komplexe) Lie-Gruppe: da GL (n , K )
eine offene Teilmenge von Mat (n , K )≃K n2

und K n2

eine glatte bzw. komplexe 
Mannigfaltigkeit (mit nur einer Karte) ist.  Die Multiplikation von Matrizen ist durch quadratische 
Polynome in den Einträgen definiert und somit glatt bzw. holomorph. Die Inversenabbildung ist es 

ebenso: laut der Cramerschen Regel gilt A−1= 1
det A adj(A).  Determinante wie die adjungierte 

Matrix sind in ihren Einträgen Polynome der Einträge von A und damit glatt bzw. holomorph.

Beispiel 4:  Matrix-Lie-Gruppen sind Lie-Gruppen. Jede topologisch abgeschlossene Untergruppe 
von GL (n , K ) heißt Matrix-Lie-Gruppe. Sei G eine solche Matrix-Lie-Gruppe: abgeschlossen 
heißt hier: Für eine konvergente Folge (Ai)i∈ℕ mit Ai∈G und A= lim

i→∞
Ai gilt A∈G.

So ist etwa die spezielle lineare Gruppe SL(n , K )={ A∈GL(n , K ) / det A=1 } eine Matrix-
Lie-Gruppe. Ebenso sind O(n ,K )={ A∈Mat (n , K )  \ AT A= I } , die orthogonale Gruppe wie 
auch die spezielle orthogonale Gruppe SO(n , K )={ A∈Mat (n , K )  / AT A=I∧det A=1}
wie auch die unitäre und spezielle unitäre Gruppe U (n) , SU (n) Matrix-Lie-Gruppen. 

Die Heisenberg-Gruppe H 3(ℝ)={(1 a c
0 1 b
0 0 1)  / a ,b , c∈ℝ} , die Lorentz-Gruppe O(3,1) , die 

Poincaré-Gruppe {(Λ , a )  / Λ∈O(3,1) , a∈ℝ3+1} sind Lie-Gruppen.
Ebenso die Euklidische Gruppe E (n) der Bewegungen, die Gruppe der Galilei-Transformationen.

Eine Lie-Gruppe ist eng verbunden mit der Lie-Algebra.

Ein Vektorraum g  über einem Körper K  mit einer inneren Verknüpfung [. , .] : g×g→ g , 
(x , y )↦[ x , y ] heißt Lie-Algebra ( g ,[ . ,.]) , wenn sie (die sogenannte Lie-Klammer) 

folgenden Axiomen genügt:



(LA 1):  sie ist bilinear: [ax+by , z ]=a [ x , z ]+b [ y , z ]  und [ x ,ay+bz ]=a [ x , y ]+b [ x , z ]
               für alle x , y , z∈ g  und a ,b∈K

(LA 2):   sie erfüllt die (zyklische) Jacobi-Identität: [ x ,[ y , z ]]+[ y ,[ z , x ]]+[ z ,[ x , y ]]=0
              für alle x , y , z∈ g

(LA 3):  sie genügt der Alternativität: [ x , x ]=0  für alle x∈g

Die Bilinearität und die Alternativität implizieren die  Antisymmetrie:

[ x , y ]=−[ y , x ] für alle x , y∈g ,
da [ x , y ]+[ y , x]=[ x , x ]+[ x , y ]+[ y , x]+[ y , y ]=[ x , x+ y ]+[ y , x+ y ]=[ x+ y , x+ y]=0

Die Lie-Klammer ist nicht assoziativ. 
Die Dimension des Vektorraums ist die Dimension der Lie-Algebra. 
Ein Untervektorraum h⊂g einer Lie-Algebra g heißt Unter(-Lie)-Algebra von g , wenn 
er abgeschlossen ist bezüglich der Lie-Klammer: x , y∈h⇒[ x , y]∈h .

Eine Menge E von Elementen einer Lie-Algebra g heißt Erzeugendensystem von g , wenn die 
kleinste Unteralgebra von g , die E enthält, selbst g ist. Die Elemente des Erzeugendensystems 
heißen Erzeuger oder Generatoren: E⊂h⊂g⇒h=g

Seien g  und h zwei Lie-Algebren. Eine Abbildung ϕ: g→h heißt Lie-Algebra- 
Homomorphismus, wenn sie mit der Vektorraumstruktur und der Lie-Klammer verträglich ist, d.h. 
wenn
(1) ϕ ist ein Homomorphismus von g nach h , d.h. linear: ϕ(λ x+μ y )=λ ϕ( x)+μ ϕ( y)
(2) ϕ  erhält die Lie-Klammer: ϕ([ x , y ])=[ϕ( x) ,ϕ( y)] für alle x , y∈g

Ist ( g ,[ . ,.]) Lie-Algebra der Dimension n und B={ x1 , x2 ,... , xn } eine Basis, so lässt sich 

die Lie-Klammer aus Basiselementen eindeutig darstellen als [ x i , x j]=∑
k=1

n

α ij
k xk .

Die Koeffizienten α ij
k∈K heißen die Strukturkonstanten der Lie-Algebra.

Es gilt:  α ij
k+α ji

k =0 , denn 0=[ x i , x j]+[ x j , x i]=∑
k=1

n

α ji
k xk+∑

k=1

n

αij
k xk=∑

k =1

n

(α ij
k+α ji

k ) xk ⇒

α ij
k+α ji

k =0 für alle k.

Daraus folgt trivialerweise α ii
k=0 für alle k.

Eine abgeschlossene Untergruppe der Gruppe GL (n , K )={ A∈Mat (n , K )/ det A≠0}
heißt lineare Lie-Gruppe.
Beispiel 1:  Mat(n,K), die Menge aller (n x n)-Matrizen ist ein Vektorraum über K: 

(1) Die Gruppenverknüpfung ist die abelsche Matrizenaddition.
(2) Die Axiome der Skalarmultiplikation sind erfüllt:
Sind A , B∈Mat (n , K ) und λ ,μ∈K , dann gilt: 

a) (λμ)A=λ(μ A)
b) I A=A
c) (λ+μ)A=λ A+μ A
d) λ (A+B)=λ A+λ B

        Der Kommutator [A , B] :=AB−BA für alle A , B∈MAT (n , K ) ist Lie-Klammer: 



(LA 1): [λ A+μ B , C ]=λ [A , C ]+μ[B , C ] , denn   
 (λ A+μB)C−C (λ A+μB)=λ AC+μ BC−λCA−μCB=

λ(AC−CA)+μ(BC−CB)=λ [A ,C ]+μ[B ,C ]

 [A ,λ B+μC ]=λ [A , B]+μ[A ,C ] , denn
A(λ B+μC)−(λ B+μC )A=λ AB+μ AC−λ BA−μCA=
λ(AB−BA)+μ(AC−CA)=λ [A ,B ]+μ[A ,C ]

(LA 2): [A ,[B ,C ]]+[B , [C , A]]+[C , [A , B]]=
=[A , BC−CB ]+[B ,CA−AC ]+[C , AB−BA ]=A(BC−CB)−(BC−CB)A+
+ B(CA−AC )−(CA−AC)B+C (AB−BA)−(AB−BA)C=
=ABC

1
−ACB

2
−BCA

3
+CBA

4
+BCA

3
−BAC

5
−CAB

6
+ACB

2
+

+CAB
6

−CBA
4

−ABC
1

+BAC
5

=0

(LA 3): [A , A]=AA−AA=0
Also ist Mat (n , K ) mit der Kommutatorrelation eine Lie-Algebra mat (n , K )

Beispiel 2: (ℝ3 ,.×.) ist eine Lie-Algebra, wobei .×. das Kreuzprodukt ist: 

LA(1): (λ x+μ y)×z=(λ x1+μ y1

λ x2+μ y2

λ x3+μ y3
)×( z1

z2

z3
)=((λ x 2+μ y2) z3−(λ x3+μ y3) z2

(λ x3+μ y3) z1−(λ x1+μ y1) z3

(λ x1+μ y1)z 2−(λ x 2+μ y2) z1
)=

            =(λ x2 z3−λ x3 z 2

λ x3 z1−λ x1 z3

λ x1 z 2−λ x2 z1
)+(μ y2 z 3−μ y3 z 2

μ y3 z 1−μ y1 z3

μ y1 z 2−μ y2 z 1
)=λ(x 2 z3−x3 z 2

x3 z1−x1 z 3

x1 z2−x2 z1
)+μ( y2 z3− y3 z 2

y3 z1− y1 z 3

y1 z 2− y2 z1
)=

            =λ(x×z )+μ( y× z) . 

              Da x× z=(x2 z3− x3 z 2

x3 z1− x1 z3

x1 z2− x2 z1
)=−( x3 z 2−x2 z3

x1 z 3−x3 z1

x2 z1−x1 z2
)=−(z2 x3−z 3 x2

z3 x1−z1 x3

z1 x2−z 2 x1
)=−z×x gilt:

z×(λ x+μ y ) =
oben

−(λ x+μ y )×z=−λ x× z−μ y×z=λ z× x+μ z× y  

LA(2)  Aufgrund der Graßmann-Identität a×(b×c)=b(a⋅c)−c(a⋅b) gilt:
x×( y×z )+ y×(z×x )+z×( x× y)= y( x⋅z )−z ( x⋅y)+z ( y⋅x)− x( y⋅z )+
+x ( z⋅y)− y( z⋅x )=0

wegen der Kommutativät der Skalarprodukts ⋅ .

LA(3)  x× x=0

Beispiel 3:  Sei V ein beliebiger Vektorraum und [ x , y ]=0 für alle x , y∈V als Lie-Klammer.
Für diese Lie-Klammer sind trivialerweise alle drei Bedingungen erfüllt.

Beispiel 4:  Zur generellen linearen Gruppe GL (n , K ) der Dimension n2 aller invertierbaren 
(n x n)-Matrizen gehört die Lie-Algebra gl (n , K ) als Vektorraum aller invertierbaren (n x n)-
Matrizen (diesmal bzgl. der Matrixaddition) mit der Kommutatorrelation [A , B]=AB−BA als 
Lie-Klammer (siehe Beispiel 1).  

Sei G⊂GL(n ,ℝ) eine lineare Lie-Gruppe. 

Die Menge g=Lie (G)={ A∈gl (n ,ℝ)/ ∧
t∈ℝ

etA∈G } heißt die Lie-Algebra der linearen Lie-

Gruppe G.



Beispiel 1: 


