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1. Partielle Ableitung

Hat eine Funktion mehr als eine Variable und leitet man pro Variable ab, indem man die anderen als 
konstant betrachtet, so spricht man von partiellen Ableitungen. Alle Ableitungen zusammen 
geordnet in einem Vektor nennt man Gradient der Funktion.

Sei f :U →ℝ ; x=(x1, ... , xn)↦ f (x1, ... , f (x n))  mit U⊂ℝn  offen ,  eine solche Funktion.

  Wenn für x∈U ∂ f
∂ xi

(x ):= lim
Δ x→0

f ( x1 ,... , xi+Δ x , ... , xn)− f ( x1 ,... , x i , ... , xn)
Δ x existiert, dann 

ist f partiell nach x i differenzierbar und der Grenzwert heißt die partielle Ableitung von f 
nach x i  .

Ist f nach den x i partiell differenzierbar in ganz U, so sind die partiellen Ableitungen
∂ f
∂ x i

:U →ℝ ; x↦ ∂ f
∂ x i

( x) , die partiellen Ableitungsfunktionen eventuell nochmals partiell 

differenzierbar. In diesem Fall erhält man die 2. partiellen Ableitungen:
∂

∂ x j (∂ f
∂ x i )=: ∂2 f

∂ x j∂ xi
bzw.  ∂

∂ xi ( ∂ f
∂ x j )=: ∂2 f

∂ x i∂ x j
und ∂

∂ xi (∂ f
∂ x i)=: ∂

2 f
∂ x i

2 .

Sind die zweiten partiellen Ableitungen stetig, so kann die Reihenfolge vertauscht werden nach dem 

Satz von Schwarz, d.h. ∂2 f
∂ x j∂ x i

= ∂2 f
∂ x i∂ x j

.

Die zweiten partiellen Ableitungen lassen sich auch geordnet zusammenstellen in einer Matrix, der 

sogenannten Hesse-Matrix H f=( ∂2 f
∂ xi∂ x j )=( ∂2 f

∂ x1 ∂ x1
… ∂2 f

∂ x1 ∂ xn
⋮ ⋱ ⋮

∂2 f
∂ xn∂ x1

… ∂2 f
∂ xn∂ xn

)
Mit Hilfe des Gradienten und der Determinante der Hessematrix lassen sich Bedingungen für 
Extrema formulieren:

Damit im Punkt (x0 , y0) ein Extremum existiert, muss der Gradient dort Null sein:

∇ f (x0 , y0)=(∂ f
∂ x

( x0, y0)

∂ f
∂ y

( x0, y0))=(0
0) .

Hinreichendes Kriterium erhält man über die Hesse-Determinante.

Sei Δ :=((∂2 f
∂ x2 )⋅(∂2 f

∂ y2 )−( ∂2 f
∂ x ∂ y )

2)( x0 , y0) die Hesse-Determinante.



Ist Δ>0  und ∂
2 f

∂ x2 ( x0, y0)<0 , dann ist (x0, y0) lokaler Maximumpunkt.

Ist Δ>0  und ∂
2 f

∂ x2 ( x0, y0)>0 , dann ist (x0, y0) lokaler Minimumpunkt.

Ist Δ<0 , dann ist (x0, y0) Sattelpunkt.

Ist Δ=0 , dann hat man keine Information (zusätzliche Untersuchung notwendig)

Beispiel:  f (x , y )=1+1
2
(sin (x )−sin( y))

[∂ f∂ x ]x=0
=1

2
cos(0)=1

2 [ ∂ f∂ y ]y=2
=−1

2
cos(2)=0,21

∇ f =grad f =( 1
2

cos (x)

−1
2

cos ( y ))⇒grad f (0 ,2)=( 0,5
0,21)

Der kaum sichtbare Vektor (0,84
0,55
0,29) in Magenta auf der grauen Tangentialebene ist der 

Gradientenvektor, der in Richtung des größten Anstiegs zeigt. Auf der x,y-Koordinatenebene sieht 
man die x,y-Projektionen dieses Vektors und der Richtungsvektoren der Tangentialebene in x-

Richtung und y-Richtung. Der eigentliche Gradientenvektor ( 0,5
0,21

0 )  in schwarz ist der 

Diagonalvektor auf der x,y-Ebene im Punkt P (0 |2 |0) .

Die partiellen Ableitungen sind nochmals differenzierbar:
∂2 f
∂ x2 =−1

2
sin( x) ∂2 f

∂ y ∂ x
=0 ∂2 f

∂ x ∂ y
=0 ∂2 f

∂ y2 =1
2

sin ( y)

∇ f (x0 , y0)=( 1
2

cos( x0)

−1
2

cos( y0))=(0
0) d.h. im Einheitsintervall muss gelten x0=

π
2
∨ x0=3 π

2

und y0=
π
2
∨ y0=3 π

2 . Wir haben dort also vier mögliche Punkte ( π
2
, π
2
) , ( π

2
,3 π

2
) ,

(3 π
2
, π

2
)  und (3 π

2
,3 π

2
) .

Die Hesse-Determinante ist Δ=(−1
2

sin (x )⋅1
2

sin( y)−02)=−1
4

sin (x )⋅sin( y )

Δ( π
2
, π
2
)=−1

4
<0 ⇒(π

2
, π

2
,1) ist Sattelpunkt.



Δ( π
2
,3 π

2
)=1

4
>0

∂2 f
∂ x2 ( π

2
,3 π

2
)=−1

2
sin( π

2
)=−1

2
<0 ⇒ ( π

2
,3 π

2
,2) ist lokaler Hochpunkt.

Δ(3 π
2
, π
2
)=1

4
>0

∂2 f
∂ x2 (3 π

2
, π
2
)=−1

2
sin(3 π

2
)=1

2
>0 ⇒ (3 π

2
, π

2
,0) ist lokaler Tiefpunkt.

Δ(3 π
2

,3 π
2
)=−1

4
<0

∂2 f
∂ x2 (3 π

2
,3 π

2
)=−1

2
sin(3 π

2
)=1

2
>0 ⇒ (3 π

2
,3 π

2
,1) ist lokaler Tiefpunkt.

2. Richtungsableitung

Eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitung hat man in den Richtungsableitungen. Waren dort 
die Richtungen der Koordinatenachsen bestimmend, so sind es nun beliebige Richtungen, gegeben 
durch einen (Richtungs-) Vektor. 

Sei wieder U⊂ℝn offen und und v∈ℝn

Existiert der Grenzwert lim
h→0

f ( x+hv )− f (x )
h , so heißt er die Ableitung von f im Punkt x in 

Richtung v und wird mit Dv f (x ) bezeichnet.

Ist v einer der Standardeinheitsvektoren e1 , ... , en , so stimmt diese Ableitung mit der partiellen 
Ableitung überein: 

De i f ( x)=lim
h→0

f (x+he i)− f (x)
h

=lim
h→0

f (x1 , ... , x i+h ei⏟
Δ x

, ... , x n)− f ( x1 , ... , x i ,... , xn)

h
=∂ f

∂ x i
( x)

Beispiel: (siehe oben) f (x , y )=1+1
2
(sin (x )−sin( y)) v=(1,2)

lim
h→0

f ((x , y )+h (1,2))− f ( x , y)
h

=lim
h →0

f ((x+h , y+2h))− f (x , y )
h

=

S



lim
h→0

1+1
2
(sin (x+h)−sin( y+2h ))−1−1

2
(sin( x)−sin ( y))

h =

=lim
h→0

1
2
(sin (x+h)−sin( x)−(sin( y+2h )−sin( y )))

h =

lim
h→0

1
2

sin (x+h)−sin (x)
h - lim

h→0

1
2

sin ( y+2h)−sin ( y)
h

=

1
2

sin ' ( x)− lim
k→0

1
2

sin ( y+k )−sin( y)
k /2 =

=1
2

sin ' ( x)−sin ' ( y)=1
2

cos (x )−cos ( y)⇒ D(1,2) f ( x , y)=
1
2

cos (x )−cos ( y)

D(1,2) f ( π2
,3 π

2
)=1

2
cos ( π

2
)−cos(3 π

2
)=0  Die Richtungsableitung am Hochpunkt ist in der Tat 

in jede Richtung 0, da jede Richtungsableitung D(a ,b) f (x , y )=
a
2

cos (x )−b
2

cos ( y ) ist, wie man 

ganz analog nachrechnet.

Sei x=(0 |0 |1)⇒D(a ,b) f (0,0)=a−b
2 . Entlang der ersten Winkelhalbierenden (y = x) ist die 

Ableitung wieder 0. 
Sei nun a=1  und b=−1⇒D(1,−1) f (0,0)=1

3. Totale Ableitung

a. dim = 1

                                                                                                         

P (x0, f (x0)) Q( x0+Δ x , f (x0+Δ x )) Tangente in P t : y= f ( x0)+ f ' ( x0)( x−x0)
T ( x0+Δ x , f (x0)+ f ' ( x0)⋅Δ x ) R( x0+Δ x , f (x0))



Der Höhenunterschied zwischen Q und T ist: Δ y1 := f (x0+Δ x )−( f ( x0)+ f ' ( x0)⋅Δ x ) , der 
Höhenunterschied zwischen T und R ist: df := f ( x0)+ f ' (x0)⋅Δ x− f (x0)= f ' (x0)⋅Δ x
Der Tangentialvektor P⃗T=(Δ x , f ' ( x0)⋅Δ x )

Sei ϕ(Δ x) := f ( x+Δ x)− f ( x)
Δ x

− f ' ( x)=Δ y
Δ x

− f ' ( x) mit lim
Δ x→0

ϕ(Δ x)=0

d.h. f differenzierbar in x und sei r (Δ x) :=ϕ(Δ x)⋅Δ x=Δ y1  , dann ist 
Δ y= f ' ( x)Δ x+r (Δ x) , wobei bei festem x der Anteil f ' ( x)Δ x , der  lineare Zuwachs von 

y (bzgl. Δ x ) ist  und der Rest r (Δ x)  gegen Null geht.

Der lineare Anteil ist für sehr kleine Δ x eine i.a. gute Approximation für Δ y und wird 
Differential von f ( f :D→ℝ , D⊂ℝ) bzw. von y genannt, geschrieben als df oder dy .
Das ergibt: Δ y≈dy := f ' ( x)Δ x . Schreibt man für sehr kleine Δ x auch dx, so hat man:

dy= f ' (x )dx . Für f ' ( x)  schreibt man dann sinnfälligerweise auch dy
dx

 oder df
dx .

b. dim = 2

Sei f :U →ℝ , x=(x1 , x2)↦ f (x )= f (x1, x2) , U⊂ℝ2 offen.

   An den Graphen von f  wird im Punkt P (x0 | y0 | f (x0 , y0)) die Tangentialebene t mit der 

Gleichung t : z= f (x0 , y0)+[ ∂
∂ x

f ]
x0 , y0

( x−x0)+[ ∂
∂ y

f ]
x0 , y0

( y− y0)  oder einfacher

                  t : z= f (x0 , y0)+ f x (x0 , y0)(x− x0)+ f y ( x0 , y0)( y− y0) gelegt.

Tangentialvektor 
rx=(1,0,fx(x0,y0))

Tangentialvektor 
ry=(0,1,fy(x0,y0))



P (x0 , y0 , f ( x0 , y0)) liegt auf Graph von f. R( x0+Δ x , y0+Δ y , f (x0, y0)) liegt auf der 
gleichen Höhe wie P. T ( x0+Δ x | y0+Δ y | f (x0 , y0)+ f x( x0 , y0)Δ x+ f y (x0 , y0)Δ y) ist der 
Punkt auf der Tangentialebene. Q( x0+Δ x | y0+Δ y | f (x0+Δ x , y0+Δ y )) ist der Graphpunkt 
der die gleichen x- und y-Koordinaten hat wie R und T.
Δ z ist der Höhenunterschied zwischen Q und R: Δ z := f ( x0+Δ x , y0+Δ y)− f (x0 , y0) .

Der Höhenunterschied Δ z1 zwischen Q und T ist : 
Δ z1:= f (x0+Δ x , y0+Δ y)−( f (x0 , y0)+ f x (x0 , y0)Δ x+ f y ( x0 , y0)Δ y )=: r (Δ x ,Δ y)

Der Höhenunterschied zwischen T und R ist: 
df := f ( x0 , y0)+ f x (x0 , y0)Δ x+ f y( x0 , y0)Δ y− f (x0 , y0)= f x( x0 , y0)Δ x+ f y ( x0 , y0)Δ y .
Δ z=Δ z1+df , wobei für (Δ x ,Δ y)→(0,0) Δ z1 →0 schneller als linear gegen Null geht.
df strebt dagegen linear gegen Null. Man nennt es das Differential von f im Punkt (x0 , y0) .
df = f x( x0 , y0)Δ x+ f y ( x0 , y0)Δ y  ist eine lineare Funktion in (Δ x ,Δ y) . Man kann df 

auch schreiben als df =( f x (x0 , y0)
f y (x0 , y0))⋅(Δ xΔ y)=grad f ( x0 , y0)⋅(Δ xΔ y)=grad f ( x0 , y0)⋅⃗Δ x .

Anstatt grad f schreibt man auch ∇ f  (sprich: Nabla f („Harfe“)). 

Im eindimensionalen Fall (siehe a)) ist df = f x( x0)⋅Δ x= f ' ( x0)⋅Δ x gerade dortige Formel.

Die rosa eindimensionalen Graphen erhält man als Schnitt des Graphen von f (x , y ) mit der 
Ebene, die durch P geht und parallel zur x,z-Koordinatenebene ist, bzw. mit der Ebene, die durch P 
geht und parallel zur y,z-Koordinatenebene liegt. 
Die partiellen Ableitungen f x( x0, y0) bzw. f y (x0 , y0) sind die Steigungen der Tangenten an 
die entsprechenden rosa Graphen-Kurven im Punkt P.
Multipliziert man die Tangentialvektoren r x=(1,0, f x ( x0 , y0)) und r y=(0,1 , f y (x0 , y0)) auf 
diesen Kurven mit Δ x bzw. Δ y und addiert sie auf, erhält man den Tangentialvektor P⃗T : 
Δ x⋅r x+Δ y⋅r y=(Δ x ,Δ y ,Δ x⋅ f x (x0 , y0)+Δ y⋅f y (x0 , y0))=(Δ x ,Δ y ,df )
(⃗PT )= t⃗− p⃗=(Δ x ,Δ y ,df ) .

Schreibt man auch hier für kleine Argumentänderungen anstatt Δ x=: dx und Δ y=:dy , so hat 
man folgende Formel für das Differential: 

df =grad f (x0, y0)⋅(dxdy)=∂ f
∂ x

(x0 , y0)dx+
∂ f
∂ y

(x0 , y0)dy

c. dim = n

Die Formel für das Differential lässt sich nun einfach verallgemeinern.
Sei f :U →ℝ , x=( x1 ,... , xn)↦ f (x )= f (x1, ... , x n) mit U⊂ℝn offen.

Das Differential der Funktion f im Punkt x=(x1 , ... , xn)  ist 

df :=grad f ( x)⋅(dx1

⋮
dx n)=∑i=1

n ∂ f
∂ x i

(x )dxi

d. f :U →ℝm , x=(x1 ,... , xn)↦ f (x )= f ( x1, ... , xn)=( f 1(x1, ... , xn)
⋮

f m( x1 ,... , xn)) mit U⊂ℝn offen.



Sind alle Komponentenfunktionen f j :U →ℝm total differenzierbar in x, so auch die gesamte 
Funktion f . Das Differential D f ( x) im Punkt x ist über die Jacobimatrix J f (x )
darstellbar:

J f (x ):=(
∂ f 1(x )

∂ x1
…

∂ f 1( x)
∂ xn

∂ f 2(x )
∂ x1

…
∂ f 2( x)

∂ xn
⋮ ⋱ ⋮

∂ f m(x )
∂ x1

…
∂ f m(x)

∂ xn
)

D f ( x)= J f ( x)⋅(dx1

⋮
dxn)=(

∂ f 1(x )
∂ x1

…
∂ f 1( x)

∂ xn
∂ f 2(x )

∂ x1
…

∂ f 2( x)
∂ xn

⋮ ⋱ ⋮
∂ f m(x )

∂ x1
…

∂ f m( x)
∂ xn

)⋅(dx1

⋮
dxn)=(

∂ f 1(x )
∂ x1

⋅dx1+...+
∂ f 1(x )

∂ xn
dx n

⋮
∂ f m(x )

∂ x1
⋅dx1+...+

∂ f m( x)
∂ xn

dxn)=
=(∑i=1

n ∂ f 1

∂ x i
(x )dxi

⋮

∑
i=1

n ∂ f m
∂ x i

(x )dx i)
  Für m=1 haben wir den Fall c). Für n=1,m=1 den Fall a).

Beispiel 1 für b.:  f (x , y )=1−1
4
⋅(x 2+ y2); P (1 |0 |0,75)

Q(2|1 |−0,25) T (2|1 |0,25)

t : z=−0,5 x+1,25

∂ f
∂ x

=−1
2
x ∂ f

∂ y
=−1

2
y⇒ f x (1,0)=−1

2
f y (1,0)=0

∇ f =grad f =(−1
2
x

−1
2
y)⇒df =grad f (1 ,0)⋅⃗Δ x=(−1

2
0 )⋅(Δ xΔ y)

⇒df=−1
2

Δ x=−1
2
dx mit dx=1⇒df =− 1

2



Beispiel 2 für b.: f (x , y )=2−sin( y)− x2 P (1 |1 |0,159) (blau)
blaue Tangentialebene in P t : z=−2x−0,54 y+2,7

∂ f
∂ x

=−2 x ∂ f
∂ y

=−cos( y )⇒ f x(1,1)=−2 f y (1,1)=−0,54

∇ f =grad f =( −2 x
−cos ( y))⇒df =grad f (1 ,1)⋅⃗Δ x=( −2

−0,54)⋅(Δ xΔ y)
⇒df=−2Δ x−0,54Δ y=−2 dx−0,54dy

Beispiel 3 für c.:  f :ℝ3 →ℝ ; f ( x , y , z )=x+ y2−2z Diese Funktion ordnet jedem Punkt
(x , y , z)∈ℝ3 einen Skalar, eben x+ y 2−2z zu. f nennt man daher auch ein Skalarfeld. Man 

könnte jeden Punkt (x , y , z)∈ℝ3 mit dem Funktionswert entsprechender Dicke zeichnen.
Sei P (1 |2 |1) (rot).

∂ f
∂ x

=1 ∂ f
∂ y

=2y ∂ f
∂ z

=−2⇒ f x(1,2 ,1)=1 f y (1,2 ,1)=4 f z(1,2 ,1)=−2

∇ f =grad f =( 1
2y
−2)⇒df=grad f (1 ,2 ,1)⋅⃗Δ x=( 1

4
−2)⋅(

Δ x
Δ y
Δ z)

⇒df=Δ x+4Δ y−2Δ z=dx+4dy−2dz

Für ein paar diskrete Punkte siehe rechte Grafik.

Beispiel 4 für d.: f :ℝ2 →ℝ3 ; f ( x , y)=( f 1( x , y)
f 2(x , y )
f 3( x , y))=(sin (x)

cos( y)
1 ) . Die Funktion ordnet jedem 

Punkt in der x,y-Ebene einen Vektor zu. Man nennt sie daher auch ein Vektorfeld. 

Sei P (1 |1) (der Vektor (0,84
0,54

1 ) , der diesem Punkt zugeordnet ist, ist rot.)

∂ f 1

∂ x
=cos( x)

∂ f 1

∂ y
=0

∂ f 2

∂ x
=0

∂ f 2

∂ y
=−sin ( y)

∂ f 3

∂ x
=0

∂ f 3

∂ y
=0

J f (x )=(cos (x ) 0
0 −sin ( y )
0 0 )

D f ( x)=(cos( x) 0
0 −sin ( y)
0 0 )(dxdy)=( cos (x )dx

−sin ( y )dy
0 )

D f (1,1)=(cos (1) 0
0 −sin(1)
0 0 )(dxdy)=(0,54 0

0 −0,84
0 0 )(dxdy)=( 0,54 dx

−0,84 dy
0 )

  


