Ableitungen

Manfred Horz

1. Partielle Ableitung

Hat eine Funktion mehr als eine Variable und leitet man pro Variable ab, indem man die anderen als
konstant betrachtet, so spricht man von partiellen Ableitungen. Alle Ableitungen zusammen
geordnet in einem Vektor nennt man Gradient der Funktion.

Sei f:U—-R;x=(x, ..,x,)~ f(x, ..., f(x,)) mit UCR" offen , eine solche Funktion.
X, X FAX, Lx,)— X, x,00 X,
Wenn fir xeU %(x):z lim /x )=/ )
axi Ax—0 Ax
ist f partiell nach x; differenzierbar und der Grenzwert heif3t die partielle Ableitung von f
nach Xx;

existiert, dann

Ist fnach den x; partiell differenzierbar in ganz U, so sind die partiellen Ableitungen

0 0
%5 U—-R;x— %(x ) , die partiellen Ableitungsfunktionen eventuell nochmals partiell

differenzierbar. In diesem Fall erhélt man die 2. partiellen Ableitungen:
2 2 2
0 (af):: of bzw. 0 (6f)=: of und 0 5f)=:6]:
0x;\0x; 0x;0x 0x;\0x; 0x;0x, ox;\0x; ox,
Sind die zweiten partiellen Ableitungen stetig, so kann die Reihenfolge vertauscht werden nach dem
o'f __of
0x;0Xx; _axiax,

1 1

Satz von Schwarz, d.h.

Die zweiten partiellen Ableitungen lassen sich auch geordnet zusammenstellen in einer Matrix, der

o’ f o f
2 ox,0x, = 0x,0x,
: _|_of . . .
sogenannten Hesse-Matrix H M\ axox T : .. :
YA 62f 82f
ox,0x, ~ 0x,0x,

Mit Hilfe des Gradienten und der Determinante der Hessematrix lassen sich Bedingungen fiir
Extrema formulieren:

Damit im Punkt (x 0> yo) ein Extremum existiert, muss der Gradient dort Null sein:

%(xo,yo) :(0)

0 0
%(xo,yo)

Vf(xo: yo):

Hinreichendes Kriterium erhilt man tiber die Hesse-Determinante.

2 vl 2 2
Z J:)(g j:)_(ai gy) )(xo, yo) die Hesse-Determinante.
X oy

Sei A:=




2
Ist A>0 und aac(xo’ ¥0)<0 , dann ist (xo, ¥o) lokaler Maximumpunkt.
X

2
Ist A>0 und %(xo, y0)>0 , dann ist (xo, yo) lokaler Minimumpunkt.
X

Ist A<O ,dannist (xo,yo) Sattelpunkt.

Ist A=0 , dann hat man keine Information (zusétzliche Untersuchung notwendig)

1, . .
Beispiel: f(x,y)=1+5(sm(x)—sm(y)) :
of 1 of
—| == 0)== —| === 2)=0,21
laxL_o Leos(0)=1 [ML_Z cos(2)=0,
%cos(x)
V f=grad f= . :>graa’f(0,2)=(00’251
—Ecos(y) ’
0,84
Der kaum sichtbare Vektor [0,55 | in Magenta auf der grauen Tangentialebene ist der
0,29

Gradientenvektor, der in Richtung des groten Anstiegs zeigt. Auf der x,y-Koordinatenebene sieht
man die x,y-Projektionen dieses Vektors und der Richtungsvektoren der Tangentialebene in x-

0,5
Richtung und y-Richtung. Der eigentliche Gradientenvektor |0,21| in schwarz ist der
0
Diagonalvektor auf der x,y-Ebene im Punkt P (O |2] O) .
Die partiellen Ableitungen sind nochmals differenzierbar:
of_ 1. o f o f O f 1.
=——sin(x =0 =0 =5 sm
ox> 2 (x) 0yox 0x0y oy’ 2 )
> cos(x, T[ H
V f(x0, yo)= | 1o d.h. im Einheitsintervall muss gelten xo:EV x0=35
~Leos()
_I _3X T X T AT
und yo—z\/yo— 33 . Wir haben dort also vier mogliche Punkte (5 E) , (5 3 E) ,

T TT TT TT
R (35,35)

Die Hesse-Determinante ist A=(—lsin(x)-lsin(y)—02 =—%sin(x)-sin(y)

2 2
Z.1) st Sattelpunk
»'y» 1) st Sattelpunkt.
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22§(§,3%):—%sin(%)=—%<0 = (%3%2) ist lokaler Hochpunkt.
ABE5)=>0

szz(3§,%):——sm(3—)——>0 = (3§%0) ist lokaler Tiefpunkt.
ABE3E)=—2<0

‘22)? (3%,3%):—%sin(3%)=%>0 = (3§;3%,1) ist lokaler Tiefpunkt.

2. Richtungsableitung

Eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitung hat man in den Richtungsableitungen. Waren dort
die Richtungen der Koordinatenachsen bestimmend, so sind es nun beliebige Richtungen, gegeben
durch einen (Richtungs-) Vektor.

Sei wieder UUcI|R" offenundund velR"

Existiert der Grenzwert lim S (x+h\;l)—f (x)
h—0

Richtung v und wird mit D, f (x) bezeichnet.

, o heif3t er die Ableitung von f im Punkt x in

Ist v einer der Standardeinheitsvektoren e,,...,e, | so stimmt diese Ableitung mit der partiellen
Ableitung iiberein:
f(x, o x,4he, ... x,)— f(x;, ., x,, ., x,)
x+he)—f(x 7
Dg»f(x):hm f( z) f( )211m Ax :ﬁf(x)
’ h—0 h h=0 h 0 x;

Beispiel: (siche oben) f(x,y)=1+%(sin(x)—sin(y)) v=(12)
lim f((x’y)-i_h(;;z))_f(x,y>:111’n f(('x+h’y+f’lh>)_f(x’y):




- 1+%(sin(x+h)—sin(y+2h))—l—%(sin(x)—sin(y))_

h—0 h N
%(sin(x+h)—sin(x)—(sin(y+2h)—sin(y)))

h_)o . . h . .
limlsm(x+h)—s1n(x) ) limlsm(y+2h)—sm(y)=
h—0 2 h ( ) h=0 (2 ) h
1.,y .. lsin(y+k)=sinly) _
psin’(x)=1lim 2 k12 -

=5sin "(x)—sin ’(y)=%cos(x)—cos(y):> Dy f(x, y)=—;cos(x)—cos(y)
Dy f (% 3 %) =% cos (%)— cos(3 %) =0 Die Richtungsableitung am Hochpunkt ist in der Tat

in jede Richtung 0, da jede Richtungsableitung D, ) f (x, y)=%cos (x )_ECOS (y) ist, wie man

ganz analog nachrechnet.

Sei x=(0]0]1) =D, nf (0,0)= a ; b . Entlang der ersten Winkelhalbierenden (y = x) ist die

Ableitung wieder 0.
Seinun @=1 und b=—1=D,_, f(0,0)=1

3. Totale Ableitung

a.dim=1 X
Q
r(Ax)
Ay
dy =1'(x) Ax
K P (linear)
R
. Ax = dx
/|
7

Tangentein P % X+ Ax

P(x, f(x,))  Olxg+Ax, f(x,+Ax)) TangenteinP 7:y=f(x)+f " (x,)(x—x,)
T(x0+Ax’f(xo)+f'(xo)'Ax) R(xo"_Ax:f(xo))



Der Hohenunterschied zwischen Q und Tist: Ay, :=f (x0+ Ax)—=(f (xo) "(x ) Ax) , der
Héhenunterschied zwischen T und R ist:  df :=f(x,)+ f'(x,)-Ax— f(x )= S (xe)Ax
Der Tangentialvektor PT=(Ax, f "(x,) Ax)

) xt+Ax)—flx , A , . : —
Sei- o(ax):=L! AQ flx) () =RL—f(x) mit Jim 0(Ax)=0
d.h. f differenzierbar in x und sei 7 (Ax):=¢(Ax)-Ax=Ay,  dannist

Ay=7f"(x)Ax+r(Ax) ,wobeibei festem x der Anteil f'(x)Ax ,der lincare Zuwachs von
y (bzgl. Ax )ist und der Rest 7(Ax) gegen Null geht.

Der lineare Anteil ist fiir sehr kleine A x eine i.a. gute Approximation fiir Ay und wird
Differential von f (f:D—R, DCIR) bzw. vony genannt, geschrieben als df oder dy .
Das ergibt: A y~dy:=f "(x)Ax . Schreibt man fiir sehr kleine A x auch dx, so hat man:

dy=f"'(x)dx .Fir f'(x) schreibt man dann sinnfilligerweise auch % oder Z,i
X

b. dim =2
Sei f3U—>|R:x:(x1:x2)'_’f(x)zf(x1,x2) , UcR? offen.

An den Graphen von f wird im Punkt P (xo1¥ol f(x,,¥,)) die Tangentialebene t mit der
Gleichung ttz=f(x0,y0)+[%f] (x—xo)—l-[%f] (¥=¥0) oder einfacher

X0, Yo

t12= (20, 3o+ £ (0 3o) (X x0)+ £, (X0, o) (7= o) gelegt

: Tang"entialebéne titi P

Tangentialvektor

\ r,=(0, 1 (x,,)

.-').2:=t; (xw}'{r)

e

h + Tangentialvektor
£=(1,0,£(x,:¥,)):,
W v Ad

y



P(xy,v0, f(x0, o)) liegt auf Graph von f. R(x,+Ax,y,+Ay, f(xo,yo)) liegt auf der
gleichen Hohe wie P. T (xy+A x| yo+A | f (xq, vo)+ f (xq, yo) Ax+ £, (x5, 70) Ay) st der
Punkt auf der Tangentialebene. O(x,+Ax|yo+Ay| fxg+Ax, yo+Ay)) istder Graphpunkt
der die gleichen x- und y-Koordinaten hat wie R und T.

Az ist der Hohenunterschied zwischen Qund R: A z:=f(xy+Ax, yo+Ay)—f(xy, ¥o) .
Der Hohenunterschied Az, zwischen Q und T ist :

Azlzzf(xo'i_Ax:y0+Ay)_(f(xO:yo>+fx(xo:yo)Ax+fy<xo:yo)Ay)::r(Ax’Ay)

Der Hohenunterschied zwischen T und R ist:

df5:f(x0’ yo)"'fx(xo:yo)Ax"'fy(xo’ yO)Ay_f(XO’yO):fx(XO’y0>Ax+fy(x0’yO)Ay .

Az=Az+df  wobeifir (Ax,Ay)—(0,0) Az,—0 schneller als linear gegen Null geht.

df strebt dagegen linear gegen Null. Man nennt es das Differential von f im Punkt (x0. 7o)

df = f (x4, yo)Ax+ f,(xy, ) Ay ist eine lineare Funktionin (Ax,Ay) .Man kann df
7lxo, ) -(Ax)zgradf(xo, yo)'(Ax):grad f(xo, yo)'m .
[0 30) |\ Ay Ay
Anstatt grad f schreibt manauch V f (sprich: Nabla f (,,Harfe*)).

auch schreiben als 9 :(

Im eindimensionalen Fall (siehe a)) ist  df = f .(x,)-Ax=/"(x,)-Ax gerade dortige Formel.

Die rosa eindimensionalen Graphen erhilt man als Schnitt des Graphen von f (x,y) mit der

Ebene, die durch P geht und parallel zur x,z-Koordinatenebene ist, bzw. mit der Ebene, die durch P

geht und parallel zur y,z-Koordinatenebene liegt.

Die partiellen Ableitungen f x(xo,yo) bzw. f y(xo , yo) sind die Steigungen der Tangenten an

die entsprechenden rosa Graphen-Kurven im Punkt P.

Multipliziert man die Tangentialvektoren Vx=(1,0, 1(x,, yo)) und ¥ y=(0,1 I y(xo, yo)) auf

diesen Kurven mit Ax bzw. Ay und addiert sie auf, erhédlt man den Tangentialvektor PT :
Ax'rx"'Ay'ry:(Ax: Ay, Ax'fx(xo:yo)"'A)"fy(xo: yo)):(Ax: Ay,df)
(PT)=7—-p=(Ax,Ay,df) .

Schreibt man auch hier fiir kleine Argumentdnderungen anstatt Ax=:dx und A y=:dy ,so hat
man folgende Formel fiir das Differential:

df:gradf(xo,yo)'(zll;)=%(xo’yo)dx+%(x07yo)dy

c.dim=n

Die Formel fiir das Differential ldsst sich nun einfach verallgemeinern.
Sei f:U—-R,x=(x,..,x,)~ f(x)=Ff(x,..,x,) mit UcR" offen.

Das Differential der Funktion f im Punkt x= (x s vees xn) ist
dx n
df :=grad f(x) :] ZZ g—f(x)dxi
: 5y
dx, s
] £l
d. [rU-R" x=(x,,...x,) fx)=f(x ... x,)= : mit UcR" offen.



Sind alle Komponentenfunktionen f;:U—IR" total differenzierbar in x, so auch die gesamte
Funktion f .Das Differential D f(x) im Punkt x ist iiber die Jacobimatrix J f(x)
darstellbar:

6f1(x) 8f1(x)

0x, T ox,
afz(x) afz(x)

n

Jf(x)=|Tox 7 T ax

0 X, ox,
8fl(x) 6f1(x)
ox, T ox, of(x) o f(x)
rdx +. 2
a\ lorx) o) |fax) | Tam ox
Df(x)=J f(x)| : |=| 6x, ~ “ox, [|: : =
dxn : : dxn afm(x) af‘m(x)
’ ’ . +..+
of,lx) ) ox, Tt T
0 x, T ox,
- 0./
25y (x)dx,
a0/,
25y (x)dn,
Fir m=1 haben wir den Fall ¢). Fiir n=1,m=1 den Fall a). SO 2

Tangentialebege t iT; i

Beispiel 1 fiir b.: f(x,y)=1—%-(x2+y2); P(1]0]0,75)

0(2]1]-0,25) T(2/1]0,25)

t:z=—0,5x+1,25

of__ 1 of_ 1 __ 1 _
o= 2Y oy /)=y ,(10)=0

_lx . _l *
V f=grad f = ? =>df =grad f(1,0)-Ax=" 2 -(ix)
-3 0 y

df=—3Ax=—dc  mit de=l=df =3




Beispiel 2 fiirb.:  f(x,y)=2—sin(y)—x> P(1]1]0,159) (blau)
blaue Tangentialebene in P #:z=—2x—-0,54 y+2,7

%:—u %=—c08(y):'fx(1,1)=—2 f,(1,1)=-0,
-2

szgradfz( —2x ))=>df=gradf(1,1)-5:(_0 54)(2;

—cos(y
=>df=—2Ax—0,54A y=—2dx—0,54dy

Beispiel 3 fiirc.:  f:R’—>R; f(x,y,z)=x+)y’—2z Diese Funktion ordnet jedem Punkt
(x,y,z)€R’ einen Skalar, eben x+y’—2z zu. f nennt man daher auch ein Skalarfeld. Man

konnte jeden Punkt (x,y,z)€R’ mit dem Funktionswert entsprechender Dicke zeichnen.

Sei P(1]2[1) (rot).

of _, of _ Of _ 5, _ - —
ax—l ay_zy P 2= £ (12,1)=1 f,(1,2,1)=4 f.(1,2,1)==2

1 1 Ax
V f=grad f=|2y |=df=grad f(1,2,1)-Ax=| 4 ||Ay
—2 —2/\Az

>df =Ax+4Ay—-2Az=dx+4dy—2dz

0|

Fiir ein paar diskrete Punkte siehe rechte Grafik.

Silx,y) sin (x)
Beispiel 4 fiir d.: fR-R; f(x,y)= f>(x,»)|=|cos(y)| .Die Funktion ordnet jedem

f3(x’ y) 1
Punkt in der x,y-Ebene einen Vektor zu. Man nennt sie daher auch ein Vektorfeld.
0,84
Sei P(1|1) (der Vektor [0,54| ,der diesem Punkt zugeordnet ist, ist rot.)
1
df 9/, 9f, 9/, 915 9/
= =0 =0 =— =0 =0
o cos(x) oy ox oy sin (y) ox oy
cos(x) 0
Jflx)=| 0  —sin(y)
0 0 —
cos(x) 0 P cos (x)dx
Df(x)= 0  —sin(y) (dx)= —sin(y)dy
0 0 Y 0



