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Bisher habe ich die Bedürfnisse in befriedigt (1) und nicht befriedigt (0) unterteilt, indem Werte 
größer 1 auf 1 und Werte kleiner 0 auf 0 normiert wurden. Das hatte den Vorteil größerer 
Übersichtlichkeit, aber den mathematischen Nachteil, dass die Wirkung der Strukturmatrix nicht 
hinreichend allgemein berechenbar war.

Ich lasse jetzt beliebige rationale Werte zu (irrationale ergeben hier keinen Sinn),  sowohl für die 
Strukturmatrix S als auch für die Zustandsvektoren n. 

Positive Werte für den Zustand der Bedürfnisse, bedeuten Befriedigung, je nach Größe der Zahl die 
Stärke der Befriedigung, wobei es sicherlich ein Maximum gibt.
Wert 0 bedeutet keine Befriedigung und negative Werte Frustration bis Abneigung gegen das 
Bedürfnis. Es handelt sich je um das eigene Bedürfnis der betrachteten Personen.

In der Strukturmatrix S=(n11 n12 … n1m

n21 n22 … n2m

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
nm1 nm2 … nmm

)  bedeutet n l k den Einfluss von Bedürfnis 

nk auf das Bedürfnis n l . Positive Werte bewirken eine Verstärkung der Befriedigung, Wert 0 
bewirkt nichts und negative Werte bewirken eine Verminderung oder Blockierung.

Als Beispiel sind hier drei Bedürfnisse aufgeführt, wobei jedes Bedürfnis das Bedürfnis im 
Uhrzeigersinn verstärkt, gegen den Uhrzeigersinn hemmt und jedes Bedürfnis wirkt 

selbstverstärkend. Die Strukturmatrix lautet in diesem Fall S=( 1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1 )

T

. Die Zahlen 

rechts geben die Situationsnummern für die Zustände der drei Bedürfnisse an und ihre Dynamik, 
die sich ergibt durch den Einfluss der Struktur. In der untenstehenden Tabelle gibt die letzte Spalte
die Länge des Zyklus an. Zum Beispiel bedeutet 2, dass Bedürfnis n3 befriedigt ist, 7 dass die 
Bedürfnisse n1  und n2 befriedigt sind. Die dabei jeweils nicht aufgeführten Bedürfnisse sind 



nicht befriedigt.

Zum Beispiel wirkt auf Situation 2 die Strukturmatrix und ergibt im nächsten Takt die Situation 6 

wie folgt: S⋅⃗n=( 1 −1 1
1 1 −1
−1 1 1 )⋅(001)=( 1

−1
1 ) , das normiert (101) ergibt, das als Situation 6 

kodiert ist.

Das war im einfachen System. Jetzt würde die gleiche Strukturmatrix die Situation 2  in eine neue 
noch nicht kodierte Situation überführen, die das erste und dritte Bedürfnis befriedigt, das zweite 

jedoch frustriert. Die zweite Anwendung von S ergäbe ( 3
−1
−1)  oder 

S2⋅(001)=(
−1 −1 3
3 −1 −1
−1 3 −1)⋅(001)=( 3

−1
−1) , bei dem das erste Bedürfnis stark befriedigt ist und die 

beiden anderen nun frustriert. 

Diese Strukturmatrix hat folgende Eigenwerte: λ=1∨λ=1±√3 i . Ich glaube nicht, dass 
komplexe Werte hier einen Sinn haben, so dass nur der Wert 1 übrig bleibt.  Sein Eigenvektor ist 

(111) . Dieser Vektor also, bei dem alle Bedürfnisse gleichermaßen befriedigt sind, ist der einzig 

stabile. Um die dynamischen Eigenschaften der anderen Zustände zu betrachten, ist es günstig, die 
Matrix zu diagonalisieren. Sie ist diagonalisierbar, wenn sie paarweise verschiedene Eigenwerte 
besitzt, wie das in unserem Fall ist. 
Dazu brauchen wir die anderen Eigenvektoren:

(1−λ −1 1
1 1−λ −1
−1 1 1−λ)⋅( xyz)=0 Für λ=1+√3 i also (−√3 i −1 1

1 −√3 i −1
−1 1 −√3 i)⋅(xyz)=0 ergibt 

den Eigenvektor (bzw. die Vielfache davon) (1+√3 i
1−√3 i
−2 ) und für λ=1−√3 i also

(√3i −1 1
1 √3 i −1
−1 1 √3 i)⋅(xyz)=0 ergibt den Eigenvektor (1−√3 i

1+√3 i
−2 )  , also drei l.u. Eigenvektoren.

Die diagonalisierende Matrix ist P=(1 1+√3i 1−√3 i
1 1−√3i 1+√3 i
1 −2 −2 ) und die Diagonalmatrix D ist also

P−1 S P=D . Dazu brauchen wir noch die inverse Matrix zu P :

Über Adjungierte adj (P)T : Zunächst die Kofaktoren:

C11=4 √3 i C12=3+√3 i C13=−3+√3 i
C21=4√3 i C22=−3+√3 i C23=3+√3 i
C31=4 √3 i C32=−2√3i C33=−2√3i



Also ist adj (P)=( 4 √3 i 4√3 i 4√3 i
3+√3i −3+√3i −2√3i
−3+√3 i 3+√3 i −2√3i)

det (P )=∣1 1+√3i 1−√3 i
1 1−√3i 1+√3 i
1 −2 −2 ∣=a11C 11+a21C 21+a31C31=C11+C21+C31=12√3i

Und nach der Formel P−1= 1
det (P)

adj (P ) = − 1
36 √3 i( 4√3 i 4√3i 4√3 i

3+√3 i −3+√3 i −2√3 i
−3+√3i 3+√3 i −2√3 i)=

=(
1
3

1
3

1
3

1
12
− 1

12 √3 i 1
12
+ 1

12 √3 i −1
6

1
12
+ 1

12 √3 i 1
12
− 1

12 √3 i −1
6
) . 

P−1 SP=(
1
3

1
3

1
3

1
12
− 1

12 √3 i 1
12
+ 1

12 √3i −1
6

1
12
+ 1

12 √3 i 1
12
− 1

12 √3 i −1
6
)⋅(1 −2+2√3 i −2−2√3 i

1 4 4
1 −2−2√3 i −2+2√3 i)=

(1 0 0
0 1+√3 i 0
0 0 1−√3 i)=D mit den Eigenwerten in der Diagonalen.

D k=(1 0 0
0 (1+√3i)k 0
0 0 (1−√3i)k)  und Sk=PDk P−1

Sk=(1 1+√3 i 1−√3i
1 1−√3 i 1+√3i
1 −2 −2 )⋅(

1 0 0
0 (1+√3 i )k 0
0 0 (1−√3 i)k)⋅(

1
3

1
3

1
3

1
12
− 1

12 √3 i 1
12
+ 1

12 √3 i −1
6

1
12
+ 1

12 √3 i 1
12
− 1

12 √3 i −1
6
)=  

=(1 (1+√3 i)k+1 (1−√3i)k+1

1 4(1+√3i)k−1 4(1−√3i)k−1

1 −2(1+√3i)k −2 (1−√3 i)k)⋅(
1
3

1
3

1
3

1
12
− 1

12 √3i 1
12
+ 1

12 √3i −1
6

1
12
+ 1

12 √3i 1
12
− 1

12 √3i −1
6
)=



(
1
3
+1

3
(1+√3 i)k+1

3
(1−√3i)k 1

3
+ 1

12
(1+√3 i)k+2

+ 1
12
(1−√3 i)k+2 1

3
−1

6
(1+√3i)k+1

−1
6
(1−√3 i)k+1

1
3
+ 4

3
(1+√3i)k−2

+4
3
(1−√3i)k−2 1

3
+1

3
(1+√3 i)k+1

3
(1−√3 i)k 1

3
−2

3
(1+√3i)k−1

− 2
3
(1−√3i)k−1

1
3
−2

3
(1+√3 i)k−1

−2
3
(1−√3 i)k−1 1

3
−1

6
(1+√3i)k+1

−1
6
(1−√3i)k+1 1

3
+1

3
(1+√3 i)k+1

3
(1−√3 i)k )

= 1
12( 4+4(1+√3i)k+4 (1−√3 i)k 4+(1+√3i)k+2

+(1−√3i)k+2 4−2(1+√3 i)k+1
−2(1−√3 i)k+1

4+16(1+√3i)k−2
+16(1−√3i)k−2 4+4 (1+√3 i)k+4(1−√3 i)k 4−8(1+√3 i)k−1

−8(1−√3i)k−1

4−8(1+√3 i)k−1
−8(1−√3 i )k−1 4−2 (1+√3 i)k+1

−2(1−√3 i)k+1 4+4(1+√3 i)k+4(1−√3i)k )
mit z=1+√3i und z=1−√3i gilt:

Sk= 1
12 ( 4+4zk+4 z k 4+zk+2+z k+2 4−2zk+1−2 zk+1

4+16zk−2+16 zk−2 4+4zk+4 z k 4−8zk−1−8 z k−1

4−8zk−1−8 z k−1 4−2zk+1−2 z k+1 4+4zk+4 zk ) =

=1
3(1 1 1

1 1 1
1 1 1)+ 1

12
z k( 4 z2 −2z

16 z−2 4 −8 z−1

−8z−1 −2z 4 )+ 1
12

z k( 4 z2 −2 z
16 z−2 4 −8 z−1

−8 z−1 −2 z 4 )
Oder Sk= 1

12 ( 4+8ℜ(z k) 4+2ℜ( zk+2) 4−4ℜ(z k+1)
4+32ℜ( zk−2) 4+8ℜ(zk ) 4−16ℜ(z k−1)
4−16ℜ( zk−1) 4−4ℜ(zk+1) 4+8ℜ(z k ) )

Sk=1
3(1 1 1

1 1 1
1 1 1)+1

6 ( 4ℜ(zk ) ℜ(z k+2) −2ℜ(z k+1)
16ℜ(z k−2) 4ℜ( zk ) −8ℜ(zk−1)
−8ℜ(zk−1) −2ℜ(z k+1) 4ℜ(zk ) ) . Die Strukturmatrix ist also wie 

man sieht reell, ℜ( z
k )= ∑

s=0
s gerade

k

(ks)(−3)s/2 .

S=( 1 −1 1
1 1 −1
−1 1 1 ) S2=(−1 −1 3

3 −1 −1
−1 3 −1) S3=(−5 3 3

3 −5 3
3 3 −5) S4=(−5 11 −5

−5 −5 11
11 −5 −5)

S5=( 11 11 −21
−21 11 11
11 −21 11 ) S6=( 43 −21 −21

−21 43 −21
−21 −21 43 ) S7=( 43 −85 43

43 43 −85
−85 43 43 )

S8=(−85 −85 171
171 −85 −85
−85 171 −85) S9=(−341 171 171

171 −341 171
171 171 −341) S10=(−341 683 −341

−341 −341 683
683 −341 −341)

Jede Matrix hat genau zwei verschiedene Einträge. Pro Zeile (und Spalte) kommt ein Eintrag 
doppelt und der andere einfach vor. Bezeichnet die ersten der horizontalen Einträge mit a, b, c
und definiert einen 3-Zyklus σ(a)=b σ2(a)=c σ3(a)=a , so gibt es eine rekursive Formel
für Sk : σ k (a)k=1−2σ k−1(a)k−1 , σ k+1(a )k=σ

k−1(a)k−1 σ k+2(a)k=σ
k−1(a )k−1 , wobei 

der untere Index die entsprechenden Einträge in der Matrix Sk indiziert, a3 wäre also der erste 
Eintrag von S3 , b5 der zweite Eintrag der Matrix S5 etc.



Der entscheidende Wert ist also σ k−1(a )k−1 .
In der zweiten Zeile werden die Einträge der ersten nur permutiert, und zwar wird der singuläre 
Eintrag nach der Permutation π(1)=2,π(2)=3,π(3)=1 in der nächsten Zeile verändert, die 
beiden übrigen Zeileneinträge werden dann mit dem zweiten Wert aufgefüllt.

S11 ergibt sich also folgendermaßen: σ10(a)10=σ
1(a)10=b10=683

                                                                σ11(a)11=c11=1−2⋅683=−1365
                                                    σ12(a)11=a11=b10=683 b11=b10=683

die erste Zeile von S11 lautet also a11 b11 c11   oder   683 683 −1365
auf die zweite werden die Stellen-Permutationen π ausgeführt. die 3. Stelle wird zur 1., die 1. zur 
2. und die 2. zur 3.: −1365 683 683 ist also die zweite Zeile.
Das gleiche wird nun nochmal auf die zweite angewandt und ergibt die dritte:

683 −1365 683 . 

Damit ist S11=( 683 683 −1365
−1365 683 683

683 −1365 683 ) .

Die Matrizen sind nach einer Periode von 6 strukturgleich, nur das die Absolut-Werte (beträchtlich) 
gestiegen sind. 

Wird die Matrix auf einen beliebigen (von dem Eigenvektor (111) und dem Nullvektor abgesehen) 

Zustand  angewandt, so kehrt sie nach einem 6-Umlauf auf einem höheren Niveau auf das analoge 
Resultat zurück. Wir haben diesmal also keinen echten Zyklus (wie im normierten Fall) sondern 
eine Spirale, die sich immer höher schraubt (Pseudozyklus).  Es ist jedoch anzunehmen, dass es eine 
Ober- und Untergrenze der Quantitäten gibt, so dass die Steigerungen nicht mehr wahrnehmbar 
sind. Es handelt sich dann realistischerweise um eine Spirale die einem Grenz-Zyklus zustrebt.

Fängt man mit der Situation 1 als S1=(001)    an, bei dem das dritte Bedürfnis befriedigt ist (und 

die andern nicht) , so erhält man als nächste Situation (siehe oben) S2=( 1
−1
1 ) , eine zweite 

Anwendung ergibt S3=( 3
−1
−1)    (man holt einfach die letzte Spalte der Matrix S2 .

Dann S4=( 3
3
−5) S5=(−5

11
−5) , S6=(−21

11
11 )  , S7=(−21

−21
43 ) , S8=( 43

−85
43 )  

S9=(171
−85
−85) , S10=( 171

171
−341) , S11=(−341

683
−341) , S 12=(−1365

683
683 ) .

Man sieht die qualitative Wiederholung nach 6 Anwendungen.  Normiert man auf (legt die 
Extremwerte auf) 10 bzw. - 10, so beginnt der 6-Grenzzyklus bei S6 . Normiert man auf 5 , -5,
so beginnt er bereits bei S5 .



 

Bleibt noch die Frage, ob die beiden komplexen Eigenvektoren eine Bedeutung haben.
Für Eigenvektoren n gilt ja S n=λ n und Sk n=S S k−1 n=S λk−1 n=λk−1 S n=λk n

und damit Sk(1+√3 i
1−√3 i
−2 )=(1+√3 i)k(1+√3i

1−√3i
−2 )=( zk+1

4zk−1

−2z k)
Folgender Rhythmus: (1+√3 i

1−√3 i
−2 ) , (−2+2√3i

4
4−4√3 i ) , ( −8

4+4√3 i
4−4√3 i) , (−8−8√3 i

−8+8√3 i
16 ) ,

(−8−8√3i
−32

16+16√3 i) , ( 64
−32−32√3 i
−32+32√3i) , (64+192√3 i

64−64√3 i
−128 )

Man sieht, dass der reelle Anteil von Bedürfnis zu Bedürfnis wechselt, während die anderen 
komplex bleiben. Kann man den irrationalen Teil vielleicht als unbewusst oder nicht artikuliert 
betrachten? Auch hier liegt gemäß der allgemeinen Betrachtung eine 6-Spirale vor, die sich 
hochschaukelt. Bei Normierung gibt es hier wieder einen 6-Grenzzyklus.

Algebraische Strukturen

Wenn man alle reellen, rationalen oder ganzzahligen Werte zulässt (ohne Normierung), bilden die
Mat (3, R) , d.h. die Menge der 3x3 - Matrizen aus dem Ring/Körper der entsprechenden Zahlen, 

einen Ring.  

Betrachten wir das System, das von einer regulären Matrix S∈Mat (3,K )  erzeugt wird: 
< S >={ Sn/ n∈N } .  Da S regulär sind auch alle Potenzen regulär: (Sn)−1=: S−n . 
Sn⋅S m=S n+m , (Sn)m=S n⋅m . Das System ist eine zyklische Untergruppe der GL(3, K), der 

allgemeinen linearen Gruppe. So erzeugt unser oben gewähltes Beispiel S=( 1 −1 1
1 1 −1
−1 1 1 ) eine 

Untergruppe 

< S > , die isomorph zu ℤ ist. Die inverse Matrix S−1=1
2(1 0 1

1 1 0
0 1 1)  führt die 



Nachfolgesituation S n⃗ von n⃗ zurück zu n⃗ .  Jede beliebige Anwendung ist also theoretisch 
reversibel. Das trifft nach Normierung allerdings nicht mehr zu. Denn S6 hat dann zwei 
Vorgänger S5  und S 11 . Da dies der realistischere Fall ist, dürfte darin eine der Ursachen liegen, 
weshalb infolge der Ambiguität auf diese Weise frühe psychische Traumata schwer reparierbar sind. 

Nicht alle Strukturmatrizen sind aber umkehrbar. So ist beispielsweise die Struktur 

S=(0 1 0
1 1 1
1 −1 1) nicht regulär, da die Determinante 0 ist. < S > ist in diesem Fall also keine 

Gruppe, wie das unten stehende Diagramm zeigt:

Keine der Potenzen ist regulär,  wie man am allgemeinen Element sieht Sk=(k−1 1 k−1
k 1 k

2−k −1 2−k) .

Das gilt allgemein: Ist S nicht regulär, dann ist auch Sk nicht regulär, denn 
det (S k)=(det (S ))k und mit det (S )=0 (nicht regulär) ist auch det (S k)=0 .

Wäre eine Matrix S invertierbar (regulär), dann müsste das für alle Vektoren anwendbar sein, d.h. 
jede Folgesituation müsste eine eindeutige Vorgängersituation haben. Im rechten Diagrammteil 
sieht man aber, dass die Situation 8 und die Situation 6 je zwei Vorgänger haben. Oder algebraisch 
gesagt: S−1 S n⃗= n⃗ für alle n⃗ . Bei Situation 8 dürfte das psychologisch unproblematisch sein, 
wohingegen bei Situation 6  Bedürfnis 2 konstant frustriert bleibt, obwohl es sehr sozial (zu sozial 
in dieser Konfiguration, siehe: linker Teil des Diagramms) ist. Die nicht eindeutigen 
Anfangssituationen (2, in der nur Bedürfnis 3 zum Zug kommt und 4, in der sowohl Bedürfnis 2 
und 3 befriedigt werden) erschweren die subjektive Analyse. Es muss klar und emotional gefestigt 
werden, dass 4 trügerisch ist. 

Die Struktur ist allein durch die Wirkung auf Standardbasisvektoren (100) , (010) (
0
0
1)  

bestimmt. Denn die Matrix zeigt in der i-ten Spalte die Wirkung auf den i-ten Basisvektor, bspw.:



(a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33
)(010)=(a12

a22

a32
) . Die ausschließliche Selbstanalyse reicht also in einem sozial 

determinierten Konflikt nicht aus. Alle Beteiligten sollten die Wirkung auf sie bestimmen, um dann 
nach Alternativen Ausschau zu halten. 

Ist es vielleicht jedoch möglich, wenn man hinreichend viel Wirkungen auf nur ein Bedürfnis kennt 
(seinen Orbit) , daraus die Struktur zu rekonstruieren? 
Kennt man beispielsweise bei zwei Bedürfnissen die erste und die zweite Wirkung auf eines der 

Bedürfnisse n⃗=(n1

n2) , so kann man – falls die erste Wirkung in ( y1

y2) besteht und 

n1 y2≠n2 y1 (d.h. det (A)≠0 ) ist, die Matrix eindeutig angeben. Das inhomogene 
Gleichungssystem lautet

A⋅x⃗= y⃗=(n1 n2 0 0
0 0 n1 n2

y1 y2 0 0
0 0 y1 y2

)⋅( x1

x2

x3

x4
)=( y1

y2

y3

y4
) . Die Strukturmatrix ist S=( x1 x2

x3 x4) mit

der Annahme, den Wirkungen S⋅⃗n=( y1

y2) und S⋅( y1

y2)=( y3

y4) bzw. S2⋅⃗n=( y3

y4) .

Beispiel: n⃗=(n1

n2)=(01) ( y1

y2)=(10) ( y3

y4)=( 1
−1) n1 y2=0≠1=n2 y1

A⋅x⃗= y⃗=(0 1 0 0
0 0 0 n2

1 0 0 0
0 0 1 0 )⋅(

x1

x2

x3

x4
)=( 1

0
1
−1) ⇒ x1=1 x2=1 x3=−1 x4=0⇒S=( 1 1

−1 0)

Im normierten Bild ergibt das also: 

Die Matrizen aus Mat (3, K ) , deren Determinanten 1 sind, bilden eine Untergruppe, die spezielle 
lineare Gruppe, SL(3, K) . Wird das System aus einer solchen Matrix erzeugt, so ist es eine 
zyklische spezielle lineare Untergruppe von SL(3, K), denn det (S )=1⇒det(S k )=1 .



Beispiel 1:  ist S=(1 0 1
1 1 −1
0 1 −1) eine solche Matrix mit det (S )=1 und folglich ist < S > eine 

solche Untergruppe.

Die Matrizenreihe stellt die ersten 10 Sk dar. Man sieht, dass sich das dritte Bedürfnis sehr 
zaghaft entwickelt und auch die anderen Entwicklungen hemmt. Werden die Bedürfnisse auf  0  und 
1  genormt, so ergibt sich obiges Diagramm. 

Beispiel 2: Die Matrix S=(0 −1 0
1 0 0
0 0 1) ist eine orthogonale Matrix mit det (S )=1 , also ein 

Element der speziellen orthogonalen Gruppe SO(3) , der Drehgruppe.

Die Reihe stellt die ersten 5 Sk dar. Man sieht, dass es sich bei <S> um eine endliche zyklische 
Gruppe C4, der Ordnung 4 handelt. Welche Bedeutung hat diese für die Struktur?
Das Diagramm ist wieder wie üblich normiert. Man sieht, dass dadurch die Dynamik allerdings zum 



Teil ungünstiger erscheint. Das zweite Bedürfnis (Situation 3) wäre schnell zur dauernden 
Frustration (Situation 1) verdammt. In Situation 2 ist nur Bedürfnis 3 regelmäßig befriedigt.

Doch bei der vierten Anwendung (ohne Normierung) auf (010) , also nach vier Takten, ist es 

wieder befriedigt. 

Beschränkt man sich auf die Normierung auf 0 und 1 bzgl. der Anfangssituationen, gibt es 8 
verschiedene normierte Situationen, jedoch nur 6 Zyklen, 2  1-Zyklen und  und 4  4-Zyklen.

Es gilt Sk(n1

n2

n3
)=n1 S k(100)+n2 S k(010)+n3 S k(001) ⇒S(n1

n2

n3
)=(−n2

n1

n3
) S4(n1

n2

n3
)=(n1

n2

n3
)

Z1=<(000)> Z2=<(001)> Z3=<(100),(
0
1
0),(
−1
0
0 ),(

0
−1
0 )> Z 4=<(011),(

−1
0
1 ) ,(

0
−1
1 ),(

1
0
1)>

Z5=<(110),(
−1
1
0 ),(

−1
−1
0 ),(

1
−1
0 )> Z6=<(111) ,(

−1
1
1 ) ,(

−1
−1
1 ) ,(

1
−1
1 )>

S1∈Z 1 , S 2∈Z 2 , S 3, S 5∈Z 3 , S4 , S 6∈Z 4 , S 7∈Z5 , S 8∈Z6 .

Normiert man auf -1, 0 und 1, so gibt es 27 verschiedene Situationen. Dann gibt es insgesamt 9 
Zyklen, einen weiteren 1-Zyklus und 2 weitere 4-Zyklen:

Z7=<( 0
0
−1)> Z8=<( 1

0
−1) ,(

0
1
−1) ,(

−1
0
−1) ,(

0
−1
−1)> Z9=<(−1

1
−1),(

−1
−1
−1),(

1
−1
−1) ,(

1
1
−1)>

Bezeichnet man folgendermaßen die weiteren 19 möglichen Situationen:

S9=(−1
0
0 ) S10=( 0

−1
0 ) S11=( 0

0
−1) S12=(−1

1
0 ) S13=( 1

−1
0 ) S14=(−1

−1
0 ) S15=(−1

0
1 )

S16=( 1
0
−1) S17=(−1

0
−1) S18=( 0

−1
1 ) S19=( 0

1
−1) S20=( 0

−1
−1) S21=(−1

1
1 ) S22=(−1

−1
1 )

S23=(−1
1
−1) S24=(−1

−1
−1) S25=( 1

−1
1 ) S26=( 1

−1
−1) S27=( 1

1
−1) , so gilt

S1∈Z 1 , S 2∈Z 2 , S11∈Z 7, S3 , S 5 , S 15 , S 18∈Z4 , S7 , S12 , S13 , S14∈Z 5 , S8 , S21 , S22 , S 25∈Z6 ,
S16 , S17 , S19 , S 20∈Z 8 , S23 , S24 , S 26 , S 27∈Z 9

Die Eigenwerte dieser Strukturmatrix sind 1, i, -i mit den Eigenvektoren (001) (
i
1
0) (

−i
1
0 ) .



Alle Zustände, in denen nur das dritte Bedürfnis einen Wert ungleich  0 hat, sind 1-Zyklen. Lässt 

man alle reellen Werte zu, so gibt es unendlich viele 1-Zyklen <( 0
0
n3
)> , n3∈ℝ . Alle anderen 

Zyklen sind (maximal) 4-Zyklen.

Kann es andere echte Zyklen als 1-Zyklen und 4-Zyklen geben? Also 2-Zyklen oder 3-Zyklen?
Für einen 3-Zyklus muss gelten S3 n⃗=n⃗⇒S 4 n⃗=S n⃗⇒S n⃗= n⃗  Also gibt es keinen echten 3-
Zyklus. Wie steht es mit einem echten 2-Zyklus? S2 n⃗= n⃗⇒ n⃗=S4 n⃗=S 2 n⃗ . Also genauer:

S2 n⃗=S2(n1

n2

n3
)=(−n1

−n2

n3
)=(n1

n2

n3
) , was nur gilt, wenn n1=n2=0 , dann sind wir aber im 1-Zyklus

<( 0
0
n3
)> , n3∈ℝ . Also gibt es nur 1-Zyklen und 4-Zyklen.

Welche bedürfnistheoretische Bedeutung hat dies? 

S(n1

n2

n3
)=(−n2

n1

n3
) S2(n1

n2

n3
)=(−n1

−n2

n3
) S3(n1

n2

n3
)=( n2

−n1

n3
) S4(n1

n2

n3
)=(n1

n2

n3
)

n1→−n2→−n1→n2→n1  Das erste Bedürfnis nimmt die positiven und negativen Werte von sich 
und vom zweiten Bedürfnis an, ebenso das zweite Bedürfnis: 

n2→n1→−n2→−n1→n2 . Sie gehören befriedigungsmäßig dem gleichen 4-Zyklus an. Sie sind
um eine Dreiviertel – Drehung verschieden (vom 1. Bedürfnis aus gesehen).

n3→n3 . Das dritte bleibt autonom und konstant. Das hat je nach Ausgangssituation Vorteil bzw. 
Nachteil. 

Die beiden ersten Bedürfnisse haben im Ganzen also die gleiche Geschichte mit Gangunterschied. 
Das ist erstaunlich, da sie verschiedene Aktionen aufeinander ausüben. Hat vielleicht das dritte 
Bedürfnis eine katalysierende Wirkung?

Sei also S=(0 −1
1 0 ) .  

n1

-n2

-n1

n2



S ist Element von SO(2), den zweidimensionalen Drehungen und ist eine Drehung um 90° in 
positiver Richtung.

S=(0 −1
1 0 ) S2=(−1 0

0 −1) S3=( 0 1
−1 0) S4=(1 0

0 1)=I . < S > ist also eine

zyklische Untergruppe von SO(2) der Ordnung 4.

S(n1

n2)=(−n2

n1 ) S2(n1

n2)=(−n1

−n2) S3(n1

n2)=( n2

−n1) S4(n1

n2)=(n1

n2)
Wir haben einen 1-Zyklus und zwei 4-Zyklen bei Normierungen auf -1 , 0, 1.

<(00)> , <(10) ,(01) ,(−1
0 ) ,( 0

−1)> <(11) ,(−1
1 ) ,(−1

−1) ,( 1
−1)> .

Die Historien sind also: n1→−n2→−n1→n2→n1 wie gehabt.  Das dritte Bedürfnis hat überhaupt 
keine Wirkung wie man strukturell auch annehmen sollte. Woher aber kommt dann diese seltsame 
Symmetrie bei asymmetrischer Struktur ?
Das kommt von dem negativen Wert bei dem Zustandsvektor. Denn der Pfeil               heißt dann 
nicht mehr Unterstützung oder Stärkung, sondern nur noch Übertragung seines Zustandes auf das 

andere Bedürfnis, also bei negativem Wert auch die Hemmung, daher (−1
0 )→( 0

−1) . So besagt 

die Transformation ( 1
−1)→(11) , dass der „hemmende“ Pfeil               den Wert −1 von n2 zu 

−(−1)=1 auf n1 verändert, also die Umwandlung des Wertes bewirkt. Lässt man also nicht 
nur die Werte 0 und 1, sondern -1, 0 und 1 zu, so ergibt sich eine durchaus symmetrische Wirkung.
Die Zweierstruktur wird durch eine komplementäre Dreierstruktur ersetzt, in der die Relation
 n                m ein alternierendes Ganzes, eine Konjugation bildet und nicht nur eine Wirkung. 

Die Eigenvektoren sind zu λ=i : ( i1) bzw. zu λ=−i : (−i
1 ) .

( i1)→(−1
i )→(−i

−1)→( 1
−i)→( i1) bzw. (−i

1 )→(−1
−i )→( i

−1)→(1i )→(−i
1 ) .  Hier ein 

Fluktuieren zwischen imaginären und realen Werten.

Beispiel 3: Die Matrix S=(0 1
1 0) ist zwar orthogonal, aber det (S )=−1 , also eine 

Spiegelung.
Das ist die erste Paulimatrix. S2= I . Also ist < S > eine zyklische Gruppe der Ordnung 2.



S(n1

n2)=(n2

n1) : n1→n2→n1

<(00)> <(11)> <(−1
−1)> <(10) ,(01)> <(−1

0 ) ,( 0
−1)> <( 1

−1) ,(−1
1 )> .

Auch hier haben wir wieder eine Symmetrie, die aber schon bei der 0,1 - Normierung vorhanden ist, 
aufgrund der symmetrischen Struktur.

Den beiden Eigenwerten 1  und −1 gehören die Eigenvektoren (11)  bzw. (−1
1 ) .

Beispiel 4: S=( 0 0 1
−1 0 0
0 −1 0)∈SO(3) S2=(0 −1 0

0 0 −1
1 0 0 ) S3= I

Also ist < S > eine zyklische Gruppe der Ordnung 3.

S(n1

n2

n3
)=( n3

−n1

−n2
) S2(n1

n2

n3
)=(−n2

−n3

n1
) <(000)> <( 1

−1
1 )> <(−1

1
−1)>

<(100) ,(
0
−1
0 ) ,(

0
0
1)> <(010) ,(

0
0
−1) ,(

−1
0
0 )> <(011) ,(

1
0
−1) ,(

−1
−1
0 )> <( 0

1
−1),(

−1
0
−1) ,(

−1
1
0 )>

<( 0
−1
1 ),(

1
0
1) ,(

1
−1
0 )> <( 0

−1
−1),(

−1
0
1 ) ,(

1
1
0)> <(111) ,(

1
−1
−1),(

−1
−1
1 )> <( 1

1
−1),(

−1
−1
−1) ,(

−1
1
1 )>

Also 3 1-Zyklen und 8 3-Zyklen.

Eigenvektor ist ( 1
−1
1 ) zum Eigenwert 1.  Jedes Bedürfnis wird in je 7 von 10 Zyklen befriedigt.

Beispiel 5:  S=(0 1 0
0 0 1
1 0 0)∈SO(3)



S2=(0 0 1
1 0 0
0 1 0) S3= I . < S > ist wieder eine zyklische Gruppe der Ordnung 3.

S(n1

n2

n3
)=(n2

n3

n1
) S2(n1

n2

n3
)=(n3

n1

n2
) <(000)> <(111)> <(−1

−1
−1)>

<(001) ,(
0
1
0) ,(

1
0
0)> <( 0

0
−1),(

0
−1
0 ) ,(

−1
0
0 )> <(011) ,(

1
1
0) ,(

1
0
1)> <( 0

1
−1),(

1
−1
0 ) ,(

−1
0
1 )>

<( 0
−1
1 ),(

−1
1
0 ) ,(

1
0
−1)> <( 0

−1
−1),(

−1
−1
0 ) ,(

−1
0
−1)> <( 1

1
−1),(

1
−1
1 ) ,(

−1
1
1 )>

<( 1
−1
−1),(

−1
−1
1 ) ,(

−1
1
−1)> Jedes Bedürfnis wird in je 7 von 10 Zyklen befriedigt.

Eigenvektor ist (111) zum Eigenwert 1.

Beispiel 4 und 5 sind die beiden einzigen Typen aus SO(3). Sie haben 3 1-Zyklen und 8 3-Zyklen
und haben gleiche Eigenschaften: Jedes Bedürfnis wird in je 7 von 10 Zyklen befriedigt.

Beispiel 6:  S=(0 0 1
1 0 0
0 −1 0)∈O(3) mit det (S )=−1 . Also eine Drehspiegelung.

S=(0 0 1
1 0 0
0 −1 0) S2=( 0 −1 0

0 0 1
−1 0 0) S3=(−1 0 0

0 −1 0
0 0 −1)=−I S4=( 0 0 −1

−1 0 0
0 1 0 )=−S

S5=(0 1 0
0 0 −1
1 0 0 )=−S 2 S6=(1 0 0

0 1 0
0 0 1)=I < S > ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 6.

S n⃗=S(n1

n2

n3
)=( n3

n1

−n3
) <(000)> <( 1

−1
−1),(

−1
1
1 )> <(001) ,(

1
0
0) ,(

0
1
0) ,(

0
0
−1) ,(

−1
0
0 ) ,(

0
−1
0 )>



<(011),(
1
0
−1),(

−1
1
0 ) ,(

0
−1
−1),(

−1
0
1 ) ,(

1
−1
0 )> <( 0

1
−1),(

−1
0
−1) ,(

−1
−1
0 ) ,(

0
−1
1 ),(

1
0
1) ,(

1
1
0)>

<(111) ,(
1
1
−1),(

−1
1
−1),(

−1
−1
−1) ,(

−1
−1
1 ) ,(

1
−1
1 )>

Wir haben 1 2-Zyklus und 4 6-Zyklen.  Alle Bedürfnisse werden in jedem nicht trivialen Zyklus
mindestens einmal befriedigt.

Zum Eigenwert -1 gehört der Eigenvektor (−1
1
1 )

Beispiel 7:  S=( 0 0 −1
−1 0 0
0 −1 0 )∈O(3) mit det (S )=−1 . Also wieder Drehspiegelung.

S=( 0 0 −1
−1 0 0
0 −1 0 ) S2=(0 1 0

0 0 1
1 0 0) S3=(−1 0 0

0 −1 0
0 0 −1)=−I S4=−S S5=−S 2

S6= I . < S > ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 6.

S n⃗=S(n1

n2

n3
)=(−n3

−n1

−n2
) <(000)> <(111),(

−1
−1
−1)> <(001) ,(

−1
0
0 ) ,(

0
1
0) ,(

0
0
−1) ,(

1
0
0) ,(

0
−1
0 )>

<(011) ,(
−1
0
−1) ,(

1
1
0) ,(

0
−1
−1) ,(

1
0
1) ,(
−1
−1
0 )> <( 0

1
−1),(

1
0
−1) ,(

1
−1
0 ) ,(

0
−1
1 ),(

−1
0
1 ),(

−1
1
0 )>

<( 1
1
−1) ,(

1
−1
−1) ,(

1
−1
1 ) ,(

−1
−1
1 ) ,(

−1
1
1 ) ,(

−1
1
−1)>

Wir haben wieder 1 2-Zyklus und 4 6-Zyklen.  Alle Bedürfnisse werden in jedem nicht trivialen 
Zyklus mindestens einmal befriedigt.

Zum Eigenwert -1 gehört der Eigenvektor (111) .



Mit Beispiel 6 und 7 sind alle relevanten Strukturen aus O(3) mit Determinante -1 gegeben.

Wechsel zwischen Strukturen

Bedürfnisstrukturen sind nur zeitweilig stabil. Wie sieht nun der Wechsel aus?
Bleiben wir zunächst innerhalb der Gruppe SO(3).

S4=( 0 0 1
−1 0 0
0 −1 0)∈SO (3) aus Beispiel 4 und S5=(0 1 0

0 0 1
1 0 0)∈SO (3) aus Beispiel 5

seien kombiniert. Das bedeutet allerdings eine relativ große Änderung.

S4⋅S 5=(1 0 0
0 −1 0
0 0 −1) hat die Ordnung 2, gehört also zwar noch offiziell zu SO(3), aber 

bedürfnistheoretisch uninteressant, da keine Interaktion mehr besteht, sondern die Bedürfnisse 
isoliert sind und nur zusammen betrachtet werden:

S5⋅S4=(−1 0 0
0 −1 0
0 0 1) hat ebenfalls die Ordnung 2 und ist ≠S4⋅S 5 , wie üblich. Hat auch 

keine interessante aber analoge Struktur:

Wenn bspw. Bedürfnisse aus einem dreier S4-Zyklus in eine zweier S4⋅S 5 - Struktur überspringen 
und dann in den S5-Zyklus übergehen, so springt etwa ein Bedürfnis von einem 3-Zyklus

<(−n2

n3

−n1
),( n3

−n1

−n2
),(−n1

−n2

n3
)> in einen anderen 3-Zyklus <(n1

n2

n3
) ,( n3

−n1

−n2
),(−n2

−n3

n1
)> , was für die 

Bedürfnisse – je nach Ausgangssituation besser oder schlechter sein kann.

So ein Sprung kann aber auch durch eine spontane Wertänderung eines oder mehrerer Bedürfnisse 
ohne Strukturveränderung zustande kommen, falls es, wie in unserem Fall, mehrere Zyklen gibt.

Wie sehen die einfacheren Struktur-Veränderungen innerhalb der SO(3)-Gruppe aus? 

         



S1=( 0 1 0
0 0 −1
−1 0 0 )⇒S 2=(0 1 0

0 0 1
1 0 0) S1(n1

n2

n3
)=( n2

−n3

−n1
) S2(n1

n2

n3
)=(n2

n3

n1
) Permutation

S1⋅S2=( 0 1 0
0 0 −1
−1 0 0 )⋅(

0 1 0
0 0 1
1 0 0)=(

0 0 1
−1 0 0
0 −1 0) ,

der Ordnung 3 mit S1⋅S2(n1

n2

n3
)=( n3

−n1

−n2
)

bzw. S2⋅S1=(0 1 0
0 0 1
1 0 0)⋅(

0 1 0
0 0 −1
−1 0 0 )=(

0 0 −1
−1 0 0
0 1 0 ) ,

der Ordnung 3 mit S2⋅S1(n1

n2

n3
)=(−n3

−n1

n2
)

S1 hat folgende nichttriviale Zyklen: <( 1
1
−1)> <(−1

−1
1 )>

<(001) ,(
0
−1
0 ) ,(

−1
0
0 )> <( 0

0
−1),(

0
1
0) ,(

1
0
0)> <(011) ,(

1
−1
0 ) ,(

−1
0
−1)> <( 0

1
−1),(

1
1
0) ,(

1
0
−1)>

<( 0
−1
1 ),(

−1
−1
0 ) ,(

−1
0
1 )> <( 0

−1
−1),(

−1
1
0 ) ,(

1
0
1)> <(111),(

1
−1
−1) ,(

−1
1
−1)> <( 1

−1
1 ),(

−1
−1
−1),(

−1
1
1 )>

S2 hat folgende nichttriviale Zyklen: <(111)> <(−1
−1
−1)>

<(001) ,(
0
1
0) ,(

1
0
0)> <( 0

0
−1),(

0
−1
0 ) ,(

−1
0
0 )> <(011) ,(

1
1
0) ,(

1
0
1)> <( 0

0
−1),(

1
−1
0 ) ,(

−1
0
1 )>

<( 0
−1
1 ),(

−1
1
0 ) ,(

1
0
−1)> <( 0

−1
−1),(

−1
−1
0 ) ,(

−1
0
−1)> <( 1

1
−1),(

1
−1
1 ) ,(

−1
1
1 )>

<( 1
−1
−1),(

−1
−1
1 ) ,(

−1
1
−1)>

S2 S1 hat folgende nichttriviale Zyklen: <(−1
1
1 )> <( 1

−1
−1)>



<(001) ,(
−1
0
0 ) ,(

0
1
0)> <( 0

0
−1),(

1
0
0) ,(

0
−1
0 )> <(011) ,(

−1
0
1 ) ,(

−1
1
0 )> <( 0

1
−1),(

1
0
1) ,(
−1
−1
0 )>

<( 0
−1
1 ),(

−1
0
−1) ,(

1
1
0)> <( 0

−1
−1),(

1
0
−1) ,(

1
−1
0 )> <(111),(

−1
−1
1 ) ,(

−1
1
−1)> <( 1

1
−1),(

1
−1
1 ),(

−1
−1
−1)>

Und wenn der Übergang stetiger erfolgt, etwa S1 , S1 , S 2⋅S 1 , S 2 . Welchen Zyklusübergang 
bewirkt das? 

(n1

n2

n3
)→S1 ( n2

−n3

−n1
)→S 1(−n3

n1

−n2
) →S 2⋅S 1(n2

n3

n1
)→S2 (n3

n1

n2
)  Vom Zyklus <(n1

n2

n3
) ,( n2

−n3

−n1
) ,(−n3

n1

−n2
)> zu

<(−n3

n1

−n2
) ,(n2

n3

n1
),(−n1

−n2

n3
)>  und dann <(n2

n3

n1
) ,(n3

n1

n2
),(n1

n2

n3
)>

Sei konkret (111) der Startzustand, der im 7. Zyklus von S1 ist: <(111) ,(
1
−1
−1),(

−1
1
−1)> . Er 

wechselt in den leicht anderen 7. Zyklus von S2 S1 , um schließlich in den <(111) ,(
−1
−1
1 ) ,(

−1
1
−1)> ,

um schließlich in den 1-Zyklus <(111)> von S2 zu enden.

Wäre einmal weniger S1 gefolgt, so wäre er im stationären <( 1
−1
−1)> von  S2 S1  geblieben, um 

noch in den letzten Zyklus <( 1
−1
−1),(

−1
−1
1 ) ,(

−1
1
−1)> von S2 zu übergehen mit wesentlich anderer 

Zukunft. Man sieht, kleine Veränderungen können größere Folgen haben, für alle Bedürfnis recht 
negative.

Betrachtet man die echten Strukturen aus drei Bedürfnissen, die also nicht auf Zweierstrukturen 
oder Einerstrukturen reduzierbar sind und die sich selbst gegenüber neutral sind, so stehen in der 
Diagonalen lauter Nullen. Diese Matrizen untereinander multipliziert ergeben wieder solche bis auf 
vier Diagonalmatrizen (einschließlich der Einheitsmatrix). Nimmt man diese hinzu, so ergibt sich 
eine bedürfnistheoretisch relevante Untergruppe SON (3) von SO(3) der Ordnung 12, wobei die 
vier Diagonalmatrizen eine weitere Untergruppe SONI (3) der Ordnung 4 bilden, die 
Individualgruppe, innerhalb derer es eigentlich keine Verbindung untereinander gibt, sondern die 
Bedürfnisse nur ihre eigene Selbstwirkung verändern.



S0= I , S1=(0 −1 0
0 0 −1
1 0 0 ) S1(n1

n2

n3
)=(−n2

−n3

n1
)

S2=( 0 −1 0
0 0 1
−1 0 0) S2(n1

n2

n3
)=(−n2

n3

−n1
)

S3=( 0 0 −1
−1 0 0
0 1 0 ) S3(n1

n2

n3
)=(−n3

−n1

n2
)

S4=(0 0 −1
1 0 0
0 −1 0 ) S4(n1

n2

n3
)=(−n3

n1

−n2
)

S5=( 0 0 1
−1 0 0
0 −1 0) S5(n1

n2

n3
)=( n3

−n1

−n2
)

S6=(0 0 1
1 0 0
0 1 0) S6(n1

n2

n3
)=(n3

n1

n2
)

S7=( 0 1 0
0 0 −1
−1 0 0 ) S7(n1

n2

n3
)=( n2

−n3

−n1
)

S8=(0 1 0
0 0 1
1 0 0) S8(n1

n2

n3
)=(n2

n3

n1
)

S9=(1 0 0
0 −1 0
0 0 −1) S9(n1

n2

n3
)=( n1

−n2

−n3
)



S10=(−1 0 0
0 1 0
0 0 −1) S10(n1

n2

n3
)=(−n1

n2

−n3
)

S11=(−1 0 0
0 −1 0
0 0 1) S11(n1

n2

n3
)=(−n1

−n2

n3
)

∘ S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 S11 S0

S1 S5 S4 S9 S10 S0 S11 S6 S3 S8 S2 S7 S1

S2 S6 S3 S0 S11 S9 S10 S5 S4 S7 S1 S8 S2

S3 S10 S0 S2 S8 S7 S1 S9 S11 S5 S6 S4 S3

S4 S11 S9 S1 S7 S8 S2 S0 S10 S6 S5 S3 S4

S5 S0 S10 S8 S2 S1 S7 S11 S9 S3 S4 S6 S5

S6 S9 S11 S7 S1 S2 S8 S10 S0 S4 S3 S5 S6

S7 S3 S6 S11 S0 S10 S9 S4 S5 S2 S8 S1 S7

S8 S4 S5 S10 S9 S11 S0 S3 S6 S1 S7 S2 S8

S9 S2 S1 S4 S3 S6 S5 S8 S7 S0 S11 S10 S9

S10 S7 S8 S5 S6 S3 S4 S1 S2 S11 S0 S9 S10

S11 S8 S7 S6 S5 S4 S3 S2 S1 S10 S9 S0 S11

S0 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 S11 S0

In der zweiten Zeile stehen die Nebenklassen S i N bzgl. N :={ S 9 , S10 , S11 , S0 } in den Farben 
Gelb, Rot und Grün.

Untergruppen von SON (3) :

zyklische:

< S 0 >={ S0 }
< S 9 >={S 9 , S0 } < S 10>={ S 10 , S 0} < S 11>={ S 11 , S 0}
< S 1 >={ S 1 , S 5 , S0 } < S 2 >={ S2 , S 3 , S 0} < S 4 >={ S 4 , S 7 , S0 } < S 6 >={S 6 , S8 , S0 }

nicht zyklische: { S9 , S 10 , S 11 , S 0}≃<S 9, S 10 >≃V ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.

Sie ist die Kommutatorgruppe K (SON (3)) von SON (3) .

Der Kommutator von S1 S 2 , also [ S1 S 2 ]=S 2
−1 S 1

−1 S 2 S1 ist S3 S 5 S2 S1=S7 S6=S 9

S1 S 2 S 9=S 4 S 9=S6=S 2 S 1 , also S1 S 2[ S 1 S2 ]=S 2 S 1 . Ist der Kommutator = S0= I , dann 



kommutieren die entsprechenden Elemente. [ S i , S j ]=[ S j , S i ]
−1 .

[ S1 S 2 ]=S 9 , [ S1 S 3]=S11 , [ S1 S 4 ]=S 9 , [ S1 S 5]=S0 , [ S1 S 6]=S10 ,  [ S1 S 7]=S10 ,
[ S1 S 8]=S11 , [ S1 S 9]=S11 , [ S1 S 10]=S9 , [ S1 S 11]=S 10 , 
[ S2 S1 ]=S 9 , [ S2 S3 ]=S 0 , [ S2 S4 ]=S 10 , [ S2 S5 ]=S11 , [ S2 S6 ]=S 9 , [ S2 S7 ]=S 11

[ S2 S8 ]=S10 , [ S2 S9 ]=S 11 , [ S2 S10 ]=S9 , [ S2 S11]=S10 ,
[ S3 S 1]=S11 , [ S3 S 2 ]=S 0 , [ S3 S 4 ]=S 9 , [ S3 S 5]=S10 , [ S3 S 6 ]=S11 , [ S3 S 7 ]=S10 ,
[ S3 S 8]=S9 , [ S3 S 9 ]=S10 , [ S3 S 10]=S11 , [ S3 S 11]=S 9 ,
[ S4 S1 ]=S 9 , [ S4 S2 ]=S 10 , [ S4 S3 ]=S 9 , [ S4 S5 ]=S 11 , [ S4 S6 ]=S 10 , [ S4 S7 ]=S 0 ,
[ S4 S8 ]=S 11 , [ S4 S9 ]=S 10 , [ S4 S10 ]=S 11 , [ S4 S11 ]=S9 ,
[ S5 S 1]=S0 , [ S5 S 2 ]=S11 , [ S5 S 3]=S10 , [ S5 S 4 ]=S 11 , [ S5 S 6]=S9 , [ S5 S 7]=S9 ,
[ S5 S 8]=S10 , [ S5 S 9]=S10 , [ S5 S 10]=S11 , [ S5 S 11]=S 9 ,
[ S6 S 1]=S10 , [ S6 S 2 ]=S 9 , [ S6 S 3 ]=S11 , [ S6 S 4 ]=S 10 , [ S6 S 5]=S9 , [ S6 S 7 ]=S11 ,
[ S6 S 8]=S0 , [ S6 S 9 ]=S10 , [ S6 S 10]=S11 , [ S6 S 11]=S9 ,
[ S7 S 1]=S10 , [ S7 S 2 ]=S 11 , [ S7 S 3 ]=S10 , [ S7 S 4 ]=S 0 , [ S7 S 5]=S9 , [ S7 S 6 ]=S11 ,
[ S7 S 8]=S9 , [ S7 S 9 ]=S11 , [ S7 S 10]=S9 , [ S7 S 11]=S10 ,
[ S8 S 1]=S11 , [ S8 S 2 ]=S10 , [ S8 S 3]=S9 , [ S8 S 4 ]=S 11 , [ S8 S 5]=S10 , [ S8 S 6]=S0 ,
[ S8 S 7]=S9 , [ S8 S 9]=S11 , [ S8 S 10]=S9 , [ S8 S 11]=S 10 ,
[ S9 S 1]=S11 , [ S9 S 2 ]=S 11 , [ S9 S 3 ]=S10 , [ S9 S 4 ]=S 10 , [ S9 S 5]=S10 , [ S9 S 6 ]=S10 ,
[ S9 S 7 ]=S11 , [ S9 S 8]=S11 , [ S9 S 10]=S0 , [ S9 S 11]=S0 ,
[ S10 S 1]=S9 , [ S10 S 2 ]=S9 , [ S10 S 3]=S11 , [ S10 S 4 ]=S 11 , [ S10 S 5]=S11 ,
[ S10 S 6]=S11 , [ S10 S 7]=S9 , [ S10 S 8]=S9 , [ S10 S 9]=S0 , [ S10 S 11]=S 0 ,
[ S11 S1 ]=S 10 , [ S11 S 2]=S10 , [ S11 S 3]=S 9 , [ S11 S 4 ]=S9 , [ S11 S5 ]=S 9 , [ S11 S 6]=S9

[ S11 S 7]=S10 , [ S11 S8 ]=S 10 , [ S11 S 9]=S0 , [ S11 S10 ]=S 0 .

Das sind alle Untergruppen von SON (3) , SON (3)=< S 1, S 3 >

Die Konjugationsklassen von SON (3) : [ S1 ]={ S 1 , S 2 , S 7 , S 8} [ S3 ]={ S 3 , S4 , S 5 , S 6}
[ S9 ]={ S9 , S10 , S11} , [ S0 ]={ S0 } .  Zwei Matrizen S i  und S k sind äquivalent (ähnlich) , 

gehören zur gleichen Konjugationsklasse, wenn es eine Matrix 
S j∈SON (3)  gibt mit S j S i S j

−1=S k .

Die Untergruppe { S9 , S 10 , S 11 , S 0}=[ S 0]∪[ S9 ]≃< S9, S10 >≃V ist der einzige (abelsche) 
Normalteiler von SON (3) . Da Normalteiler aus Vereinigungen der Konjugationsklassen 
bestehen und andrerseits die Ordnung der Untergruppe ein Teiler der Ordnung der Gruppe sein 
muss, bleibt nur dieser Normalteiler übrig, außer den trivialen natürlich, SON (3) selbst und 

[ S0 ]={ S0 } .

Ist N={ S 0 , S9 , S10 , S 11} ,so ist die Faktorgruppe 
SON (3)/N={ S i⋅N / S i∈SON (3)} = { N ,[ S 1] , [ S3 ]} .

Die Kommutatorgruppe von N ist { S0 } .  { S0 , S n}◁N  für n=9,10 , 11 .
bspw.: { S0 , S 9}◁N . Zu zeigen: für alle S i∈N : S i{ S 0 , S9 } S i

−1={ S 0 , S 9} :
S0 { S0 , S9 } S0

−1=S 0{ S 0 , S9 }S 0={ S 0 , S9 } S9 { S0 , S 9} S 9
−1=S 9{ S 0 , S9 } S9 :S 9 S 0 S9=S 0 ; S9 S 9 S 9=S 9

S10{ S 0 , S9 } S10
−1=S10 { S0 , S9 } S10 :S 10 S0 S10=S0 ; S 10 S9 S 10=S 11 S10=S 9

S11{ S 0 , S 9} S 11
−1=S11{ S 0 , S9 } S11 : S11 S 0 S 11=S 0 ;S 11 S9 S 11=S 10 S11=S 9 .

Die Faktorgruppe N /{ S0 , S 9}={ S { S 0 , S9 } /S∈N }={{ S 0 , S 9} ,{ S 10 , S 11}}
Bspw.: S11{ S 0 , S 9}={S 11 S0 , S 11S 9}={ S 11 , S 10 } , ...



Transformationsgruppe

Def.:  Sei M eine beliebige nichtleere Menge und (G ,∘) eine Gruppe.
Die zweistellige äußere Verknüpfung τ :G×M →M ;(g , a)↦τ (g , a)=: τg(a) , die den 
folgenden Axiomen genügt (wobei e das neutrale Gruppenelement sei) :

(GO1): τ( g∘h , a)=τ (g , τ(h , a))  oder τg ∘h(a)=τ g(τh(a))

(GO2): τ(e , a )=a  oder τe (a)=a

heißt Gruppenoperation auf M, G heißt die auf M operierende Gruppe oder 
Transformationsgruppe, M heißt G-Menge, τg heißt die g-Transformation.

Anstatt τ( g , a)  schreibt man auch g▶a .

Die beiden Axiome sehen dann folgendermaßen aus:

(GO1) :( g∘h)▶a=g▶(h▶a)   (gem. Assoziativgesetz)
(GO2): e▶a=a                           (Unitaritätsgesetz)

Def.: Sei ▶ die Gruppenoperation der Gruppe G auf M.  Sei a∈M  ein festes Element aus M.
G▶a :={ g▶a / g∈G } heißt die Bahn oder der Orbit von a. Die Mächtigkeit der Bahn 

heißt auch die Länge der Bahn.

Zwei Elemente a , b aus M heißen äquivalent a∼b , wenn sie zur gleichen Bahn 
gehören, d.h. wenn es ein g∈G  gibt, sodass g▶a=b .

Bem.: Die Relation ist in der Tat eine Äquivalenzrelation, denn 
(1)Reflexivität :a∼a : e▶a=a
(2)Symmetrie :a∼b⇒b∼a : a∼b⇒∨

g∈G
g▶a=b. Zu g existiert in der Gruppe G aber   

        sein Inverses g−1 mit a=e▶a=( g−1∘g )▶a=g−1▶( g▶a)=g−1▶b⇒b∼a .
(3)Transitivität :a∼b∧b∼c⇒a∼c : g▶a=b∧h▶b=c⇒ da g ,h∈G  ist auch 

     h∘g∈G⇒(h ∘g )▶a=h▶(g▶a)=h▶b=c⇒a∼c .

[a ]={b/b∼a }={b /∨
g∈G

b=g▶a}=G▶a .Die Bahnen sind also die 
Äquivalenzklassen, d.h. M wird durch die Bahnen zerlegt.

Die Menge der Bahnen G \ M:={G▶a /a∈M } ist die Faktormenge bzgl. ∼ und 
wird Bahnenraum  oder Orbitraum genannt.
Die Mächtigkeit von M ist also die Summe der Länge aller Bahnen.

Def.:  Die Menge aller Gruppenelemente, die das Mengenelement a fest lassen, nennt man den 
Stabilisator von a: Ga :={ g∈G / g▶a=a} .

Bem.: Der Stabilisator (auch Fixgruppe von a genannt) ist eine Untergruppe von G, denn 
die Gruppenverknüpfung und die Inversenbildung sind auf Ga  abgeschlossen:
Für g ,h∈Ga⇒ g▶a=a∧h▶a=a⇒(g∘h)▶a=g▶(h▶a)=g▶a=a -
Für g∈Ga⇒ g▶a=a⇒a=( g−1∘g )▶a=g−1▶( g▶a)=g−1▶a⇒ g−1▶a=a⇒ g−1∈G a

Beispiel:  Sei G die Gruppe SON(3) und M die Menge der Vektoren aus {−1 , 0 , 1}3 .



    S i▶n⃗ :=S i⋅⃗n . (1) (S i⋅S k)▶n⃗=(S i⋅S k )⋅⃗n=S i⋅(Sk⋅⃗n)=S i▶(S k▶n⃗)
                                 (2) I⋅n⃗=n⃗  also I▶n⃗= n⃗ . Also operiert SON(3) auf {−1 ,0 ,1}3 .

     Die Bahnen der Vektoren unter der Gruppe sind SON (3)▶n⃗={ S 0 n⃗ , S 1 n⃗ ,... , S11 n⃗ } , 
     also:

SON (3)▶(−1
−1
−1)={(−1

−1
−1) ,(

1
1
−1) ,(

1
−1
1 ),(

−1
1
1 )}=SON (3)▶(−1

1
1 )=SON (3)▶( 1

−1
1 )=

                          =SON (3)▶( 1
1
−1)

SON (3)▶(−1
−1
0 )={(−1

−1
0 ),(

1
0
−1),(

1
0
1),(

0
1
−1),(

0
−1
1 ),(

0
1
1) ,(

0
−1
−1),(

−1
0
1 ),(

−1
0
−1) ,(

−1
1
0 ) ,(

1
−1
0 ) ,(

1
1
0)}

                           =SON (3)▶(−1
0
−1)=SON (3)▶(−1

0
1 )=SON (3)▶(−1

1
0 )=SON (3)▶( 0

−1
−1)=

                           =SON (3)▶( 0
−1
1 )=SON (3)▶(011)=SON (3)▶( 1

−1
0 )=SON (3)▶( 1

0
−1)=

                           =SON (3)▶(101)=SON (3)▶(110)
SON (3)▶(−1

−1
1 )={(−1

−1
1 ) ,(

1
−1
−1) ,(

1
1
1) ,(
−1
1
−1)}=SON (3)▶(−1

1
−1)=SON (3)▶( 1

−1
−1)=SON (3)▶(111)

                       

SON (3)▶(−1
0
0 )={(−1

0
0 ) ,(

0
0
−1) ,(

0
0
1) ,(

0
1
0) ,(

0
−1
0 ) ,(

1
0
0)}=SON (3)▶( 0

−1
0 )=SON (3)▶( 0

0
−1)=

                          =SON (3)▶(001)=SON (3)▶( 0
0
−1)=SON (3)▶(010)=SON (3)▶(100)

SON (3)▶(000)={(000)}
Das heißt wir haben hier insgesamt 5 Bahnen

SON (3)▶(−1
−1
−1) SON (3)▶(−1

−1
0 ) SON (3)▶(−1

−1
1 ) SON (3)▶(−1

0
0 ) SON (3)▶(000)

mit den respektiven Mächtigkeiten: 4+12+4+6+1=27=∣{−1 ,0 , 1}3∣ .
Der Bahnenraum (Quotientenraum) ist also 



SON (3) \{−1 ,0 ,1}3={{(−1
−1
−1) ,(

1
1
−1) ,(

1
−1
1 ) ,(

−1
1
1 )} ,

{(−1
−1
0 ),(

1
0
−1),(

1
0
1),(

0
1
−1) ,(

0
−1
1 ) ,(

0
1
1) ,(

0
−1
−1) ,(

−1
0
1 ),(

−1
0
−1) ,(

−1
1
0 ),(

1
−1
0 ) ,(

1
1
0)} ,

{(−1
−1
1 ) ,(

1
−1
−1),(

1
1
1) ,(
−1
1
−1)} , {(−1

0
0 ),(

0
0
−1),(

0
0
1),(

0
1
0),(

0
−1
0 ),(

1
0
0)} , {(000)}}

Die Stabilisatoren, also diejenige Menge von Matrizen, die den Vektor fest lassen (also die 
Eigenvektoren dieser Matrizen mit Eigenwert 1) sind:

SON (3)
(−1
−1
−1)
={ S0 , S6 , S 8}=< S 6 > SON (3)

(−1
−1
0 )
={ S0 }=< S 0 >

SON (3)
(−1
−1
1 )
={ S0 , S 4 , S7 }=< S 4 > SON (3)

(−1
0
−1)
={ S0 }=< S 0 >

SON (3)
(−1

0
0 )
={ S0 , S 9}=<S 9 > SON (3)

(−1
0
1 )
={ S0 }=< S 0 >

SON (3)
(−1

1
−1)
={ S0 , S 1 , S 5}=<S 1 > SON (3)

(−1
1
0 )
={ S0 }=< S 0 >

  

SON (3)
(−1

1
1 )
={ S0 , S 2 , S3}=< S2 > SON (3)

( 0
−1
−1)
={ S0 }=< S 0 >

     

SON (3)
( 0
−1
0 )
={ S0 , S 10}=< S 10> SON (3)

( 0
−1
1 )
={ S0 }=< S 0 >



SON (3)
( 0

0
−1)
={ S0 , S 11}=< S 11> SON (3)

(000)
=SON (3)

SON (3)
(001)
={ S 0 , S 11}=< S 11> SON (3)

( 0
1
−1)
={ S0 }=< S 0 >

SON (3)
(010)
={ S 0 , S 10}=< S10 > SON (3)

(011)
={ S 0}=< S 0 >

SON (3)
( 1
−1
−1)
={ S0 , S 2 , S3}=< S2 > SON (3)

( 1
−1
0 )
={ S0 }=< S 0 >

SON (3)
( 1
−1
1 )
={ S0 , S 1 , S 5}=<S 1 > SON (3)

( 1
0
−1)
={ S0 }=< S 0 >

SON (3)
(100)
={ S 0 , S 9}=< S9 > SON (3)

(101)
={ S 0}=< S 0 >

SON (3)
( 1

1
−1)
={ S0 , S 4 , S7 }=< S 4 > SON (3)

(110)
={ S 0}=<S 0 >

SON (3)
(111)
={ S0 , S 6 , S 8}=< S6 >

keine Null:  a) alle gleiches VZ: < S 6 >
                    b) 1,1,-1 und VZW: 1. und 2.  Stelle 1 und VZW: < S 4 >

     1. und 3. Stelle 1 und VZW:  < S 1 >
     2. und 3.Stelle 1 und VZW:   < S 2 >  

genau eine Null: < S 0 >

genau zwei Nullen: < S 9 > , < S 10> , < S 11>

drei Nullen: SON(3)

Die Stabilisatoren sind entweder die ganze Gruppe  SON(3) oder eine zyklische Untergruppe. Aber 
nicht die Kommutatorgruppe.
Diese Untergruppen (Stabilisatoren) können wieder auf SON(3) operieren.
Die Gruppenoperation ▶ ist die Matrixmultiplikation. Da diese assoziativ ist, gilt (GO1).
Mit der Einheitsmatrix (da die Stabilisatoren Untergruppen sind, besitzen sie das Einselement) gilt 
auch das Unitaritätsgesetz:

(GO1): (S i⋅S j)▶S k :=(S i⋅S j)⋅S k=S i⋅(S j⋅S k)=S i▶(S j▶S k )
(GO(2): I▶Sk :=I⋅S k=S k

Die Bahnen bzgl. < S 0 > als Rechtsnebenklassen: < S 0 >▶S k={ Sk }



Die Bahnen bzgl. < S 1 > : < S 1 >▶S 0=< S 1 >▶S 1=< S 1>▶S5={ S0 , S1, S5 }=< S 1>
< S 1 >▶S 2=< S 1 >▶S 4=< S1 >▶S10={ S 2 , S 4 , S 10}
< S 1 >▶S 3=< S 1>▶S8=< S1 >▶S9={ S3 , S8 , S9 }
< S 1 >▶S 6=< S 1 >▶S 7=< S 1 >▶S 11={ S 6 , S7 , S11 }

Die Bahnen bzgl. < S 2 > : < S 2 >▶S 0=< S2 >▶S2=< S 2 >▶S 3={ S0 , S 2 , S3 }=< S 2 >
< S 2 >▶S 1=< S 2 >▶S6=< S2 >▶S10={ S 1 , S 6 , S10 }
< S 2 >▶S 4=< S2 >▶S8=< S 2 >▶S 11={S 4 , S 8 , S 11}
< S 2 >▶S 5=< S 2 >▶S7=< S2 >▶S9={ S5 , S7 , S 9}

Die Bahnen bzgl. < S 4 > : < S 4 >▶S0=< S4 >▶S 4=< S 4 >▶S7={ S0 , S 4 , S 7}=< S 4 >
< S 4 >▶S1=<S 4 >▶S3=< S 4 >▶S 11={ S1 , S3 , S11 }
< S 4 >▶S2=< S 4 >▶S 6=< S 4 >▶S9={ S 2 , S6 , S 9}
< S 4 >▶S5=< S 4 >▶S8=< S 4 >▶S 10={ S5 , S8 , S10 }

Die Bahnen bzgl. < S 6 > : < S 6 >▶S 0=< S 6 >▶S 6=< S6 >▶S8={ S 0 , S6 , S8 }=< S 6>
< S 6 >▶S 1=< S 6 >▶S 4=< S6 >▶S9={ S 1 , S4 , S 9}
< S 6 >▶S 2=<S 6 >▶S5=< S 6 >▶S11={ S 2 , S 5 , S 11}
< S 6 >▶S 3=< S 6 >▶S 7=< S 6 >▶S 10={ S3 , S 7 , S 10 }

Die Bahnen bzgl. < S 9 > : < S 9 >▶S 0=< S 9 >▶S 9={ S 0 , S9 }=< S9 >
< S 9 >▶S 1=< S 9 >▶S 2={ S 1 , S 2}
< S 9 >▶S 3=< S 9 >▶S 4={ S 3 , S4 }
< S 9 >▶S 5=< S 9 >▶S 6={ S5 , S 6}
< S 9 >▶S 7=< S 9 >▶S 8={ S 7 , S 8}
< S 9 >▶S 10=< S 9 >▶S 11={S 10 , S11}

Die Bahnen bzgl. < S 10> : < S 10>▶S 0=< S 10>▶S10={S 0 , S10 }=< S10 >
< S 10>▶S1=< S10 >▶S7={S 1 , S7 }
< S 10>▶S 2=< S 10>▶S 8={ S2 , S 8}
< S 10>▶S 3=< S10 >▶S5={ S 3 , S5}
< S 10>▶S 4=< S 10 >▶S 6={ S 4 , S6 }
< S 10>▶S 9=< S 10>▶S11={ S 9 , S11}

Die Bahnen bzgl. < S 11> : < S 11>▶S0=< S11 >▶S11={ S 0 , S 11}=< S 11>
< S 11>▶S1=< S11 >▶S 8={ S 1 , S 8}
< S 11>▶S 2=< S 11>▶S7={S 2 , S 7}
< S 11>▶S3=< S11 >▶S6={ S 3 , S 6}
< S 11>▶S 4=< S 11>▶S5={S 4 , S 5}
< S 11>▶S9=< S11 >▶S10={ S 9 , S 10}

Der Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 1 >={ S 0 , S1 , S5 } ist hier: 
< S 1 >\ SON(3)={{ S 0 , S 1 , S5 } ,{ S 2 , S4 , S 10} , { S3 , S 8, S 9} , { S6 , S 7 , S 11}}

und der Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 11>={ S 0 , S 11} ist:
< S 11> \ SON(3)={{ S 0 , S 11} , { S1 , S8 } , {S 2 , S7 } , { S3 , S6 } , { S4 , S 5} ,{ S9 , S 10}}

Analog die anderen Bahnenräume.
Man könnte theoretisch nun auch wieder die Stabilisatoren berechnen:



M=SON (3) G=< S1 >={ S 0 , S 1 , S5} operiert auf M

Stabilisator  von Sk∈SON (3) : < S 1 >S k
={ S i∈< S 1> / S i⋅S k=S k }

  k=6: < S1 >S 6
: S0⋅S6=S 6 ;S 1⋅S6=S 11; S5⋅S6=S 7 , also < S 1 >S 6

={ S 0} trivial.

Gibt es auch nichttriviale Stabilisatoren? Nein, da SON(3) Gruppe ist, gibt es nur ein Element, 
nämlich S0 das das Sk fest lässt. Stabilisatoren sind hier uninteressant.

Die Bahnen bzgl. < S 0 > als Linksnebenklassen: Sk▶< S 0 >={ Sk }
Die Bahnen bzgl. < S 1 >={ S 0 , S1 , S5 } : S0▶< S1 >=S1▶< S1 >=S 5▶< S 1 >=< S1 >

         S2▶< S1 >=S6▶< S1 >=S9▶< S1 >={ S 2 , S 6 , S9 }
              S3▶< S1 >=S 7▶< S1 >=S 10▶<S 1 >={S 3 , S7 , S10 }

         S4▶< S1 >=S8▶< S1 >=S11▶<S 1 >={ S4 , S 8 , S 11}

Die Bahnen bzgl. < S 2 >={ S0 , S 2 , S 3} : S0▶< S2 >=S 2▶< S 2 >=S 3▶<S 2 >=< S 2 >
         S1▶< S 2 >=S4▶< S 2 >=S 9▶<S 2 >={ S1 , S 4 , S9 }
         S5▶< S 2 >=S8▶< S2 >=S10▶< S2 >={ S 5 , S 8 , S 10}
         S6▶< S2 >=S7▶< S 2 >=S 11▶< S 2 >={ S 6 , S7 , S11 }

Die Bahnen bzgl. < S 4 >={ S0 , S 4 , S7 } : S0▶< S4 >=S 4▶< S 4 >=S7▶< S 4 >=< S 4 >
         S1▶<S 4 >=S6▶< S 4 >=S 10▶< S 4 >={ S1 , S6 , S 10}
         S2▶< S 4 >=S 5▶< S 4 >=S 11▶< S 4 >={ S2 , S 5 , S 11}
         S3▶< S4 >=S8▶< S 4 >=S 9▶<S 4 >={ S3 , S 8 , S 9}

Die Bahnen bzgl. < S 6 >={S 0 , S6 , S 8} : S0▶< S6 >=S6▶< S6 >=S8▶< S6 >=< S6 >
         S1▶< S 6 >=S3▶< S6 >=S11▶<S 6 >={ S1 , S3 , S11 }
         S2▶< S6 >=S 4▶< S 6 >=S 10▶< S 6 >={S 2 , S 4 , S 10}
         S5▶< S 6 >=S7▶< S6 >=S9▶< S6 >={ S 5 , S 7 , S9 }

Die Bahnen bzgl. < S 9 >={S 0 , S9 } : S0▶< S9 >=S9▶< S9 >=< S9 >
    S1▶< S 9 >=S8▶<S 9 >={ S1 , S8 }
    S2▶< S9 >=S7▶< S9 >={ S 2 , S7 }
    S3▶< S9 >=S5▶< S9 >={ S3 , S 5}
    S4▶< S9 >=S 6▶< S 9 >={ S 4 , S 6}
    S10▶< S 9 >=S 11▶< S 9 >={S 10 , S11}

Die Bahnen bzgl. < S 10>={ S 0 , S10} : S0▶< S10 >=S10▶<S 10 >=< S10 >
    S1▶< S 10 >=S 2▶< S10 >={ S1 , S2 }
    S3▶< S10 >=S 6▶< S 10 >={ S3 , S6 }
    S4▶< S10 >=S5▶< S10 >={ S 4 , S 5}
    S7▶< S10 >=S 8▶< S 10 >={S 7 , S8 }
    S9▶< S10 >=S 11▶< S 10>={ S 9 , S11}

Die Bahnen bzgl. < S 11>={ S 0 , S 11} : S0▶< S11 >=S 11▶< S 11>=<S 11>
    S1▶< S 11 >=S 7▶< S 11>={ S 1 , S 7}
    S2▶< S11 >=S 8▶< S 11 >={ S 2 , S8 }
    S3▶< S11 >=S 4▶< S11 >={ S3 , S 4}
    S5▶< S 11 >=S 6▶< S 11>={ S 5 , S 6}
    S9▶< S11 >=S 10▶< S 11>={ S 9 , S 10}



Der Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 1 >={ S 0 , S1 , S5 } ist hier: 
SON (3)/< S 1>={ {S 0 , S1 , S5 } ,{ S2 , S 6 , S 9} ,{ S 3 , S 7, S 10} ,{ S 4 , S8 , S11} } , der

Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 2 >={ S0 , S 2 , S 3} ist:
SON (3)/< S 2 >={{ S0 , S 2 , S3 } ,{ S 1 , S 4 , S 9} ,{ S5 , S8, S10 } ,{ S 6 , S7 , S11 }} , der

Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 4 >={ S0 , S 4 , S7 } ist:
SON (3)/< S 4 >={{ S 0 , S 4 , S7 } , { S1 , S6 , S 10} ,{ S2 , S 5, S11 } ,{ S 3 , S8 , S9 }} , der

Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 6 >={S 0 , S6 , S 8} ist:
SON (3)/< S 6 >={ { S0 , S6 , S 8} ,{ S1 , S 3 , S 11} ,{ S2 , S 4, S 10} ,{ S5 , S 7 , S 9} } , der

Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 9 >={S 0 , S9 } ist:
SON (3)/< S 9 >={ { S0 , S 9} , { S1 , S8 } ,{ S2 , S 7} ,{ S3 , S5 } ,{ S4 , S 6} ,{ S 10 , S 11}} , der

Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 10>={ S 0 , S10} ist:
SON (3)/< S 10>={{ S 0 , S10 } ,{ S 1 , S 2 } ,{ S 3 , S6 } ,{ S 4 , S5 } ,{ S7 , S8 } ,{ S9 , S11} }

und der Bahnenraum bzgl. des Stabilisators < S 11>={ S 0 , S 11} ist:
SON (3)/< S 11>={{ S 0 , S11} , { S1 , S 7} , { S 2 , S 8} , { S 3 , S 4 } ,{ S 5 , S 6} ,{ S 9 , S10} } .

Bahnensatz:  Sei (G ,∘) Gruppe, die auf M operiert: ▶:G×M →M ,(g ,a)↦ g▶a und
G▶ x={ a∈M / ∨

g∈G
a=g▶x }={ g▶x / g∈G }⊆M die Bahn von x.

G x={ g∈G / g▶x=x } die Stabilisatoruntergruppe von G von x.
G / G x={ A⊆G / ∨

g∈G
A=g∘G x }={ g ∘G x / g∈G }⊆℘(G) die Menge der Linksnebenklassen

  bzgl. der Äquivalenzrelation ∧
g , h∈G

(g∼h ↔ ∨
k∈G x

h=g∘ k )  , die Menge der Bahnen aller 

g∈G unter der Wirkung des Stabilisators von x.

Für jedes x∈M ist dann die Abbildung: G /G x→G▶x , g ∘G x↦ g▶x des Bahnenraums des 
Stabilisators von x in die Bahn von x eine wohldefinierte Bijektion.

Beweis: 1) Injektivität: Sei g▶x=h▶x  für g , h∈G. Zu zeigen ist: g ∘G x=h∘G x oder g∼h .
(g−1∘h)▶x =wegen gem.Assoziativgesetz g−1▶(h▶ x) =

wegen Voraussetzung
g−1▶( g▶x ) =gem. AG

                                                =( g−1∘g )▶x =G Gruppe e▶ x =Unitaritätsgesetz x , also ist   
 g−1∘h=: k∈G x ⇔h=g ∘k mit k∈G x , also g∼h⇔g ∘G x=h∘G x .

2) Wohldefiniertheit:  Wird ein anderer Repräsentant der Linksnebenklasse gewählt, also 
anstatt g eben h mit h∼g⇔h∘G x=g ∘G x , so muss für das Bild gelten: h▶x=g▶x :

g▶x=(h∘k )▶ x=h▶(k▶ x) =
k∈G x

h▶x .

3) Surjektivität: Jedem g▶x entspricht ein g ∘G x , da G x eindeutig durch das x 
bestimmt ist.



Beispiel:  Sei G=SON (3) x=(−1
1
−1) , dann ist G x={ S 0 , S 1 , S5}=< S1 > die 

Stabilisatoruntergruppe von x.  

G /G x=SON (3) /< S1 >={{ S 0 , S 1 , S 5} ,{ S 2 , S6 , S9 } ,{ S3 , S7, S10 } ,{ S 4 , S8 , S 11}} der Raum der 
Bahnen aller S i∈SON (3)  unter Wirkung Stabilisators von x. 
Die Abbildung G /G x→G▶x , g ∘G x↦ g▶x ist dann 

{{ S 0 , S 1 , S5} ,{ S 2 , S6 , S9 } , { S3 , S 7, S10 } , { S4 , S 8 , S 11 }}→SON (3)▶S i , die jeder Bahn 

S i∘< S1 > eineindeutig zuordnet die gleiche Wirkung S i▶(−1
1
−1) ihrer Elemente, also die 

Wirkung der Matrizen der Bahn auf den Vektor x=(−1
1
−1) . Konkret:

S0∘< S1 >={ S 0 , S 1 , S 5}↔S 0▶(−1
1
−1)=(

−1
1
−1)

S1∘< S1 >={ S0 , S 1 , S 5}↔ S 1▶(−1
1
−1)=(

−1
1
−1) S5∘< S1 >={ S0 , S 1 , S 5}↔ S 5▶(−1

1
−1)=(

−1
1
−1)

S2∘< S1 >={ S 2 , S 6 , S9 }↔ S 2▶(−1
1
−1)=(

−1
−1
1 ) S6∘< S1 >={ S 2 , S 6 , S9 }↔ S6▶(−1

1
−1)=(

−1
−1
1 )

       S9∘< S1 >={ S 2 , S 6 , S9 }↔ S9▶(−1
1
−1)=(

−1
−1
1 )

S3∘< S1 >={ S3 , S 7 , S 10}↔ S 3▶(−1
1
−1)=(

1
1
1) S7∘< S1 >={ S3 , S 7 , S 10}↔S 7▶(−1

1
−1)=(

1
1
1)

                 S10∘< S 1 >={ S3 , S7 , S 10}↔ S 10▶(−1
1
−1)=(

1
1
1)

S4 ∘< S1 >={ S 4 , S8 , S11}↔ S4▶(−1
1
−1)=(

1
−1
−1) S8∘< S1 >={ S4 , S 8 , S 11}↔ S 8▶(−1

1
−1)=(

1
−1
−1)

        S11∘< S 1 >={S 4 , S 8 , S 11}↔ S11▶(−1
1
−1)=(

1
−1
−1)

Ist x=(111) , so ist G x={ S 0 , S 6 , S8 }=< S6 > der Stabilisator und 

G /G x=SON (3) /< S6 >={{ S 0 , S 6 , S8 } ,{ S 1 , S3 , S11} ,{ S 2 , S4, S10 } ,{ S 5 , S7 , S9 }} der 
Bahnenraum.
Die Abbildung lautet konkret: 



S0∘< S6 >={ S 0 , S 6 , S8 }↔ S0▶(111)=(
1
1
1) , …

S1∘< S6 >={ S1 , S 3 , S 11}↔ S1▶(111)=(
−1
−1
1 ) , …

S2∘< S6 >={ S 2 , S4 , S 10}↔ S 2▶(111)=(
−1
1
−1) , …

S5∘< S6 >={ S5 , S 7 , S 9}↔S 5▶(111)=(
1
−1
−1) , …

Für x=(−1
−1
1 ) ist G x={ S 0 , S 4 , S 7}=< S 4 > Stabilisator  und

G /G x=SON (3) /< S4 >={{ S 0 , S 4 , S 7} ,{ S 1 , S 6 , S10} ,{ S 2 , S5, S 11} ,{ S3 , S 8 , S 9} } der 
Bahnenraum. Die Abbildung lautet konkret:

S0∘< S 4 >={ S 0 , S 4 , S 7}↔ S0▶(−1
−1
1 )=(

−1
−1
1 ) , …

S1∘< S4 >={ S 1 , S 6 , S10}↔ S1▶(−1
−1
1 )=(

1
−1
−1) , ...

S2∘< S 4 >={S 2 , S5 , S11 }↔ S 2▶(−1
−1
1 )=(

1
1
1) , …

S3∘< S4 >={ S 3 , S 8 , S9 }↔ S3▶(−1
−1
1 )=(

−1
1
−1) , …

Ist x=( 1
−1
−1) , so ist G x={ S 0 , S 2 , S3 }=< S 2 > der Stabilisator und 

G /G x=SON (3) /< S2 >={{ S 0 , S2 , S 3} , { S1 , S 4 , S 9 } ,{ S 5 , S 8, S 10} , { S6 , S 7 , S 11}} der 
Bahnenraum. Die Abbildung lautet konkret:



S0∘< S2 >={ S 0 , S2 , S 3}↔ S 0▶( 1
−1
−1)=(

1
−1
−1) , …

S1∘< S2 >={ S1 , S 4 , S9 }↔ S1▶( 1
−1
−1)=(

1
1
1) , …

S5∘< S2 >={ S5 , S 8 , S 10}↔ S 5▶( 1
−1
−1)=(

−1
−1
1 ) , …

S6∘< S2 >={ S 6 , S 7 , S11}↔ S6▶( 1
−1
−1)=(

−1
1
−1)

Die Bahnen von einem S i unter einer Stabilisatoruntergruppe von x haben für alle Bahnelemente 
die gleiche Wirkung auf x.  die Bahnen, die Zyklen sind, sind ihre eigenen Inversen.
Zu den Bahnen, die keine Zyklen sind, gibt es eine Bahn unter einem anderen Stabilisator, der die 

Inversion ist: bspw. zu S3∘< S1 >={ S3 , S 7 , S 10} , die den Vektor (−1
1
−1) auf den Vektor (111)

transformieren, gibt es die Bahn S2∘< S6 >={ S 2 , S4 , S 10}={ S3
−1 , S 7

−1 , S10
−1 } , die ihn zurück 

transformieren. Man kann also definieren: (S3∘< S1 >)−1={ S 3 , S 7 , S10}−1=S2 ∘< S 6 > oder 
berücksichtigt man die Rechtsnebenklassen, so wäre (S3∘< S1 >)−1=< S 1 >−1∘S 3

−1=< S1 > ∘S 2 , 
wobei die Stabilisatoren ihre eigenen Inversen sind. 

Es gilt allgemein: (S i∘< S k >)−1=< S k >−1∘S i
−1=< Sk > ∘S i

−1 , mit < S k >−1:=< S k > .

Was erhellt dieser Satz für die Bedürfnisdynamik in der Gruppe SON (3) ?

Jedes Bedürfnis n=(n1

n2

n3
) befindet sich bei der Struktur S i≠ I i=1 ,2 ,... ,8 in einem 3-

Zyklus und bei S i i=9 ,10 ,11 in einem 2-Zyklus, falls  der Stabilisator < S 0 > ist.
Ist der Stabilisator < S 9 >  oder < S10 >  oder <S 11>  so liegt unter der Struktur 

S9  bzw. S 10  bzw. S11 ein 1-Zyklus vor.
Ist der Stabilisator < S 1 >, < S 2 > , < S 4 >  oder < S 6 >  , so liegt unter den dem Stabilisator 
entsprechenden Strukturen S0 , S1 , S 5 bzw.  S0 , S 2 , S 3 bzw. S0 , S 4 , S 7 bzw. S0 , S6 , S 8

jeweils ein 1-Zyklus vor. 
Wenn man die Konjugationsklasse [ S1 ]={ S 1 , S 2 , S 7 , S 8} als Grundlage betrachtet, so besteht
die Konjugationsklasse [ S3 ]={ S 3 , S4 , S 5 , S 6} aus den Inversen, erzeugt also die Gegenzyklen 
zu [ S1 ]={ S 1 , S 2 , S 7 , S 8} .  Beide erzeugen also im „Normalfall“ 3-Zyklen, wenn eben nicht 
eine Struktur Element des Stabilisators ist von n ist.
Der Normalteiler N={ S 0 , S9 , S10 , S11} erzeugt 1- oder 2-Zyklen, niemals 3-Zyklen, wobei 
die Konjugationsklasse [ S0 ]={ S0 } die 1-Zyklen ergeben und die Konjugationsklasse

[ S9 ]={ S9 , S10 , S11} die 2-Zyklen im Normalfall. 

Die Konjugationsklassen N ,[ S 1] , [ S3 ] sind die Elemente der Faktorgruppe 
SON (3)/N={ S i⋅N / S i∈SON (3)} = { N ,[ S 1] , [ S3 ]} . Diese kategorisieren die Zyklen bis 

auf den Stabilisatoreneinfluss. 



Mit Hilfe der Bahnenräume bzgl. der Stabilisatoren lassen sich die Zyklen auch erstellen.

Beispiel 1:  Betrachten wir die Struktur S6=(0 0 1
1 0 0
0 1 0)

und n=( 1
0
−1) . Sein Stabilisator ist < S 0 >={ S0 } .

( 1
0
−1)→(

−1
1
0 )→(

0
−1
1 )→(

1
0
−1) . Jedes Bedürfnis wird also in einem Dreiertakt befriedigt, bei 

dieser Anfangssituation. Ist die Anfangssituation n=(−1
−1
−1) oder n=(111) , dann ein 1-Zyklus.

Ist n=(−1
−1
−1) , dann kann nur eine Außeneinwirkung oder ein Zufall oder Reflexion die Situation 

verbessern und in einen anderen Zyklus übergehen.
Alle Bedürfnisbefriedigungen bzw. Frustrationen sind hier zyklisch gleich verteilt, so wie im 
Positiven, so auch im Negativen. Auch hier kann wieder durch Einwirkungen in einen besseren 
Zyklus gewechselt werden.

Beispiel 2:  Sei nun die Struktur S4=(0 0 −1
1 0 0
0 −1 0 )

Bis auf die Situationen n=( 1
1
−1) und n=(−1

−1
1 ) , die einem 1-Zyklus folgen, haben wir hier 

wieder einen 3-Zyklus (n1

n2

n3
)→(−n3

n1

−n2
)→( n2

−n3

−n1
)→(n1

n2

n3
)  .

Vielleicht lassen sich die oben genannten Sachverhalte ja auf höherdimensionale Vektoren und 
Matrizen verallgemeinern. 

Allerdings sind damit nicht alle  (3 x 3)- Matrizen (Strukturen) mit Einträgen aus {−1 , 0 , 1}
erfasst. SON(3) ist ja nur eine Untergruppe derartiger Matrizen, die isomorph zu der 
Symmetriegruppe S4 ist. SON(3) ist isomorph zu A4 . Es gibt aber weit mehr Strukturen mit 
Einträgen aus {−1 , 0 , 1} , nämlich insgesamt 39=19.683 bei drei Bedürfnissen. Diese bilden 

aber keine Gruppe: (1 1 0
1 −1 1
1 1 1)⋅(

1 0 −1
1 1 0
0 0 1 )=(

2 1 −1
0 −1 0
2 1 0 ) . Andrerseits hat die zweite Matrix 

kein Inverses.

Um nochmal die Funktionsweise der Strukturmatrix anzugeben, so gibt der Spaltenvektor



wa (nk )=(
n1k

n2k

⋮
nik

⋮
nmk

)  die aktive Wirkung (wa ) von dem Bedürfnisses nk an,  das Element n ik der 

Matrix ist dann die Wirkung des Bedürfnisses nk (aktiv) auf das Bedürfnis n i (passiv).
Die Zeilenvektoren der Matrix wp(ni)=(ni1 n i2 ... nik ... ni m) geben die Wirkung der 
einzelnen Bedürfnisse auf  (passiv) das Bedürfnis n i an.

                           wa (nk )
↓

S=(
n11 n12 … n1k … n1m

n21 n22 … n2k … n2m

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ni1 ni2 … nik … ni m

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
nm1 nm2 … nmk … nmm

)  
← wp(n i)

Beispiel: S=( 0 1 1
−1 0 0
0 −1 0)

← Wirkungen auf erstes Bedürfnis

      
↑

Wirkung des zweiten Bedürfnisses

−1 ist also die Wirkung des 2. Bedürfnisses auf das 3. Bedürfnis.

Man sieht das auch rechnerisch, wenn man nur das 2. Bedürfnis aktiviert: (010) und die Matrix S 

darauf anwendet: ( 0 1 1
−1 0 0
0 −1 0)⋅(010)=( 1

0
−1) .  Es wirkt positiv auf n1 und hemmend auf n3.

Gewisse Matrizen sind sicherlich ohne Interesse, wie bspw. die Nullmatrix oder die 
Diagonalmatrizen, die keine Beziehung zu den anderen Bedürfnissen ausdrücken. 
Lässt man alle zu, die jedoch in jeder Zeile und Spalte genau eine 1 hat, also die 
Permutationsmatrizen P3∼S3 , so hat man davon 6 Möglichkeiten. Wird auch noch die -1 
zugelassen, wie in obiger Erweiterung, so gibt es 48 Matrizen, die alle orthogonal sind und 
demnach  Determinante ±1 besitzen. Es gibt von jeder Gruppe gleich viele Matrizen, also 24 mit 
Determinante 1 (spezielle orthogonale) und 24 mit Determinante -1. Da ich die speziellen 
orthogonalen Matrizen eliminiert hatte, die keine wirklichen Dreierbeziehungen sind, wie Matrizen, 
die in der Diagonale eine 1 bzw. -1 besitzen, wie etwa 

(0 −1 0
1 0 0
0 0 −1)



gibt es nur 12 dieser Matrizen (einschließlich der zur Gruppe notwendigen 
S0 , S9 , S 10 , S 11 Matrizen).  Die orthogonalen Matrizen mit Determinante -1 sind hier also alle 

Strukturen ohne echte Dreierbeziehungen, gehören also bedürfnistheoretisch in die Zweierstruktur.

Es gibt aber noch relevante Matrizen, an der alle drei Bedürfnisse beteiligt sind, wenn auch nicht 
zwischen je zwei eine Beziehung besteht, wie etwa bei 

(0 0 1
0 0 1
0 0 0)

Diese Matrizen und die gleicher Art sind aber nicht orthogonal.
Bei zweifacher Anwendung erzeugt diese Matrix schon die Nullmatrix, d.h. konstante allgemeine 
Frustration.

Wie viele gibt es von dieser Sorte und lässt sich die Gruppe SON(3) so vergrößern, dass diese neuen
relevanten Matrizen enthalten sind? Das geht aus dem einfachen Grund nicht, weil die obige Matrix 
keine inverse hat.

Noch ein Beispiel einer nicht orthogonalen Matrix, aber mit Determinante 1.

Beispiel : S=(−1 1 0
0 1 1
1 0 0)∈SL(3) det (S )=1

S=(−1 1 0
0 1 1
1 0 0) S2=( 1 0 1

1 1 1
−1 1 0) S3=(0 1 0

0 2 1
1 0 1) S4=(0 1 1

1 2 2
0 1 0) S5=(1 1 1

1 3 2
0 1 1)

S6=(0 2 1
1 4 3
1 1 1) S7=(1 2 2

2 5 4
0 2 1) S8=(1 3 2

2 7 5
1 2 2) S9=(1 4 3

3 9 7
1 3 2)

S(n1

n2

n3
)=(−n1+n2

n2+n3

n1
)

Hier liegt wieder eine unendliche zyklische Gruppe vor. Man sieht, dass bei Strukturwerten, die 
anfänglich aus {−1 , 0 , 1} sind, wohl die meisten eine unendliche zyklische Gruppe bilden, die 
sich nach Normierung dann quasistabil wird. Das ist das, was man unter Gewöhnung versteht, deren 
Ursache wahrscheinlich in der begrenzten Auffassungsmöglichkeit von Organismen liegt. Aber 
darin liegt auch ein Vorteil, nämlich dass Ordnungen entstehen, die die Basis weiterer Entwicklung 
ermöglichen.


