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Es sollen hier nur die vier Koordinatensysteme (KS)  betrachtet werden: 

1. Cartesisches KS (CKS)
2. Polar KS (PKS)
3. Kugel KS (KKS)
4. Zylinder KS (ZKS)

Im Zweidimensionalen sind die Transformationen 

1. CKS↔ PKS (Cartesisch↔ Polar )  interessant.

Polarkoordinaten (r ,ϕ) haben die Bereiche 0≤r<∞ und 0≤ϕ≤2 π

CK→ PK : (
r=√ x2

+ y2

ϕ={
arccos(

x

√ x2
+ y2
) ; y≥0

−arccos(
x

√ x2
+ y2
) ; y<0)         PK→CK : (x=r⋅cosϕ

y=r⋅sinϕ)

Koordinatenlinien nennt man diejenigen Linien, die entstehen, wenn man eine (bzw. zwei im 
Dreidimensionalen ) Koordinate fest lässt und die andere variiert.

Hält man ϕ fest und variiert r, so ist die Koordinatenlinie eine Halbgerade (also geradlinig)
Hält man r fest und variiert ϕ , so ist die Koordinatenlinie ein Kreis (also krummlinig).



Im Dreidimensionalen ist wichtig

2.  CKS↔ KKS (Cartesisch↔Kugel )

Kugelkoordinaten (r ,θ ,φ) haben die Bereiche 0≤r<∞ , 0≤θ≤π und 0≤φ<2π

CK→KK :  (
r=√ x2

+ y2
+z2

θ=arccos
z

√ x2
+ y2
+z2

φ=arctan
y
x

)    KK→CK : (
x=r sin θcosφ
y=r sin θsinφ
z=r cosθ )

Hält man r  und θ fest und variiert φ ist die Koordinatenlinie ein Kreis.
Hält man r  und φ fest und variiert θ , so ist die Koordinatenlinie ein Halbkreis.
Hält man θ  und φ fest und variiert r, so ist die Koordinatenlinie eine Halbgerade.

Koordinatenflächen nennt man diejenigen Flächen, die entstehen, wenn man eine Koordinate fest 
lässt und die anderen beiden variiert.

Hält man r fest und variiert die beiden Winkel, so ist die Koordinatenfläche eine Sphäre 
(Kugeloberfläche).

Hält man θ fest und variiert sowohl r als auch φ , erhält man als 
Koordinatenfläche den Mantel eines (unendlichen) Kegelstumpfes.

Hält man φ fest und variiert sowohl r als auch θ , erhält man als
Koordinatenfläche eine Halbebene, die orthogonal auf der xy-Ebene
steht und zur x-Achse (bzw. xz-Ebene) den Winkel φ bildet. 

Koordinatensingularität  ist die z-Achse. r≠0 ,θ=0  und r≠0 ,θ=π  
beschreiben Punkte auf der z-Achse unabhängig von φ .



 r=0 beschreibt den Ursprung
 θ=π

2
beschreibt die xy-Ebene

 r=R beschreibt eine Sphäre um den Ursprung mit Radius R
 r≤R beschreibt eine (Voll) Kugel um den Ursprung mit Radius R
 θ≤π

2
beschreibt den oberen Halbraum einschließlich xy-Ebene

 r≤R  und θ≤π
2

beschreiben die obere Halbkugel

3. CKS↔ZKS  (Cartesisch↔ Zylinder )

Zylinderkoordinaten   (ρ ,φ , z ) haben die Bereiche ρ≥0 , 0≤φ<2π und z∈ℝ .

CK→ZK :  (
ρ=√ x2

+ y2

φ=arccos
x

√ x2
+ y2

z= z
)    ZK→CK : (

x=ρ cosφ
y=ρsinφ
z=z )  (wie Polarkoordinaten)

Hält man ρ  und φ fest und variiert z, so ist die Koordinatenlinie eine Parallele zu z-Achse.
Hält man ρ und z fest und variiert φ , ist die Koordinatenlinie ein Kreis.
Hält man φ und z fest und variiert ρ , so ist die Koordinatenlinie eine Halbgerade parallel zur 
xy-Ebene, die den Winkel φ zur x-Achse einschließt.

Hält man ρ fest und variiert sowohl φ wie auch z, so ist die Koordinatenfläche die (unendliche)
Zylinderfläche.

y



Hält man φ fest und variiert ρ und z, so ist die Koordinatenfläche eine Ebene, orthogonal auf 
der xy-Ebene und schließt mit der x-Achse den Winkel φ ein.

Hält man z fest und variiert sowohl ρ als auch φ , so ist die Koordinatenfläche eine Ebene 
parallel zur xy-Ebene im Abstand ∣z∣ .

 ρ=0 beschreibt die z-Achse. Für konkrete Werte von z wird ein Punkt auf der z-Achse 
festgelegt unabhängig von φ .  Die z-Achse ist also wieder Singularität.

 ρ=R beschreibt die (unendlich lange) Zylinderoberfläche
 ρ≤R beschreibt den (unendlich langen) Vollzylinder
 ρ≤R und z1≤ z≤z 2 den endlich langen Vollzylinder

Unter vielen Umständen kann es günstig sein, Kartesische Koordinaten in Kugel-oder 
Zylinderkoordinaten zu transformieren. Das trifft für Oberflächen- und Volumenintegrale häufig zu.

Dazu müssen jedoch über die Substitutionsregel auch die Differenziale verändert werden. Der 
Transformationssatz ist hierfür zentral.

Substitutionsregel: 

Für reellwertige Funktion f : I→ℝ , x↦ f ( x) stetig in I Intervall und für  auf [a ,b] stetig 

differenzierbare Funktion g :[a ,b ]→ I ; t↦ g (t ) gilt:

∫
g (a )

g (b )

f (x )dx=∫
a

b

f (g ( t))⋅g ' ( t)dt

Bew.: Sei F : I →ℝ Stammfunktion von f. Dann ist 

(F ∘g )' ( t)=F ' ( g (t))⋅g ' (t) ⇒
∫dt
(F ∘g )(t)=∫ f (g (t))⋅g ' (t)dt+c⇒

[F (g ( t))]a
b
=[∫ f (g (t))⋅g ' (t)]a

b
⇒[F ( x)]g (a)

g (b )
=∫

a

b

f ( g (t))⋅g ' (t)dt  oder

∫
g (a )

g (b )

f (x )dx=∫
a

b

f (g ( t))⋅g ' ( t)dt .

Diese Regel lässt sich verallgemeinern auf vektorwertige Funktionen

Transformationssatz:

 f : g (G)⊆ℝn→ℝm ; x↦ f ( x ) mit G⊆ℝn  Gebiet und g :G→ g (G)⊆ℝn ; t↦ g (t ) ein 
Diffeomorphismus (d.h. eine bijektiv stetig differenzierbare, deren Umkehrabbildung ebenfalls 
stetig differenzierbar ist) und sei die Funktion x↦ f ( g (t ))∣det D g ( t)∣ auf G integrierbar, dann 
gilt:

 ∫
g (G )

f (x )d x=∫
G

f ( g ( t))∣det D g ( t)∣d t



ohne Beweis, da er sehr aufwendig und technisch ist.

Bemerkung: det D g ( t) ist die Jacobi-Determinante und D g ( t ) ist die Jacobi-Matrix von 
g, d.h. die Matrixdarstellung des totalen Differenzials der Funktion g in t:

D g ( t)=(
∂ g1

∂ t 1

(t) …
∂ g1

∂ t n
( t)

⋮ ⋱ ⋮
∂ gn
∂ t 1

(t ) ⋮
∂ gn
∂ t n
(t ))

Anwendung auf Koordinatentransformationen: 

1.  von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten (n=2 ,m=1)

f : g (G)⊆ℝ2→ℝ ;(x , y)↦ f (x , y) ;G⊆ℝ2 g :G→ℝ2 ; g (r ,ϕ)↦(r cosϕ , r sinϕ)=(x , y)

det Dg (r ,ϕ)=∣
∂ g1

∂r
∂ g1

∂ϕ

∂ g 2

∂r

∂ g2

∂ϕ
∣=∣
∂ r cos ϕ
∂ r

∂ r cos ϕ
∂ϕ

∂r sin ϕ
∂ r

∂ r sinϕ
∂ϕ

∣=∣cos ϕ −r sinϕ
sin ϕ r cos ϕ ∣=r cos2

ϕ+r sin2
ϕ=r

∫
g (G )

f (x , y )dxdy=∫
G

f ( g (r ,ϕ))r dr d ϕ

Beispiel:  Gaußkurve: h( x)=
1

σ √2π
e
−

1
2
(
x−μ
σ )

2

Berechnet werden soll der Flächeninhalt A, die der Graph mit der 
x-Achse einschließt. Dazu reicht es, die Funktion k zu integrieren.

k ( x)=e
−

1
2
x2

B=∫
−∞

∞

e
−

1
2
x2

dx . 

f (x , y )=e
−

1
2
( x2
+ y2
)

G=ℝ+
×]0 ,2π [ g (G)=ℝ2

=]−∞ ,∞ [2

B2=∫
−∞

∞

e
−

1
2
x2

dx⋅∫
−∞

∞

e
−

1
2
y2

dy=∫
−∞

∞

∫
−∞

∞

e
−

1
2
(x2+ y2 )

dxdy=∫
ϕ=0

2π

∫
r=0

∞

e
−

1
2
r 2

r dr d ϕ=∫
ϕ=0

2π

[−e−
1
2
r 2]0
∞

d ϕ=

=∫
ϕ=0

2π

1 d ϕ=2π⇒B=√2π

Der Flächeninhalt B verändert sich durch Verschiebung um μ nicht. Eine x-Streckung um σ

ergibt σ⋅B . Die anschließende y-Streckung um 
1

σ√2π
ergibt 

1
σ√2π

⋅σ B=1.

A=1 !



2. von kartesischen Koordinaten auf Kugelkoordinaten (n=3 ,m=1)

f : g (G)⊆ℝ3→ℝ ;(x , y , z)↦ f ( x , y , z );G⊆ℝ3

g :G→ℝ3 ; g (r ,θ ,φ)↦(r sinθ cosφ , rsin θsinφ , r cosθ)=( x , y , z )

det Dg (r ,θ ,φ)=∣
∂ g1

∂ r
∂ g1

∂θ

∂ g1

∂φ

∂ g2

∂ r

∂ g 2

∂θ

∂ g2

∂φ

∂ g3

∂ r
∂ g3

∂θ

∂ g3

∂φ

∣=∣
∂ r sinθcosφ

∂r
∂r sinθcosφ

∂θ
∂r sinθ cosφ

∂φ

∂r sinθsin φ
∂r

∂r sinθsin φ
∂θ

∂ rsinθsin φ
∂φ

∂ r cosθ
∂r

∂ r cosθ
∂θ

∂ r cosθ
∂φ

∣=
=∣

sinθ cosφ r cosθcosφ −r sinθsinφ
sinθsinφ r cosθsin φ r sinθcosφ

cosθ −r sinθ 0
∣=r2 sinθ

∫
g (G )

f (x , y , z)dxdydz=∫
G

f ( g (r ,θ ,φ))r2 sinθdr d θ d φ

Beispiel:  Volumen einer Kugel mit Radius R.

Volumenintegrale über einem Gebiet K von der Funktion f (x , y , z )=1 ergibt das Volumen von
g (G)=K={( x , y , z )∈ℝ3/ x2+ y2+z 2<R2 } G=]0, R[×]0 ,π [×]0, 2π [

V=∫
K

1 dxdydz=∫
0

R

r2dr∫
0

π

sinθd θ∫
0

2π

d φ=∫
0

R

r2dr 2⋅2π=
1
3
R3
⋅4π=

4
3
π R3 .

3. von kartesischen Koordinaten auf Zylinderkoordinaten (n=3 ,m=1)

f : g (G)⊆ℝ3→ℝ ;(x , y , z)↦ f ( x , y , z );G⊆ℝ3

g :G→ℝ3 ; g (ρ ,φ , z )↦(ρ cosφ ,ρ sinφ , z )=(x , y , z)

det Dg (ρ ,φ , z )=∣
∂ g1

∂ρ

∂ g1

∂φ

∂ g1

∂ z
∂ g2

∂ρ

∂ g2

∂φ

∂ g2

∂ z
∂ g3

∂ρ

∂ g3

∂φ

∂ g3

∂ z
∣=∣
∂ρ cosφ
∂ρ

∂ρ cosφ
∂φ

∂ρ cosφ
∂ z

∂ρ sinφ
∂ρ

∂ρ sinφ
∂φ

∂ρsin φ
∂ z

∂ z
∂ρ

∂ z
∂φ

∂ z
∂ z

∣=
=∣

cosφ −ρsinφ 0
sinφ ρcosφ 0

0 0 1
∣=ρcos2

φ+ρsin2
φ=ρ

∫
g (G )

f (x , y , z)dxdydz=∫
G

f ( g (ρ ,φ , z ))ρd ρd φdz



Beispiel 1: Volumen eines Zylinders mit Radius R und Höhe h.

Dieses Beispiel dient nur zur Illustration mit sicherem Ergebnis V=πh R2 .

Volumenintegrale über einem Gebiet Z=g (G)  von der Funktion f (x , y , z )=1 ergibt das 
Volumen des Zylinders Z.  

g (G)=]−R , R [×]−√R2
−x2 ,√R2

−x2[×]0,h [ G=]0, R[×]0 ,2π [×]0 , h [

V=∫
Z

dxdydz=∫
ρ=0

R

ρd ρ ∫
φ=0

2π

d φ ∫
z=0

h

dz=
1
2
R2 ∫
φ=0

2π

d φ ∫
z=0

h

dz=
1
2
R2 2π ∫

z=0

h

dz=
1
2
R22π h=πh R2

Beispiel 2:  Trägheitsmoment eines Vollzylinders Z mit homogener Massenverteilung.
Radius R, Höhe h und Masse M. Symmetrieachse ist z. μ sei die konstante Dichte.

Das Trägheitsmoment eines homogenen  Körpers K  ist J=μ∫
K

r 2dxdydz , wobei r der Abstand 

von (x , y ) zur z-Achse ist: r 2
=x2
+ y2 , also J=μ∫

K

x2
+ y2dxdydz .

Transformation in Zylinderkoordinaten: J=μ∫
Z

x2+ y2dxdydz=μ∫
ρ=0

R

ρ2ρd ρ ∫
φ=0

2π

d φ ∫
z=0

h

dz=

μ
1
4
R4
⋅2π⋅h=μ

1
2
πh R4 . μ=

M
V
=

M

πh R2
=⇒ J=

M

πh R2

1
2
πh R4

=
1
2
M R2 .


