Koordinatentransformationen

Manfred Horz

Es sollen hier nur die vier Koordinatensysteme (KS) betrachtet werden:
1. Cartesisches KS (CKS)
2. Polar KS (PKS)

3. Kugel KS (KKS)
4. Zylinder KS (ZKS)

Im Zweidimensionalen sind die Transformationen

1. CKS<> PKS (Cartesisch<> Polar) interessant.

Polarkoordinaten (r,¢) haben die Bereiche 0<r<oo und 0<¢<2n

A
(x,y)

T .

o) R

X

r=\/xz+y2
X
CK - PK: ar“oswxz”z)fyzo PK —CK: (x:r'Cf)scl))

= =r-Sin
’ —arccos 2 g ’

); <0

Koordinatenlinien nennt man diejenigen Linien, die entstehen, wenn man eine (bzw. zwei im
Dreidimensionalen ) Koordinate fest l4sst und die andere variiert.

Hilt man ¢ festund variiert r, so ist die Koordinatenlinie eine Halbgerade (also geradlinig)
Halt man r fest und variiert ¢ , so ist die Koordinatenlinie ein Kreis (also krummlinig).



Im Dreidimensionalen ist wichtig

2. CKS<> KKS (Cartesisch<> Kugel)

Kugelkoordinaten (7,0,¢) haben die Bereiche 0<r<oo , 0<0<m und 0<@p<2n
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Héltman 7 und O festund variiert ¢ ist die Koordinatenlinie ein Kreis.
Hilt man r» und ¢ festund variiert 6 , so ist die Koordinatenlinie ein Halbkreis.
Hélt man 6 und @ fest und variiert r, so ist die Koordinatenlinie eine Halbgerade.

Koordinatenflichen nennt man diejenigen Flidchen, die entstehen, wenn man eine Koordinate fest
lasst und die anderen beiden variiert.

Hiélt man r fest und variiert die beiden Winkel, so ist die Koordinatenfldche eine Sphére
(Kugeloberfldche).

Hélt man 6 fest und variiert sowohl r als auch ¢ , erhdlt man als
Koordinatenfliche den Mantel eines (unendlichen) Kegelstumpfes.

Hélt man ¢ fest und variiert sowohl r als auch 6 , erhdlt man als :
Koordinatenfldche eine Halbebene, die orthogonal auf der xy-Ebene A
steht und zur x-Achse (bzw. xz-Ebene) den Winkel ¢ bildet.

Koordinatensingularitit ist die z-Achse. r#0,0=0 und r#0,0=mn
beschreiben Punkte auf der z-Achse unabhingig von ¢ .



¢ =0 beschreibt den Ursprung
. 6=% beschreibt die xy-Ebene
¢ r=R beschreibt eine Sphiare um den Ursprung mit Radius R
¢ <R beschreibt eine (Voll) Kugel um den Ursprung mit Radius R
¢ 0 S% beschreibt den oberen Halbraum einschlielich xy-Ebene
T
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r<Rund 6< ) beschreiben die obere Halbkugel

3. CKS<—ZKS (Cartesisch < Zylinder)

Zylinderkoordinaten  (p, @, z) haben die Bereiche p>=0 , 0<@<2m und z€R .
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Héiltman p und ¢ fest und variiert z, so ist die Koordinatenlinie eine Parallele zu z-Achse.

Hilt man p und z fest und variiert ¢ , ist die Koordinatenlinie ein Kreis.

Hélt man ¢ und z fest und variiert p , so ist die Koordinatenlinie eine Halbgerade parallel zur
xy-Ebene, die den Winkel ¢ zur x-Achse einschlief3t.

Hilt man p fest und variiert sowohl ¢ wie auch z, so ist die Koordinatenflidche die (unendliche)
Zylinderfldche.



Héilt man ¢ festund variiert p und z, so ist die Koordinatenflidche eine Ebene, orthogonal auf
der xy-Ebene und schlieBt mit der x-Achse den Winkel ¢ ein.

Halt man z fest und variiert sowohl p alsauch ¢ |, soistdie Koordinatenfliche eine Ebene
parallel zur xy-Ebene im Abstand  |z|

¢ p=0 beschreibt die z-Achse. Fiir konkrete Werte von z wird ein Punkt auf der z-Achse
festgelegt unabhingig von ¢ . Die z-Achse ist also wieder Singularitit.

¢  p=R beschreibt die (unendlich lange) Zylinderoberfliche

P<R beschreibt den (unendlich langen) Vollzylinder

¢ pP=<R und z,=<z=<z, den endlich langen Vollzylinder

*

Unter vielen Umstidnden kann es giinstig sein, Kartesische Koordinaten in Kugel-oder
Zylinderkoordinaten zu transformieren. Das trifft fiir Oberflachen- und Volumenintegrale hiufig zu.

Dazu miissen jedoch {iber die Substitutionsregel auch die Differenziale verdndert werden. Der

Transformationssatz ist hierfiir zentral.

Substitutionsregel:

Fiir reellwertige Funktion f:7/—IR,x— f(x) stetigin I Intervall und fiir auf [a,b] stetig
differenzierbare Funktion g:[a,b]—1;t— g(t) gilt:

[ x)de= flg(e)g'(0)dt
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Bew.: Sei F:I-R Stammfunktion von f. Dann ist
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Diese Regel lisst sich verallgemeinern auf vektorwertige Funktionen

Transformationssatz:

f:g(G)SR"->R";x— f(x) mit GSR" Gebietund g:G—g(G)SR";t— g(t) ein
Diffeomorphismus (d.h. eine bijektiv stetig differenzierbare, deren Umkehrabbildung ebenfalls
stetig differenzierbar ist) und sei die Funktion x~— f(g(¢))|der D g(¢) auf G integrierbar, dann
gilt:
J flx)dx=] f(g(t)ldet Dg(t)dt
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ohne Beweis, da er sehr aufwendig und technisch ist.

Bemerkung: det D g(t) ist die Jacobi-Determinante und D g(¢) ist die Jacobi-Matrix von
g, d.h. die Matrixdarstellung des totalen Differenzials der Funktion g in t:
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Anwendung auf Koordinatentransformationen:

1. von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten (n=2,m=1)
f:g(G)ER’SR;(x,y)~ f(x,y),GER®  g:G-R*; g(r,¢)—(rcoso,rsing)=(x, y)

og, O0g |6rcosq) orcos

or 00 or oo cosp —rsing 2 .2
det D = = = + —
et Dg(r, 9)= 0g, 0g,| |Orsing Orsing| |sin¢ rcos¢ reos gtrsin =y
or 00 or o0

f f(x,y)dxdy= ff 0))rdrdo
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Beispiel: GauBkurve: /(x)=

Berechnet werden soll der Flicheninhalt A, die der Graph mit der

x-Achse einschliefit. Dazu reicht es, die Funktion k zu integrieren. >
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Der Fliacheninhalt B verdndert sich durch Verschiebung um w nicht. Eine x-Streckung um o

. . . 1 ) 1
ergibt o-B . Die anschlieBende y-Streckung um —— ergibt ——0cB=1.
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2. von kartesischen Koordinaten auf Kugelkoordinaten (n=3,m=1)

f:8(G)ER’-R;(x,y,z)~ f(x,y,z),GSR’
g:G—R’: g(r,0,¢)~(rsin6cosq, rsin Osing, 7 cos0)=(x, y, z)

0g, 0g 0g| |0rsinBcosq orsinBcose Orsindcose
or 00 0o or 00 o0
_|0g, 0g, 0g,| |OrsinOsing OrsinOsing OrsinOsing|_
det Dg(r.6,¢)= or 00 0g| or 00 o -
og, 0g, 0g, 0rcosf Orcos0 0rcosb
or 00 Og or 00 o

sinfcosqp rcosBcosgp —rsinBsing
. . . . 2 .
=[sinOsing rcosOsing rsinBcosg |[=7 sinb
cos0 —rsin® 0

[ flx.y.z)dxdydz=[ f(g(r.0,¢))r’sin0drd0dq
G
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Beispiel: Volumen einer Kugel mit Radius R.

Volumenintegrale iiber einem Gebiet K von der Funktion f(x,y,z)=1 ergibt das Volumen von
g2(G)=K={(x,y,2)eR’IX’+y*+2°<R*}  G=]0,R[x]0,n[x]0,2x[

R T 2 R
y=J Vavdvdz=[ rar [ sin0d 0 [ dg=] @ dr22m=1R-4n=37 R .
K 0 0 0 0

3. von kartesischen Koordinaten auf Zylinderkoordinaten (n=3,m=1)

f:8(G)ER’ =R, (x,y,z)~ f(x,y,z);GSR’
g:G-R; g(p,¢,z)~(pcosq,psing,z)=(x,y,z)

0g, 0g, 0g| |dpcosp Opcosy Opcosy
op 09 0oz op op oz
_|0g, 0g, 0g,| |opsing 0Opsing Opsing|_
detDelp. v 21250 Z¢ 2o || o o¢ oz |
0gy 0g; 0g; oz 9z oz
op 09 oz op o¢ 0z

cosqp —psing O
. 2 2
=|singp pcosqp O|=pcos @+psin p=p
0 0 1

[ flx.y.z)dxdvdz=[ f(g(p.9.z))pdpd pdz
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Beispiel 1: Volumen eines Zylinders mit Radius R und Hohe h.
Dieses Beispiel dient nur zur Illustration mit sicherem Ergebnis V' =mnh R’

Volumenintegrale iiber einem Gebiet Z=g(G) von der Funktion f(x,y,z)=1 ergibtdas
Volumen des Zylinders Z.

2(G)=1-R, R[X]-VR* = x> VR =x*[x]0,h[ G=]0,R[%x]0,27[X]0,A[

R 271 h
v=_ ddydz= [ pdp [ do [ dz=1R
A 0 z=0 2

p=0 =

2 h h
do [ dz=2R2n [ dz=2 R2mh=nh R
=0 z=0 2 z=0 2

Beispiel 2: Triagheitsmoment eines Vollzylinders Z mit homogener Massenverteilung.

Radius R, Hohe h und Masse M. Symmetrieachse ist z.  w sei die konstante Dichte.

Das Tragheitsmoment eines homogenen Koérpers K ist J= Mf r*dxdydz , wobei r der Abstand
K

von (x,y) zurz-Achseist: r’=x’+y° ,also Jzuf x*+y* dxdydz
K

R 21 h
Transformation in Zylinderkoordinaten: J= uf x*+y  dxdydz =u f p’pdp j do f dz=
zZ =0

p=0 @=0 z=

M%R“Qr{-h:u%nhﬁ‘ =



