Schwerpunkt

Manfred Horz

1. Schwerpunkt auf einer geraden Linie.

Beispiel: Auf einem Stab der Lange 1 m befinde sich an den Enden je eine Masse von 1 kg.

In der Mitte unterstiitzt, ist der Stab im Gleichgewicht. Eine Waage sei dort angebracht. Sie zeigt
2 kg an. Man kann sich also das Gewicht der beiden Massen vereinfachend im Mittelpunkt
(Schwerpunkt) vereinigt denken. Dabei sei von dem Gewicht des Stabes selbst abgesehen.

Nun werde am linken Ende die Masse verdoppelt, also 2 kg. Am rechten Ende weiterhin 1kg.
Wo befindet sich dann der Schwerpunkt?

Wo muss nun der Stab unterstiitzt werden, damit er dabei sich im Gleichgewicht befindet? Wo liegt
also nun der Schwerpunkt?

Dazu stelle man sich vor, dass die Vorrichtung aus zwei {iberlagerten besteht. Einmal das System
von ganz oben und einem Stab der ausschlieSlich am linken Ende eine Masse von 1 kg trégt.

Beim ersten Stab kann man sich die Masse von 2kg wieder im Mittelpunkt vorstellen, also bei

XZ% , wenn das linke Ende bei x=0 liegt. Die Masse des 2. Stabes befindet sich bei x=0

+




Oder zusammen ® ‘

Das ldsst sich wieder zerlegt denken in der Form:

. . 1 .
Der erste Stab konzentriert seine Masse von 2 kg an der Stelle x= 1 und der zweite hat

unverdndert seine Masse mit 1 kg bei xZ% .Zusammen hat man dann folgende Verteilung:

o o

Folgt man diesem Gedanken weiter, so erhilt man eine Folge, die der Fibonacci-Folge dhnelt, nur
eben mit anderen Anfangsgliedern:

a,=0 az=l a3=l

2 g 3= % ... wobei der Ort der Masse von 2 kg verfolgt wird.

Eine duale Folge der Masse von 1 kg wéire dann b,=1 b,=0 b3=% b4=% bsz%..
an—2+an—1 bn72+bn71 . 1
a,=——>5 und bn:f . Beide Folgen haben den Grenzwert 3 -

Der Schwerpunkt liegt also bei % mit der konzentrierten Masse 3 kg. Damit hat man auch im

Prinzip das Hebelgesetz zumindest fiir dieses Beispiel:

a a
2kg @ ®lkg

2kg-am=1kg~(1—a)m©2a=1—a®3a=1®a=%

Allgemein: Sei ein Stab der Linge 1 gegeben, der am linken Ende eine Masse m; und am rechten

Ende eine Masse m, trigt. Sind die Massen gleich, so liegt der Schwerpunkt in der Mitte.

Sind sie ungleich, so sei oBdA m,>m, . Zugrunde gelegt wird eine Elementarmasse m, und
m,=n;m, sowie m,=n,_m, mit n,,n, €N .Alsoist n,>n, . Dann erhdlt man analog zu oben

zwei Folgen a, und b, die entweder endlich sind und fiir ein n, zusammenfallen: a,=b,

oder unendlich sind und Zyklen mit eventuell Vorketten bilden. Ihr Grenzwert ist dann gleich und
bildet den Schwerpunkt. Eine allgemeine Formel fiir die beiden Folgen zu entwickeln ist sehr



interessant aber zeitaufwendig. Ich lasse das aus. Dafiir noch zwei durchgerechnete Beispiele.

Beispiel 2 (fiir endliche Folge): Sei links eine Masse von 5 kg und rechts eine von 3 kg.
a,=0 b=1 a,=0 b, :% mit den dortigen Gewichtsverteilungen von 2 kg und 6 kg.

b,=— mit den Gewichtsverteilungen 4 kg und 4 kg.

mit dem Gewicht von 8 kg. Schwerpunkt liegt also bei % .

1
4
3
g b

a,=

Ist die Stabldnge 1, so liegt der Schwerpunkt bei gl

Beispiel 3 (fiir unendliche zyklische Folge mit Vorkette): Links sei ein Gewicht von 19 kg
gegeniiber einem Gewicht von 1 kg rechts. a,=0 b,=1

a,=0 b, =% mit den respektiven Gewichten 18 kg und 2 kg.
a,=0 b3=% mit 16 kg bzw. 4 kg.

a4,=0 b4:é mit 12 kg und 8 ke.

as=0 b5=%6 mit 4 kg und 16 kg.

! b6=L mit 8 kg und 12 kg.

“T3 716
a7=63—4 b,= 11_6 mit 16 kg und 4 kg. Hier miindet es wieder in den 4-Zyklus

<(16,4),(12,8),(4,16),(8,12)> mit dem 2-Vorkette ((19,1),(18,2)) . Die Linge der
Intervalle schrumpft pro Gang auf jeweils die Hélfte. Die beiden Folgen bilden also eine
Intervallschachtelung mit dem Grenzwert 0,05

Um das zu sehen, kann man ab n = 3 eine Rekursion angeben: a,,,=(13a,+3b,)/16

b,.,=(3a,+b,)/4 .Daaufgrund der Konstruktion a,<b, folgt, dass a, ,>a, und
b,—a, ,—da

T Oder bn+1_an+1: 2

Nullfolge und damit haben wir mit den beiden Folgen eine Intervallschachtelung, die einen

gemeinsamen Grenzwert a haben:

ist die Differenzfolge eine

b <b : Mlt bn+4_an+4:

n+4 n

B3, [ 3
Quea || 167167111616 fa, ) o a,=0 und b3:l .Mit n=3
b 3 1 3 1 4
n+4 ~a+-—>b = = n

4" 4" 4 4

C
a 0 %_7‘ % 13 .1 9
3+4m =Cm 1 . (C_)\‘E)x:()@ :0<:>(——7\,)(——7\.):_<:>
by, — 1 16 4 64
"4 s 4
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Zu 7»:%6 ist x=(_14) Eigenvektor.

__1 -
)\zlv)\:i Eigenwerte von C. Zu A=1 der Eigenvektor: -(xl):(o)
1

0 0
LK von | 1| ausden Eigenvektoren: |1 [=a 1 +p I ®a=L und B=——1 . Also
— — 1 —4 20 20
4 4
. 1 e
a3 4m m m 11 m 11 1 (1) 1,11 20 1\ 20
=C =C"—| |-C"— =—1 ——(— = +(—
(b3+4m % 20(1) 20(—4) 20 (1) 20(16) -4) | 1 (16) 1
20 5
1
— 210 . Der Grenzwert ist also a=%=0,05 . Ist die Stablidnge 1, so liegt der Schwerpunkt
20
bei 0,051

In beiden Fillen haben wir das Hebelgesetz m,-a=m,-(1—a) mit Schwerpunkt a und der
konzentrierten Masse m=m,+m,

Mit der Stablinge 1 gilt entsprechend  m,-a=m -(I—a) mit Schwerpunkt a und der dort
konzentrierten Masse m=m,+m, .

; . m,[ m, [
Firagil: m,a=m.l—ma<(m+m)a=ml=a= >a=
m;+m, m
Liegen die beiden Massen im Raum, m, im Punkt x, , m, im Punkt x, , so ist
B B = x| x,—x, m, B
I=|x,— x| und der Schwerpunkt s=x+m, : =x,+—(x,—x,)=
m o |x,—x| m
S —
a
m m m m m m m x,+m,x
2 2 2 1 2 171 27V
=x,+—x,——x,=(——)x,+—x,=—x,+—x,=
m m m,+m,

L. m,x,+m,x, . . )
Also ist im Raum S:f das mit den Massen gewichtete Mittel der resp. Orte.
my+m,



Beispiel: Im Punkt x,=(1]1|0) liegt eine Masse von 2 kg, im Punkt x,=(4|4|3) eine Masse

1 4

21 1+14
o . . o) \3) 1[%] |2
von 1 kg. Dann liegt die konzentrierte Masse von 3 kg im Punkt s= 3 =3 6|1=|2
3 1

Philosophische Bemerkung: Diese Methode der wiederholten Analyse und Synthese entspricht in
etwa der Platonischen Dialektik (beispielsweise bei der Herleitung der konkreten einzelnen Zahlen
aus der Eins mittels der Begriffe ,,gerade” und ,,ungerade®). Verbindet man diese ,,statische
Erzeugung® mit der Hegelschen Dynamik und der Naturdialektik von Schelling und Engels, so
entsteht die Frage, ob der Schwerpunkt nicht auch dynamisch erzeugt wird. Die Folgen wiren dann
Stationen eines solchen Prozesses der Erzeugung von Schwerpunkten, der du3erst schnell auf sein
Gleichgewicht einschwingt.

Das ist ja auch bei der stabilen Stidben der Fall. Denn Stabilitét ist Einschwingung von
Storungsprozessen. Oder ebenso bei chemischen Prozessen, deren Resultate nicht feststeht wie man
in Lehrbiichern lernt, sondern statistische Stabilisierungen von Wechselprozessen.

Auch ist es ganz dhnlich in der Quark-Antiquark Erzeugung, wie man aus der CQD erféhrt.

2. Schwerpunkt mehrerer getrennter Massen

Hat man drei Massen m,, m,, m; an den respektiven Orten x,, x,, X,



. . . m x,+m,x,
so ermittelt man zunichst der Schwerpunkt s, der beiden ersten Massen: s,= E— und
m,+m,
berechnet den Gesamtschwerpunkt s ganz analog als gewichtetes Mittel der Masse m,+m, am

(m,+m,)s,+myx; m x,+m,x,+mx,

Ort s, undder Masse m; amOrt x; : s§=
m+m,+m;, m,+m,+m,

Ganz leicht lasst sich das mithilfe der vollstdndigen Induktion auf n Massen verallgemeinern:

Sind also an den Orten x,,...,x, die respektiven Massen m,...,m, verteilt, so ist ihr

n
Z m;x;

i=1

Schwerpunkt s=———— . Am Schwerpunkt s ist also die Gesamtmasse m= > m,
> m
i=1

konzentriert denkbar.

3. Schwerpunkt eines Korpers mit konstanter Massendichte

3.1 Simplexe

3.1.1 Strecken

Ganz einfach ist hier der Schwerpunkt der Mittelpunkt der Strecke und die Masse im Schwerpunkt

ist die Gesamtmasse des Stabes. Arbeitet man mit der Dichte pzﬂ

7 »m Masse des Stabes, 1 Lange

der Strecke, so gilt m=p-/

3.1.2 Dreieck

Es lasst sich leicht iiber Teilverhiltnisse zeigen, dass der Schwerpunkt eines Dreiecks das

. . . . . X, TX,+X; . .
arithmetische Mittel seiner Eckpunkte x,,x,, x; ist: S=—— - Das entspricht einer

Kombination von drei diskreten Massen an den Punkten x,, x,, x; mit gleichen Massen.

Die Massendichte p=% A sei Areal, Flacheninhalt. Dann ist m=p-A4

Mit A=%||(x2—x1)><(x3—x1)|| ist die Masse im Schwerpunkt m=§||(x2—x1)><(x3—x1)||

Im 2-Dimensionalen ist der Inhalt tiber die Determinante bestimmbar:

Azé\det(xz—xl,x3—xl)| und die Masse ist dann m=§|det(x2—x1, x;— X, )|



3.1.3 Tetraeder

Ganz analog gilt fiir den Tetraeder mit den Eckpunkten x,, x,, x5, x, , dass sein Schwerpunkt
. . . . . X tx,tx;+x, . C
das arithmetische Mittel seiner Eckpunkte ist: s= 1 . Auch das lasst sich liber

Teilverhéltnisse bestimmen. Die Massendichte ist hier p= % mit Volumen V.

Mit Vzé‘((xz—xl)x(x3—x1))-(x4—xl)‘ ist die Masse m im Schwerpunkt s

. 1
ng‘((xz—xl)><(x3—x1))-(x4—x,)| . Oder mit VZE|det(x2—x1’x3—x1’x4—xl)|

gilt: ng|det(x2—x1,x3—x1,x4—xl)|




3.1.4 Allgemeine Simplexe

Fiir einen n-dimensionalen Simplex S im n-dimensionalen Raum mit den Eckpunkten
n+1 n+1

Xpoe, X, X,y ist S={x€R"/x=) hx, mit Y, L=1und AX>0} undes gilt fiir seinen
i=1 i=1 1
n+1

in

i

Sch kt s=
chwerpun s 1

, also wieder das arithmetische Mittel seiner Eckpunkte. Das Volumen

eines n-dimensionalen Simplex ist V= — |det (=X, 0, Xy — x1)| und damit ist im
n!

Schwerpunkt s gedanklich die Masse m=£’|det (x,—X;,.... X, ., —x;)| konzentriert.
n!

3.2 Flichen

3.2.1 Kreis

Hier ist aus Symmetriegriinden unmittelbar klar, dass der Schwerpunkt der Kreismittelpunkt ist.
Seine konzentrierte Masse ist m=mnpr’ mit r als Radius des Kreises.

3.2.2 Aus Rechtecken zusammengesetzte Gebiete

Fiir ein Rechteck ist der Schwerpunkt der Mittelpunkt des Rechtecks, der sich in die Komponenten

zerlegen lésst. Ist a die Grundseite mit ihrem Schwerpunkt s; und b die H6he mit ihrem

Schwerpunkt s , so ist der Schwerpunkt des Rechtecks s=(s,,s,) . Ist p=%=£b die Dichte,
a'

soist m=pab im Schwerpunkt konzentriert.

a

,,,,, - E

5

Fiir eine Zusammensetzung aus verschiedenen Rechtecken ergibt sich dann, wenn man wieder die
Schwerpunkte und ihre zugehdrigen Massenkonzentrationen betrachtet (iiber 2.) der Schwerpunkt:

||
. X3, 3

(]
\— . m X, +m,x,+m;x,

m;+my+m;

X2’ 2



Q
Gibt man die Rechtecke R; iiber ihre diagonalen Punkte E an und liegen n Rechtecke
P

. t+qg. ~t+q.
vormit P,(p,,,p,,) und 0.(q.,,q,,) ,sohaben sie die Schwerpunkte si(p’l2 i p’22 q’z)

und die Massen m.=p(q,,— p.,):(¢,,— p,,) und die Gesamtmasse

M:pz (qil_pil)'(qiz_l’iz)
Pit4q;
Pirt4qin

Z ((]il_pil)'(%z_pn)

1

s 110G o ()10 =

R3:(3) (4),(4),(3) mit 4,=6 A4,=3 A4,=1 und p=1 mitden Schwerpunkten

Z (Qil_pil)'(‘]iz_piz)

1

N | —

Der Schwerpunkt des Systems ist dann  s=

2/°\2)°\3)°\3
slz(z?s) szz(_41’,55) s3=(; :2) . Dann ist der Schwerpunkt des Systems:
5§=0,6- 2 +0,3: 4,5 +0,1- 3,51 2.9 mit der Masse 10.
2,5 -1,5 2,5 1,3

3.2.3 beliebig zusammenhiingende endliche beschrinkte, also kompakte Flichen



Dazu kurz einen Exkurs {iber Fléichenintegrale.

Hat man eine Funktion f:GSR’-~RR,x~ f(x) ,sokann man das Volumen, das der Graph von
f mit dem Gebiet G einschlie3t berechnen.

Beispiel:  f:[1,2]X[-2,3]-R;(x,y)~ f(x,y)=sin(x)+sin(y)+2 mit G=[1,2]x[-2,3]

sin(x|+zin[y]+2

Dazu wihlt man an einem Punkt x ein infinitesimales Rechteck mit den Léngen infinitesimalen
Langen dx und dy ,in dem die Funktionswerte anndhernd gleich sind und bildet das Volumen
des so entstandenen Quaders V' =dx-dy- f(x)

und summiert alle diese Quader auf im Gebiet Z dxdy f(x) .Im Grenzwert liefert das das
G

Volumen sz dxdy f(x) , das man auch in der Form sz dx’ f(x) oder
G G



V=|dxf(x) oderauch V=|dAf(x) schreibt, wobei dxdy=dA .
! !
ich berechne nun das obige Integral (Volumen): V=f dxdy (sinx+sin y+2)=
32 3 ¢ 5 3
f f (sinx +siny+2)dx)dy:_f [—cos x+xsin y+2x]1dy=f 2+sin y+cos1—cos 2dy=
-2 1

-2 -2
=10—cos3+5cos1—4cos2=15,356

Das Integral gilt nicht nur fiir Volumina, sondern fiir alle Produkte dA4 f (x) oder dxdy f(x) fir
beliebige (integrierbare) Funktionen f(x) .

So gilt es auch mit p(x)= m;j:) = Z—Z fiir die konzentrierte infinitesimale Masse dm im Punkt

x : dn=p(x)dA=p(x)dxdy .
Da die Aufsummierung von dm-x (nach 2.) dividiert durch die Gesamtmasse M den Schwerpunkt
ergibt, folgt nach Grenzwertbildung:

_1 _ 1
s—ﬁl dmx—M ! dxdy xp(x)

Fiir die Gesamtmasse M gilt: f dm= f p(x)dxdy .Da p(x)=p alskonstant
f xdxdy
vorausgesetzt wurde, gilt s—J.d— . Dabei gilt, dass f dxdy der Inhalt des Gebietes G ist,
x dy G

denn mit f(x)=1 berechnet das Integral f f(x)dxdy ,das Volumen der Hohe 1 also von der
G

Maleinheit abgesehen den Flacheninhalt von G.
Zunichst ein einfaches Beispiel, bei dem das Resultat iiberpriift werden soll.

Beispiel 1: Der Schwerpunkt eines Rechtecks ist klar. Sei G=[1,2]X[—2,3] wie oben.
Die Massendichte sei konstant 1.

(15
0,5

1+2
2
—2+3

2

Ohne Integral: s=

Mit Integral: fdxdy J. _[dx _[ 2—1)dy= fdy 5 Flidcheninhalt des Rechtecks.
G

-2 1

Beim Zihlerintegral f xdxdy ist die Integrandfunktion keine Skalarfunktion, sondern eine
G

Vektorfunktion f ( x) =



Wie funktioniert da das Integral f flx)dx ?
G

Man zerlegt f(x)=f,(x)e,+ f,(x)e, und beriicksichtigt, dass das Integral linear ist:

[flx)dx=[f (x)e+[,(x)e,dxdy= f\(x)e dxdy+] f,(x)e,dxdy

G G

_f f 1(x)elabca’yz_r(f (() ))dxdy ist identifizierbar mit f fi(x)dxdye, .

Also
J 71 (x) dxdy
[ fx)dx=]filx)etfolx)esdrdy=] fi(x)dudve+] fa(x)dvdyer=| &
‘ ‘ J 1) dxdy
G
302 3 3 15
fxdxdy f(fxdx)d J.Edy EY
Somitist [ xdxdy=|s =% =2° o :
G dedy | | T 5 =
iy 4 f(fydy)dx .!de 2
1 =2
15
2
fxdxdy 3 3
G 2 2
Also s= = =
fdxdy 5 1
G 2

Beispiel 2: Schwerpunkt der Einheitskreisscheibe ist evidenterweise 0 (wieder mit konstanter
Massendichte).

Wir berechnen jetzt umsténdlich iiber die Integrale, um nochmal die Richtigkeit zu bestétigen.
Der Einheitskreis ist zerlegbar in zwei Funktionen




Das Gebiet ist dann  G={(x, y)/—1<x<1,—V1-x’<y<y1-x"}

Vi-x' 1 Vi-x®
fxdxdy f _fxdxdy f 0dy| (o
G dvd 1 y1-x? 1
!;'y e f f vdydx dex
—1_1=22 ~1
1 V1=¥ 1 |
Idxdy:f I dydx:fZ\/l—xzdx:4f\/l—xzdx:[2(x 1—x2+arcsinx)](l):
G Sl_fiie -1 0

=2(1\/6+arcsin1)—0=2arcsin1=2;27[=7t . Demnach gilt sz%(g)z(g)

Beispiel 3: Wo liegt der Schwerpunkt des Parabelsegments
das von der Normalparabel ~f (x)=x" und der Geraden

y=1 eingeschlossen wird? Klar ist, dass er auf der
Symmetrieachse (y-Achse) liegen muss.

Das Gebiet lautet: G= {(x, y)eR’/—1<x<1,x’<y<1} e

0 11 1
~|a| . =] Javax=[ 1= =3 ko s-
g G -1

—1 x2

3.3 Korper

Die Verallgemeinerung auf die Dreidimensionalitét ist nun einfach. Es soll daher auch gleich der
allgemeine Fall behandelt werden.

Dazu ist wieder eine kleiner Exkurs iiber Volumenintegrale notwendig, der natiirlich nicht mehr
anschaulich dargestellt werden kann.

Beispiel: Sei  /:G=[—1,1]x[-2.2]X[-3,3]=R;:(x,y,z)~ f(x,y,z)=x"+yz

Das Gebiet ist hier ein Quader.

Die Funktion stellt ein Skalarfeld dar, die man )
in Schnitten darstellen kann, indem man bspw. o . x

z festhalt. /




Wie beim Flachenintegral bildet man zunéchst an einem Punkt x einen infinitesimalen Quader
mit infinitesimalen Lédngen dx,dy und dz und bildet das Volumenelement dV =dxdydz das
man mit dem Funktionswert f (x) multipliziert: dV-f(x)=dx-dy-dz-f(x) , was man als

Hypervolumen interpretieren kann. Diese Volumina werden aufsummiert, die dann im Grenzwert

(falls er existiert) das Volumenintegral ergibt: f dxdydz f(x) , das man auch in den Formen
G

f dx f(x f dx’ f(x f dV f(x) schreiben kann.

Wir berechnen nun das oben angegebene Beispiel.

1 2 3 1 2 3 1 2
fx2+yzdx= f dx f dyf dz(x2+yz)=_r dx_f dy x2z+%y22] 3=f dx f dy(6x°)=
G e S22 R R

1
= [ ax(24x%)=16
-1
Sei nun G ein beliebiger kompakter Korper

Wo liegt der Schwerpunkt?

Wie haben praktisch schon alles, wir miissen die obigen Ergebnisse des Zweidimensionalen nur in
die dritte Dimension hieven.



sz—fdmlefdxdydzxp(x) fiir die Gesamtmasse M gilt szdmzfp(x)dxdydz
M G M G G G

f xdxdydz
Ist die Massendichte wieder konstant, so ergibt sich nach Kiirzung mit p : s

_G
[ dxdyad:
G

Dabei ist das Integral f dxdydz das Volumen des Gebiets G.
G

Beispiel 1: Zunichst wieder ein einfaches Beispiel, das die Integrale bestatigen soll.
Wir bestimmen den Schwerpunkt des Quaders des Eingangsbeispiels:
G=[-1,1]x[-2,2]x[-3,3]

Auf Grund der Symmetrie ist wieder klar, dass der
Schwerpunkt bei homogener Masse im Ursprung liegt.

23
J.xdxdydz fdxfdyfxdz T { " ox
Bk ) 12 ) /
!xdx—_!;ydxdydz_ fdxfdyfydz_ /
-1 -2 -3 :
dxdyd: ! 2 3 y !
!zxyz fdxfdyfzdz ’

-1 -2 -3

2

1 1
f dx f dy 6x f dx 24x
-1 -2 -1

1 2 i 1 i 0
fdxfdy6y B fde =10
0 ;! ’

1
fdxfdyO fde
-1

-1 -2

1 2 3 1 2 1

M :f dxdydz:f dxf dyf dz:f dx f dy6 :f dx24=48 , was natiirlich auch einfacher geht,
G -1 -2 -3 -1 -2 -1

da die Masse homogen verteilt sei mit p=1 : M=2-4-6=48 .

0

Auf jeden Fall liegt der Schwerpunkt auch nach dieser Rechnung im Ursprung: s =713
0

Wie séhe es aus, wenn die Masse nicht gleichmifBig verteilt ist, sondern einem Gradienten
unterliegt? Wenn die Dichte nach unten hin wichst, etwa p(x)=3—z , so &ndern sich beide
Integrale. Zunichst das Massenintegral:

o2 3 12 1
sz p(x)dxzf dxf dyf (3—Z)dz=f dxf dylSzf dx72=144
G -1

-1 -2 -3 -1 =2



1 2 3 1 2

1
fdxfdyfdz(?a—z)x fdxfdyle fdx72x
-1 2 -3 -1 2 ~1 0
J- x (x)dx: 1 2 3 _ 1 2 _ _
P [ax[dy [ dz(3-z2)y|7| [ ax[dyi8y [ axo 0
< -1 -2 =3 -1 = -1 —144
1 2 3 1 2 1
fdxfdyfdz (3—z)z fdxfdy —18) J'dx(—72)
-1 -2 -3 -1 -2 -1
Daraus ergibt sich insgesamt s—m . Der Schwerpunkt ist um 1 nach unten
—144
geriickt:

Beispiel 2: Paraboloidsegment. G={(x, y,z)ER’/x’+)’<4,0<z<4—x"—y’}

Ich nehme wieder p(x)=1 an.

Auf Grund der Rotationssymmetrie
beziiglich der z-Achse ist wieder klar,
dass der Schwerpunkt auf der z-Achse
liegen wird.

Zunachst das Volumen bzw. die
Gesamtmasse M.

/ 2
V4—x 4-—

f dxdydz= f dx f dy )]:y dz=
-2 7\/4 X 0
2 N 2
zf dx f dy(4—x2—y2)=f a’x—(4—x2)15
-2 —V4—x? -2

(4—x))Pdx=81 Oder M=V= chxdx 8m mit f(x)=vx Rotation um x-Achse.

wloo
o



2 V4—x 4-x"—y"
fxdx _[ dy fydz Ide f dy(4=x"=y’)
-2 —V4—-x 0 2 _Vﬁ
‘[ dye 5 Ja—x? 4—x2—)? _ 2 Va—i? _
O e [ yar [ e A Loydrlam
P = S
2\2
J;dxv/{x dy { 2 dz idxﬂ%dyzm—x -y’

S O

0

0 _
) -
f(4—x2)2\/4—x2dx 33,51

0




