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1.  Felder

Mathematisch sind Felder Funktionen, die den Punkten in einem Raum Skalare (Zahlen) oder 
Vektoren zuordnen. Handelt es sich bei den Zuordnungen um Skalare, so nennt man das Feld ein 
Skalarfeld, sind es Vektoren, dann heißt es Vektorfeld. Ich möchte zuerst einfache Beispiele 
graphisch darstellen und sie dann als Funktionen angeben. 

Beispiel 1:  

Es handelt sich hier um ein Skalarfeld, das jedem Punkt des Quadrats mit der Seitenlänge 6
einen Zahlenwert zuordnet, der auf der vertikalen Achse abgetragen ist. Im Ursprung ist der größte 
Wert. Grau sind die negativen Werte gehalten, Magenta die positiven oder Null. Man könnte die 
Figur als eine Insel betrachten, wobei die Skalare (die z-Werte) die Höhe über/unter dem 
Meeresspiegel angeben. Eine andere Interpretation wäre ein Temperaturfeld, wobei die z-Werte die 
Temperatur etwa in Grad Celsius angeben können. In der Mitte wäre es am wärmsten. Oder es 
könnte sich um ein Druckfeld oder Dichtefeld handeln, wenn die negativen Werte ausgeklammert 
werden. Interessant kann hierbei die Größe des jeweiligen Anstiegs bzw. Abstiegs in eine 
vorgegebene Richtung sein, oder sogar die Richtung des größten Anstiegs bzw. des größten 
Gefälles. Dazu braucht man Ableitungen bzw. sogenannte Gradienten, einer der Operatoren. 
Diejenigen Stellen, wo die Anstiegsgrößen Null sind, sind Hochpunkte oder Tiefpunkte oder 
sogenannte Sattelpunkte.

Die gewählte Funktion ist hier: f : [−3, 3 ]2
⊂ℝ

2
→ℝ ;( x , y)↦1−

1
3

x2
−

1
3

y2



Beispiel 2:  

Jedem Punkt des Ebenenausschnitts (wieder das gleiche Quadrat) wird diesmal ein 
(zweidimensionaler) Vektor zugeordnet. Gezeichnet sich der Übersichtlichkeit wegen nur einige 
Punkte mit ihren (blauen) Vektoren. Da jedem Punkt im Zweidimensionalen wieder ein 
zweidimensionales Gebilde, d.h. ein Vektor zugeordnet wird, lässt sich das nicht mehr wie im 
Beispiel 1 zeichnen. Leider können wir uns vierdimensionale Gebilde nicht vorstellen. Aber diese 
diskrete Darstellung ist durchaus auch günstig, da sie ein gutes Bild etwa einer Strömung vermittelt.
Die Länge des Vektors stellt die Stärke der Strömung an dem jeweiligen Ort (Punkt) dar, die 
Richtung ist direkt ersichtlich. Es handelt sich hier um ein Wirbelfeld, was mathematisch mit einem 
anderen Operator beschrieben wird, dem Rotations-Operator.

Die Funktion lautet hier: f : [−3,3 ]2
⊂ℝ

2
→ℝ

2 ;( x , y)↦(−
1
6

x−
1
6

y ,
1
6

x−
1
6

y)

Beispiel 3: 



Hier haben wir wieder ein Vektorfeld, das aber ein andere Aussehen hat. Für Wirbel hat es nicht 
gesorgt. Es ähnelt eher einem statischen elektrischen Feld, das im Ursprung von einer positiven 
Ladung erzeugt wird. Die Vektoren könnten fast die Kraftvektoren sein, die auf eine kleine positive 
Probeladung wirken. Nur müssten die Vektoren mit größeren Abstand vom Ursprung kleiner 
ausfallen. 

Die Funktion ist f : [−3,3 ]2
⊂ℝ

2
→ℝ

2 ;( x , y)↦(
1
2

x

√ x2
+ y2

,
1
2

y

√ x2
+ y2

)

Beispiel 4: 

Für die Punkte mit positiven y-Werten laufen die Vektoren auseinander, als ob da eine („halbe“) 
positive Ladung wäre und für die Punkte mit negativen y-Werten dagegen zusammen, was so 
aussieht wie eine „halbe“ negative Ladung, wählt man jeweils positive Probeladungen und 
interpretiert die Vektoren als Kraftvektoren. Jedoch müssten die Längen der Vektoren mit größerem 
Abstand vom Ursprung wieder abnehmen. Es handelt sich also nicht um elektrische Feldvektoren.

Das Vektorfeld als Funktion ist hier: f : [−3,3 ]2
⊂ℝ

2
→ℝ

2 ; f ( x , y)=(
1
10

x y ,
1
10

y2
) .

Um dieses Verhalten zu beschreiben wählen wir wie im 3. Beispiel den Differenzialoperator der 
Divergenz. Ist eine Divergenz, d.h. ein Auseinanderstreben der Vektoren zu beobachten, soll die 
Divergenz positiv sein, streben sie zusammen (konvergieren sie) , dann negativ. Ist weder das eine 
noch das andere Verhalten zu konstatieren, soll die Divergenz Null sein. Natürlich könnte man auch 
einen Konvergenz-Operator einführen, der dann einfach der negative Divergenz-Operator wäre. 

2. Differenzialoperatoren

Wir definieren zunächst  die Operatoren und berechnen sie für die angegebenen Beispiele und 
bemühen uns dann um deren Rechtfertigung.



2.1 Nabla-Operator und der Gradient

Ist f :ℝn →ℝ ;(x1 ,... , xn)↦ f (x1 , ... , xn) eine Skalarfunktion, die jedem Vektor eine Zahl 

zuordnet, dann heißt der Vektor (
∂ f
∂ x1

⋮
∂ f
∂ xn

) bestehend aus den partiellen Ableitungen von f der 

Gradient von f. Man schreibt dafür auch grad (f) oder auch ∇ f , sprich „Nabla  f“. 

Der formale Vektor (
∂

∂ x1

⋮
∂

∂ xn
)=: ∇ heißt Nabla-Operator.

Der Gradient-Operator (Nabla-Operator ∇ ) ordnet dem Skalarfeld f das Vektorfeld ∇ f zu.

Beispiel 1: f : [−3,3 ]2
⊂ℝ

2
→ℝ ;( x , y)↦1−

1
3

x2
−

1
3

y2

  

Skalarfeld f (x , y )=1−
1
3

x2
−

1
3

y2    ⇒
∇

Vektorfeld ∇ f ( x , y)=(
∂ f
∂ x

( x , y)

∂ f
∂ y

( x , y))=(−
2
3

x

−
2
3

y)
Die Vektoren des Gradientenfelds zeigen hier zum Ursprung hin, d.h. zum Ort des größten Anstiegs.
Der Betrag des Gradientenvektors gibt die Steigung an der entsprechenden Stelle an.

Ist man zum Beispiel am Punkt P (1|1) mit dem Wert (Höhe) f (1,1)=1−
1
3

−
1
3

=
1
3

so zeigt 

der Gradienten-Vektor ∇ f (1|1)=(−
2
3

−
2
3
) in Richtung des Gipfels (0 |0) mit der Höhe 1.

Das ist intuitiv, d.h. aufgrund der Skizze klar, soll aber rechnerisch überprüft werden.



Dazu betrachten wir alle Richtungsableitungen ∂v f ( x) :=
∂ f
∂ v

( x) :=lim
ϵ → 0

f (x+ϵv )− f ( x)
ϵ an 

dem Punkt P=x  mit Richtungsvektoren v und schauen, wo die Ableitung am größten ist. Ich 
wähle um den Punkt P einen Kreis mit dem Radius ϵ , den ich dann gegen Null streben lasse.

Ein beliebiger Punkt Q auf dem Kreis hat dann die Koordinaten (1+ϵ cosϕ |1+ϵsin ϕ) , wenn 
die Gerade durch P parallel zu horizontalen Achse (x-Achse) mit der Geraden durch PQ den Winkel

ϕ einschließt.
Dann ist die Richtungsableitung in Richtung des Winkels ϕ :

f (1+ϵcos ϕ | 1+ϵsin ϕ)− f (1 |1)
ϵ =

1−
1
3

(1+ϵ cosϕ)
2
−

1
3

(1+ϵsin ϕ)
2
−

1
3

ϵ =

=

1−
1
3

(2+2ϵcosϕ+2ϵsin ϕ+ϵ
2
(cos2

ϵ+sin2
ϵ))−

1
3

ϵ =

−
2
3

ϵ(sin ϕ+cos ϕ)−
1
3

ϵ
2

ϵ =

=−
2
3

(sin ϕ+cos ϕ)−
1
3

ϵ →
ϵ→ 0

−
2
3

(sin ϕ+cos ϕ)=: g (ϕ) . Gesucht ist nun der Winkel ϕ unter 

dem die Richtungsableitung g maximal wird:   g ' (ϕ)=−
2
3

(cosϕ−sin ϕ)=0 ⇔sin ϕ=cosϕ . Das 

trifft an den Stellen ϕ=
1
4

π∨ϕ=
5
4

π zu. g ' ' (ϕ)=
2
3

(sin ϕ+cosϕ) und

g ' ' (
1
4

π)=
4
3
⋅0,707>0 , demnach liegt bei π

4
ein Minimum vor. g ' ' (

5
4

π)=
4
3
⋅−0,707<0 .

Unser Maximum liegt bei 
5
4

π . Der Vektor hat dort die Koordinaten ϵ(−0,707
−0,707) , ist also 

parallel zum Gradientenvektor an der Stelle P: ∇ f (1|1)=(−
2
3

−
2
3
) . Die maximale Steigung 

beträgt g (
5
4

π)=−
2
3

2sin (
5
4

π)=−
4
3
⋅(−0,707)=0,943 und das ist genau der Betrag des 

Gradientenvektors: √ 4
9

+
4
9

=
2
3

√2=0,943 . Das war kein Zufall, dies gilt allgemein.

Um  das zu zeigen, muss man voraussetzen, dass das totale Differenzial df an der Stelle x
existiert (siehe Ableitungen und Differentiale:  http://philmath.org/wordpress/wp-
content/uploads/2016/01/Ableitung.pdf ). Das totale Differenzial (als lineare Funktion) ordnet 
jedem Richtungsvektor v=(v1 ,... , vn) die entsprechende Richtungsableitung zu:

http://philmath.org/wordpress/wp-content/uploads/2016/01/Ableitung.pdf
http://philmath.org/wordpress/wp-content/uploads/2016/01/Ableitung.pdf


df (x )(v )=
∂ f
∂v

(x )=∑
i=1

n
∂ f
∂ x i

( x)v i  (ohne Beweis), d.h. die Richtungsableitung lässt sich als 

Skalarprodukt aus Nabla-Operator von f   mal Richtungsvektor v darstellen:

∂ f
∂ v

( x )=(
∂ f
∂ x1

(x )

⋮
∂ f
∂ xn

(x ))⋅(v1

⋮
vn

)=∇ f ( x)⋅v

Der Richtungsvektor v sei normiert: v=1  Da sich das Skalarprodukt auch über den Kosinus 
beschreiben lässt, gilt: 

∂ f
∂ v

( x )=∇ f (x )⋅v=∇ f (x )⋅v ⋅cos ϕ=∇ f ( x)⋅cos ϕ  (1)

wobei der Winkel zwischen den beiden Vektoren des Skalarprodukts ϕ sei. Der Gradient enthält
keine Abhängigkeit von ϕ , so dass nur die Richtungsableitung von dem Winkel abhängt  (siehe 
obige konkrete Rechnung). Die Richtungsableitung ist aber maximal, wenn cos ϕ=1  und 
minimal für 

cos ϕ=−1 . Ersteres trifft für ϕ=0 zu, letzteres für ϕ=π . Der Winkel ϕ=0 bedeutet, dass
die Richtungen des Gradienten und des Richtungsvektors gleich sind und sogar gleich orientiert, der
Gradientenvektor zeigt also in x in Richtung des maximalen Anstiegs. Beim Winkel ϕ=π sind 
sie entgegengesetzt orientiert und das heißt, dass der negative Gradientenvektor dann also in die 
Richtung des stärksten Abstiegs zeigt. Damit ist die erste wesentliche Aussage des Gradienten 
gezeigt. Die zweite behauptete, dass der Betrag des Gradientenvektors in x die Stärke des 
größten Anstiegs bedeutet. Das sieht man jetzt auch leicht: Da 

∂ f
∂ v

( x )=∇ f ( x)⋅cos ϕ

und der Anstieg für ϕ=0 am größten ist, gilt

∂ f
∂ v

( x )=∇ f ( x) .

Der Abstieg ist für ϕ=π am größten und dafür gilt 

∂ f
∂ v

( x )=−∇ f (x ) .

Ein weiteres Beispiel soll das Ganze nochmals anwenden und für die Physik nutzbar machen.

Beispiel 5:  Elektrisches Potenzial ϕ(x , y )=ϕ0⋅e−x2
− y2

mit ϕ0=3 .

Befindet sich im Raum eine elektrische Ladung Q und eine zweite „Probeladung“ q, so wirkt 



zwischen ihnen eine elektrische Kraft F e (Coulomb-Kraft), die proportional zum Produkt der 
beiden Ladungen und umgekehrt proportional zum Quadrat ihres Abstandes (ihrer Mittelpunkte) r 

ist. Die Proportionalitätskonstante ist η :=
1

4πϵ0

, die sogenannte Coulomb-Konstante vom Wert

8,988⋅109 Vm
As

, mit der elektrischen Feldkonstante ϵ0 im Vakuum: F e (r )=
1

4πϵ0

q⋅Q

r 3
⋅r , 

wobei r der Einheitsvektor ist, der vom Ort von Q nach dem Ort von q geht. 

F e (r )=η
q⋅Q

r3
⋅r [N]

Bei feststehender Ladung Q ist F e proportional zu q.  Der Vektor 1
q
F e=

1
4π ϵ0

Q⋅r0

r 2
ist dann

unabhängig von q. 

Man nennt ihn die elektrische Feldstärke 

E (r ) :=
1

4π ϵ0

Q
r

r 3
=ηQ

r

r3 [ N
C

=
V
m ]

wobei das Koordinatensystem so gewählt sei, dass Q im Ursprung liegt.
Legt man eine positive Ladung q an den Ort r , so ist die Kraft F e (r ) , die im Feld auf q wirkt 
natürlich wieder qE (r ) : F e (r )=qE (r) . F e und E (r ) sind gleich orientiert.  Die 
Feldstärke ist ein Vektorfeld.

Die potenzielle Energie E pot , die eine Probeladung q im elektrischen Feld von Q (gleichnamig) 
besitzt, lässt sich berechnen über die Arbeit, die das Feld leistet, bis die Kraft wirkungslos ist, also 
in unendlicher Entfernung von dem Ort r 0 von Q.  Läuft der Feldweg in Richtung der Kraft, 

dann gilt: E pot =∫
r 0

∞

F⋅dr=∫
r0

∞

F dr=
qQ

4 πϵ0
∫
r0

∞ 1

r 2
dr=

qQ
4π ϵ0

[−
1
r

]
r 0

∞

=
qQ

4πϵ0

1
r0

. Ersetzt man r 0

durch r , erhält man also 

E pot (r )=
qQ

4πϵ0

1
r

=η
qQ
r

[J]

Die potenzielle Energie ist also nicht nur linear abhängig (proportional) von der „felderzeugenden“ 
Ladung Q (das Feld wird ja eigentlich von beiden Ladungen erzeugt), sondern auch von der 
Testladung q.  Will man die potenzielle Energie unabhängig von ihr machen, dividiert man einfach 

durch q und nennt den Quotienten das elektrische Potenzial ϕ(r )=
E pot (r )

q
des elektrischen 

Feldes einer von einer „Punktladung“ Q mit r=r , wobei Q im Ursprung des 
Koordinatensystems liegt und r den Ortsvektor der Messung angibt:

ϕ(r )=
Q

4πϵ0

1
r

=η
Q
r

 [V]

Das Potenzial ist wieder ein einfaches Skalarfeld, aus dem aber die potenzielle Energie einer 
Ladung q und auch die elektrische Feldstärke, bzw. die Coulomb-Kraft rekonstruierbar sind:



Die potenzielle Energie einer Ladung q ist dann: E pot (q , r )=q ϕ(r )

Die Coulomb-Kraft, die von Q auf eine Ladung q im Ort r wirkt, ist: F e (r )=
q

r2
⋅ϕ(r )r

Die elektrische Feldstärke ergibt sich unter Verwendung des Gradienten zu: E (r )=−∇ ϕ(r)

Begründung hierzu: Wählt man x, y und z als Koordinaten von r , also r=(
x
y
z) , so ist

r=r=√x2
+ y2

+z 2 und die partielle Ableitung von 
1
r

=(x2+ y2+z2)
−

1
2 gleich:

∂
1
r

∂ x
=

∂( x2+ y2+ z2)
−

1
2

∂ x
=−

1
2

(x2
+ y2

+z2
)
−

3
2⋅2x=

−x

(√x 2
+ y2

+z 2
)

3 =
−x

r3
. Aus Symmetriegründen 

ist dann ∇
1
r

=(
−x

r 3

− y

r 3

−z
r 3

)=−
1
r 3(

x
y
z)=−

1
r 3 r  und damit −∇ ϕ(r )=−∇

Q
4 π ϵ0

1
r

=
−Q

4πϵ0

∇
1
r

=

=
−Q

4πϵ0

⋅
−1

r3
r=

Q
4πϵ0

r

r3
=E (r ) .

Die einfachste Beschreibung der elektrostatischen Wechselwirkung ist also das Potenzial.

Man könnte natürlich die Feldstärke auch noch unabhängig von der erzeugenden Ladung machen 

wollen und so durch Q dividieren: 
1
Q

⋅E(r )=
η

r 3
r und hätte so das elektrische Vakuumfeld, 

sodass die Grundeigenschaft dieses Feldes durch die Feldkonstante η ausgedrückt wird. Der 
Abstand hat hier zunächst keine Bedeutung. Nur wenn man sich vorstellt, dass im Ursprung des KS 
eine Ladung erzeugt wird (wie es im Quantenvakuum ja geschieht, allerdings dort zwei 
entgegengesetzte Ladungen), dann lädt das Feld auf und der Radius ist - wie schon immer - der 
Abstand der beiden betrachteten Ladungen. Der Abstand ist also als „virtueller“ Abstand zu sehen.

Ist nun die erzeugende Ladung negativ, so erhält man ein etwas anderes Potenzial:

E pot =ηqQ [
−1
r

]
r1

r0

=ηqQ(
1
r 1

−
1
r 0

) . Da r0 nicht gegen Null gehen kann (r0  ist der Abstand nahe 

bei der erzeugenden Ladung und Ladungen haben nie den Abstand Null, es gibt keine 
Punktteilchen, was sonst wie hier zu unsinnigen Unendlichkeiten führen würde), muss gelten

r 0>0 .  Das Potenzial ist dann: ϕ(r )=ηQ(
1
r 1

−
1
r 0

) oder ϕ(r )=ηQ(
1
r

)−ηQ(
1
r0

) mit 

minimal möglichem r 0 . Es handelt sich hier nicht um eine Potenzialdifferenz, da ηQ(
1
r 0

)

kein Potenzial ist. Es ist aber durchaus sinnvoll, Potenzialdifferenzen einzuführen, damit dieser 
Ausdruck verschwindet: 



Δ ϕ(r 2 , r1):=ϕ(r2)−ϕ(r1)=(η
Q
r 2

−η
Q
r0

)−(η
Q
r1

−η
Q
r0

)=(η
Q
r2

−η
Q
r1

)<0

Da ist auch sinnvoll bei gleichnamigen Ladungen. Damit fällt auch der Grenzwert nach ∞ weg.
Nur ist da die Potenzialdifferenz positiv. Man ist auch gewohnt, die Potenzialdifferenz als Spannung
anzusehen.

Feldlinien sind die gerichteten Linien, auf deren Punkten die Kraftvektoren Tangentialvektoren 
gleicher Orientierung sind. 

Für rotationssymmetrische Ladungen (wie hier vorausgesetzt war; es ist besser sie so und nicht 
Punktladungen zu nennen, auch wenn das immer noch eine Idealisierung bleibt) gilt natürlich ganz 
trivial, dass die Feldlinien senkrecht zu den Äquipotenziallinien stehen (im 2-D). Denn die 
Äquipotenziallinien sind dort Kreislinien und die Feldlinien radial zur erzeugenden Ladung.

Das gilt allgemein: Sei die L Äquipotenziallinie von ϕ am Ort x1 gegeben. Sei d der 
Tangentialvektor von L  in x1 . Für die Richtungsableitung in x1 in Richtung d gilt dann

∂ ϕ

∂d
(x1)=

lim
h→0

ϕ( x1+hd )−ϕ( x1)

h
=∇ ϕ(x1)⋅d . Da aber für kleine h der Unterschied zwischen

ϕ(x1+hd ) und ϕ(x 2) , das auf der Äquipotenziallinie L liegt schneller gegen Null geht als h

(siehe totales Differenzial) ist 
∂ ϕ

∂d
(x1)=0 und damit gilt ∇ ϕ(x1)⊥ d oder E (x1)⊥ d .

Der unten stehende Graph gibt das  elektrische Potenzial ϕ(x , y )=3⋅e−x2
− y2

r=( x , y) wieder.

Der Gradient dieses skalaren Potenzialfeldes ist ∇ ϕ(x , y )=∇ 3⋅e− x2
− y2

=(−6x e−x2
− y2

−6y e−x2
− y2) und das 

f

r
0                    

r
1
                         r

2



Vektorfeld der elektrischen Feldstärke ist dann E (x , y )=−∇ ϕ( x , y)=(6xe− x2
− y2

6ye− x2
− y2)  

Konkretes Beispiel: Im Ursprung des KS liege ein Proton mit der Elementarladung
e=1,602⋅10−19 C .  

Sein klassisches radialsymmetrisches Potenzialfeld ist:

ϕ(r )=η⋅
e
r

=8,988⋅109
[
Vm
C

]⋅1,602⋅10−19 [C ]⋅1
r

[m−1
] also ϕ(r )=1,439⋅10−9 1

r
[V ] . 

Längeneinheit: Nanometer

E



Sein elektrische Feld hat die Stärke E (r )=
1,439⋅10−9

r3 ⋅r [
N
C

]

Der sogenannte Ladungsradius eines Protons (der Radius des Raums, in dem sich die Ladung des 
Protons eines Kerns befindet) ist ungefähr zu 0,8409⋅10−15 m gemessen worden (Max Planck-
Gesellschaft, Quantenphysik 2013). Befindet sich nun ein zweites Proton in der Nähe des ersten, 
etwa im Abstand des dreifachen Ladungsradius 2,523⋅10−15 m , so wirkt auf das zweite Proton 
(und natürlich auch auf das erste in entgegengesetzter Richtung) die abstoßende elektrische Kraft

F e (r )=1,602⋅10−19E (r)=
1,602⋅10−19

⋅1,439⋅10−9

2,5233
⋅10−45 =1,436⋅1017 N . Zwar ist die starke Kraft, die 

auch noch die Nukleonen binden, wesentlich stärker als die elektrische Kraft,  aber das Pauliprinzip 
(und die starke Spin-Spin-Koppelung) verhindert die Bindung der beiden Protonen. 

Dieses Potenzial ist aber für positive Probeladungen angegeben. Ist die zweite Ladung negativ, wie 
etwa für ein Elektron, ist die Kraft anziehend.

Das Potenzialfeld hat dann folgende Gestalt (mit Äquipotenziallinien):

Eigenschaften des Gradienten:

(1)  Der Gradienten-Operator ist linear: grad (a f ( x)+b g ( x))=a grad f (x )+b grad g (x )

(2)  Der Gradient eines konstanten Skalarfeldes ist Null: grad c=0

(3) Produktregel: grad ( f ( x )g ( x ))= f ( x )grad (g ( x))+g ( x )grad ( f (x ))



2.2 Nabla-Operator und die Divergenz

Die Divergenz beschreibt in einem Vektorfeld das Auseinanderstreben der Vektoren. Ein 
einleitendes Beispiel: 

Das Vektorfeld, die vektorwertige Funktion ist hier: f ( x , y)=( x
1) . Die Divergenz von f ist 

in diesem Fall positiv.  Wählt man die Funktion f ( x , y)=(3x
1 ) ist die Divergenz offensichtlich 

größer.

Ist kein Auseinanderstreben zu erkennen, wie bei folgender Funktion f ( x , y)=(3
1) , einem 

konstanten Vektorfeld, wird die Divergenz Null sein. 

Konvergieren die Vektoren, streben sie zusammen, so wird man die Divergenz negativ ansetzen.
Mathematiker subsummieren gerne unter einen Begriff. So nennt man ein Gefälle auch negative 
Steigung.

Die Funktion f ( x , y)=(−x
0 ) , die diesen Graphen erzeugt, hat demnach negative Divergenz  

oder positive Konvergenz.



In dem folgenden Beispiel streben die Vektoren des Feldes f=( f 1

f 2):(x
y)↦( 0,5 x

−0,5 y) in x-

Richtung auseinander und in y-Richtung zusammen:

Wie soll man hier die Divergenz beurteilen?

Wie lässt sich die Divergenz mathematisch beschreiben?  

Im nachfolgenden Bild hat man einen Ausschnitt des Feldes f=( f 1

f 2):(x
y)↦(0,5 x

1,5 y)

An der Stelle (1
1) befindet sich der Vektor (0,5

1,5) . 

Geht man um Δ x=1 nach rechts, so liegt dort, d.h. im Punkt (2
1) der Vektor ( 1

1,5) . 

Geht man von der ersten Stelle um Δ y=1 nach oben, so befindet sich an dieser Stelle (1
2) der 

Vektor (0,5
3 ) .

Geht man in beide Richtungen Δ x=1 und Δ y=1 , so liegt im Punkt (2
2) der Vektor (1

3) .

Der Differenzvektor in x-Richtung ist ( 1
1,5)−(0,5

1,5)=(0,5
0 )

und in y-Richtung (0,5
3 )−(0,5

1,5)=( 0
1,5)



Der Differenzvektor, falls man in beide Richtungen geht: f (1+1
1+1)− f (1

1)=(1
3)−(0,5

1,5)=(0,5
1,5)

Oder allgemeiner mit beliebigen Deltas die relativen Differenzvektoren:

f (1+Δ x
1 )− f (1

1)
Δ x

=
(0,5+0,5⋅Δ x

1,5 )−(0,5
1,5)

Δ x
=

(0,5Δ x
0 )

Δ x
=(0,5

0 )  und

f ( 1
1+Δ y)− f (1

1)
Δ y

=
( 0,5
1,5+1,5⋅Δ y)−(0,5

1,5)
Δ y

=
( 0
1,5Δ y)

Δ y
=( 0

1,5)  und der gesamte: (0,5
1,5) .

Bildet man den Grenzwert der relativen Differenzvektoren und wählt man nur die erste bzw. zweite

Komponente, so sind das gerade die partiellen Ableitungen (0,5
1,5)=(

∂ f 1

∂ x
∂ f 2

∂ y
)

Will man nur einen Wert für die Divergenz, so kann man die Summe aus den Komponenten bilden 
und erhält dann den Wert 2. Allerdings verliert man dabei an Information.

Im letzten Beispiel f=( f 1

f 2):(x
y)↦( 0,5 x

−0,5 y) ergäbe die Divergenz als Summe gerade Null.

Das Gleiche gälte für das Vektorfeld f=( f 1

f 2):(x
y)↦(−0,5 x

0,5 y ) , dessen Divergenz als Summe 

auch Null wäre.

Der Begriff der Divergenz wurde in der Strömungslehre entwickelt und hat da einen ganz speziellen
Sinn. Dort wird auch  klar, warum man die Summe und nicht den Vektor der partiellen Ableitungen 
wählt.
Dies soll nun betrachtet werden. In einer Strömung herrschen im Allgemeinen an verschiedenen 
Stellen verschiedene Geschwindigkeiten in Größe und Richtung. Das Vektorfeld sei dieses 



Geschwindigkeitsfeld v=(v x

v y):( x
y)↦(v x (x , y )

v y (x , y )) . Das Gleiche geht natürlich (und vor allen 

Dingen) auch dreidimensional.

Man betrachtet ein gedachtes Rechteck der Länge Δ x

und der Höhe Δ y an der Stelle (x0

y0) (linke untere 

Ecke des Rechtecks, hier (1 , 0)). Ich betrachte zuerst 
die horizontale x-Komponente v x . Davon gehen 
drei Vektoren am linken Rand ins Rechteck und ebenfalls 
drei Vektoren verlassen es am rechten Rand.
(Für die vertikalen y-Komponenten v y gilt: sechs 
Vektoren „fließen“ vom oberen Rand hinein, aber keiner verlässt es am unteren Rand.)

Allgemein für die horizontale Komponente v x :  Am linken Rand der Länge Δ y ist die 
Geschwindigkeitskomponente v x (x0 , y ) , die für alle y∈[ y0, y0+Δ y ] bei hinreichend 
kleinem Δ y ungefähr gleich sind. Am rechten Rand ist die Komponente v x (x0+Δ x , y ) .
In einem kleinen Zeitintervall Δ t strömen all diejenigen Flüssigkeitsteilchen ein, die vom linken 
Rand einen Abstand von höchstens Δ s=v x( x0 , y)⋅Δ t haben und am linken Rand fließen in 
diesem Zeitraum die Teilchen hinaus, die vom rechten Rand höchstens den Abstand

Δ s '=v x (x0+Δ x , y)⋅Δ t haben.
Die Flüssigkeitsmenge, die eintritt in der Zeit Δ t ist: Δ s⋅Δ y=vx (x0 , y )⋅Δ t⋅Δ y , diejenige, 
die austritt: Δ s '⋅Δ y=v x( x0+Δ x , y )⋅Δ t⋅Δ y . Die Differenzmenge von ausfließender und 
einfließender Menge pro Zeiteinheit ist somit nach Division durch Δ t :

 Δ s '⋅Δ y−Δ s⋅Δ y=(v x( x0+Δ x , y)−v x (x0 , y))⋅Δ t⋅Δ y=(v x (x0+Δ x , y)−vx ( x0 , y))⋅Δ y

Nun berücksichtigt man noch den Fluss der vertikalen Komponente v y . Analog erhält man als 
Differenzmenge von durch den unteren Rand ausfließender und durch den oberen Rand 
einfließender Menge pro Zeiteinheit: (v y ( x , y0+Δ y)−v y (x , y0))⋅Δ x mit x∈[ x0, x0+Δ x ] .

Die Gesamtdifferenzmenge ist somit:

(v x (x0+Δ x , y )−vx (x0 , y))⋅Δ y+(v y( x , y0+Δ y)−v y (x , y0))⋅Δ x

Ziel ist, das Rechteck als infinitesimales zu setzen, d.h. mit Δ x und Δ y gegen Null zu streben, 

um die Differenzmenge des Flusses an der Stelle (x0

y0) zu bestimmen. 

Dazu erweitern wir den ersten Summanden  mit Δ x : 
(v x (x0+Δ x , y )−vx(x0 , y))⋅Δ y⋅Δ x

Δ x

und den zweiten Summanden mit Δ y  : 
(v y ( x , y0+Δ y)−v y (x , y0))⋅Δ x⋅Δ y

Δ y
.

Δ y⋅Δ x ist der Inhalt des Rechtecks, durch den wir den Term dividieren und dadurch die 
gesamte Differenzmenge pro Zeiteinheit und Volumeneinheit erhalten:

 
v x( x0+Δ x , y)−v x( x0 , y)

Δ x
+

v y ( x , y0+Δ y)−v y (x , y0)

Δ y
. Der Grenzübergang liefert dann



lim
Δ x →0

lim
Δ y →0

v x (x0+Δ x , y)−vx ( x0 , y)

Δ x
+

v y (x , y0+Δ y )−v y ( x , y0)

Δ y
=

∂v x

∂ x
( x0, y0)+

∂ v y

∂ y
( x0, y0) ,

Im realistischeren Dreidimensionalen hat man die Differenzmenge oder besser Differenzialmenge 
des Flusses durch ein infinitesimales Volumen dV des Vektorfeldes v an der Stelle
x0=(x0 , y0 , z0) und pro Zeiteinheit gegeben durch

∂v x

∂ x
( x0)+

∂ v y

∂ y
(x0)+

∂ vz

∂ z
( x0)=: div v (x0) . 

Man erkennt hier durch den physikalischen Kontext, warum man nicht den Vektor der partiellen 
Ableitungen wählt, sondern deren Summe. Formal lässt sich die Divergenz als Skalarprodukt von 

Nabla-Operator und Vektorfeld schreiben: ∇⋅v ( x0)=(
∂

∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)⋅(vx ( x0)

v y( x0)

v z(x0)
)=div v (x0) .

Ist div v ( x0)>0 , so fließt in das Volumenelement dV pro Zeiteinheit mehr hinaus als hinein. 
Es handelt sich also um eine „Quelle“ an der Stelle x0 . 

Ist div v ( x0)<0 , so fließt in das Volumenelement dV pro Zeiteinheit mehr hinein als hinaus. 
Es handelt sich also um eine „Senke“ an der Stelle x0 . 

Ist div v ( x0)=0 , so fließt in das Volumenelement dV pro Zeiteinheit soviel hinein wie hinaus.
Es handelt sich also um eine neutrale Stelle x0 .  Man sagt, dass das Feld dort „quellenfrei“ ist 
und müsste zusätzlich sagen, dass es auch „senkenfrei“ ist, was man aber im Allgemeinen aus 
ökonomischen Gründen nicht tut. Allgemein nennt man die Divergenz die Quellenstärke bzw. die 
Quellendichte des Vektorfeldes.

In den Einführungsbeispielen war die Divergenz konstant. Dass das nicht sein muss, illustriert das 
folgende Beispiel:

 

Das Vektorfeld hat die Gleichung: v(x
y)=( sin( x)

cos( y )) . Die Divergenz ist variabel:



div v( x0

y0)=cos( x0)−sin( y0) . Im Ursprung hat sie den Wert 1, was eine Quelle bedeutet.

An anderer Stelle, wie man deutlich sieht, liegt offensichtlich eine Senke vor, etwa bei (π ,π/2) , 
wo der Divergenzwert -2 beträgt. Die Stelle (0,π/ 2) ist neutral, die Divergenz ist dort Null.

Eigenschaften der Divergenz:

(1) Divergenz-Operator ist linear: div(a v ( x)+bw (x ))=a div v (x )+bdivw ( x)

(2) Divergenz eines konstanten Vektorfeldes ist Null: div c=0

(3) Verträglichkeit der Divergenz eines Vektorfeldes mit dem Gradienten eines Skalarfeldes φ( x)
im Sinne der Produktregel der Differenzialoperatoren div und grad:

 div(φ(x )v( x ))=grad(φ( x ))⋅v( x )+φ( x)div v ( x)

oder  kurz

∇⋅(φ v )=(∇ φ)⋅v+φ ∇⋅v

(4) div (u×v)=(rot u)⋅v−u⋅rot v (Rotation rot siehe unten)

(5)   für kugelsymmetrische Felder ( mit ∣x∣=r ; f :ℝ→ℝ  stetig diff.bar )
     
     div ( f (r ) x )=3 f (r )+x⋅grad f (r )

Beweis von (3): Sei φ : x↦φ(x ) ein Skalarfeld und v : x↦v (x ) ein Vektorfeld. Dann gilt:

div(φ(x )v( x ))=
∂ φ(x )v x( x)

∂ x
+

∂ φ(x )v y (x )

∂ y
+

∂ φ( x)v z( x)

∂ z
=

normale Produktregel pro Summand

=
∂φ( x)

∂ x
v x( x )+φ( x)

∂ v x (x )

∂ x
+

∂ φ( x)

∂ y
v y (x )+φ( x)

∂v y( x)

∂ y
+

∂ φ(x )

∂ z
v z( x)+φ(x )

∂ v z( x)

∂ z
=

=φ( x)(∂ v x (x )

∂ x
+

∂ v y ( x)

∂ y
+

∂v z( x)

∂ z )+grad(φ( x))⋅v ( x)=φ( x)div v (x )+grad(φ( x))⋅v ( x) .

Divergenz und Gradient lassen sich in einer Richtung kombinieren, nämlich als grad(div v) . 
Dieser Differenzialoperator heißt Laplace-Operator Δ und es gilt:

Δ v :=grad div v=∇ ∇⋅v=: ∇
2 v=( ∂

2

∂ x2 + ∂
2

∂ y2 + ∂
2

∂ z2 )v= ∂
2v

∂ x2 +
∂

2 v
∂ y2 +

∂
2 v

∂ z2

Physikalische Beispiele: 

1) Das von der Punktladung Q im Ursprung erzeugte elektrostatische Feld E (x )=η
Q

r 3
x mit



r=x und η=
1

4πϵ0

oder  E (x )=c x r−3 mit c=ηQ hat überall mit r>0 die 

Divergenz Null: 
∂ E x

∂ x
=

∂ cx (x2+ y 2+z2)
−

3
2

∂ x
=c (x2

+ y2
+z2

)
−

3
2−

3
2

cx (x2
+ y2

+z2
)
−

5
2⋅2x=

=cr−3
−3cx2 r−5 . Analog für die anderen partiellen Ableitungen, so dass sich insgesamt ergibt:

div E=cr−3
−3cx2 r−5

+cr−3
−3cy2 r−5

+c r−3
−3cz2 r−5

=3cr−3
−3cr−5

( x2
+ y2

+z2
)=

=3cr−3
−3cr−5 r2

=3cr−3
−3cr−3

=0 . Da wo die Ladung sitzt, ist das Feld nicht definiert. Dort 
müsste es ja schließlich positive Divergenz besitzen.

Mit Hilfe der Deltafunktionen (Distributionen, d.h. verallgemeinerte Funktionen) können jedoch 
punktförmige Quellen beschrieben werden. Die eindimensionale Deltafunktion ist kurz gefasst 

durch folgende Eigenschaften definiert: δ( x)={0,  für x≠0
∞ ,  für x=0

und ∫
−∞

∞

δ( x)dx=1 .

Die dreidimensionale Deltafunktion ist folgendermaßen definiert: δ3( x)=δ(x )δ ( y)δ(z ) .

Das Volumenintegral ist daher ∫
ℝ

3

δ
3
( x)dV =1 , denn

∫
ℝ

3

δ
3
( x)dV =∫

−∞

∞

∫
−∞

∞

∫
−∞

∞

δ(x)dx δ( y )dyδ (z )dz=∫
−∞

∞

∫
−∞

∞

1δ( y)dy δ( z)dz=∫
−∞

∞

1δ(z )dz=1

Für die Divergenz punktförmiger Quellen an der Stelle 0 gilt mit Hilfe der Theorie der 
Distributionen: 

div c r−3 x=4π c δ3(x )   

Wendet man das Volumenintegral auf diese Gleichung an, ergibt sich:

∫
ℝ

3

div c r−3 x dV =4π c∫
ℝ

3

δ
3
( x)dV =4π c=4π

Q
4π ϵ0

=
Q
ϵ0

 und die im Ursprung „versteckte 

Ladung“ Q wird wieder sichtbar und die Divergenz ist offensichtlich nicht mehr Null, sonst wäre 
das Integral ja auch Null. Oder anders formuliert, ist Q=0 , also keine Ladung im Innern, so ist 
die Divergenz Null.

2) Das Gleiche gilt für ein von einer Masse erzeugtes Gravitationsfeld, das die gleiche Formel
G (x )=c r−3 x besitzt, wobei c=−γ⋅M mit der Gravitationskonstanten γ und der das Feld 

erzeugenden Masse M ist.

3) Das von einer beliebigen Ladungsverteilung (Ladungsdichte ρ ) erzeugte elektrostatische Feld

erfüllt die erste Maxwellgleichung (siehe unten) div E=
ρ
ϵ0

bzw. in natürlichen Einheiten

div E=ρ .  Die Ladungsdichte ist demnach die Quellstärke des  elektrostatischen Feldes.

4) Das Gleiche gilt wiederum für das von einer Massenverteilung (Massendichte ρ ) erzeugte 
Newtonsche Gravitationsfeld: divG=−4π γρ oder in natürlichen Einheiten divG=−ρ .
Die Massendichte ist wiederum die Quellstärke des Gravitationsfeldes und stellt eine Senke dar.

5) Das Magnetfeld B hat stets die Divergenz Null. div B=0 ist die zweite Maxwellgleichung.
Das heißt, dass die magnetischen Feldlinien weder Quellen noch Senken haben, sie sind daher 
geschlossen. Das Magnetfeld hat deswegen auch keine Ladungen. Es wird erzeugt durch (zeitliche) 
Veränderungen des elektrischen Feldes (viertes Maxwellsches Gesetz) bzw. durch den 
Photonenspin.



6) Für Gradientenfelder v= grad f =∇ f (skalares Feld f) ist die Quellstärke von v durch den 
Laplace-Operator auf f angewandt gegeben: div v=div grad f =Δ f .

Das elektrostatische Feld ist ein Gradientenfeld: E=−∇ φ=−grad φ mit dem elektrostatischen 

Potenzial φ( x)=η
Q
r

. Mit der Gleichung div E=ρ (in natürlichen Einheiten) ergibt sich:

−div grad φ=−Δφ=ρ oder Δ φ=−ρ . Das ist die Poisson-Gleichung des elektrischen 
Feldes. Sie ist Ausgangsgleichung bei einer Ladungsverteilung ρ , um das Feld E zu 
bestimmen.
Zuerst sucht man die Gleichung nach φ zu lösen. Dann wird durch E=−grad φ das Feld leicht
gefunden.

7) Das Gleiche gilt für das durch die Massenverteilung ρ erzeugte Gravitationsfeld G . Ist

φ( x)=−γ
M
r

das Gravitationspotenzial, so ist G=−∇ φ=−grad φ . Da divG=−ρ , ist

div grad φ=Δφ=ρ die Poisson-Gleichung des Gravitationsfeldes.

Im Vakuum ist die Ladungsdichte bzw. Massendichte ρ=0 und damit gilt die Potenzialgleichung
Δ φ=0 .

Hier zeigt sich der Vorteil der Verwendung von Potenzialen. Sucht man zu vorgegebener 
Divergenz ein Gradientenfeld, so reicht eine Funktion, das Potenzial, das die entsprechende 
Gleichung löst, anstatt drei Funktionen für das zugehörige Vektorfeld. Dieses kann durch die 
Gradientenbildung von dem Potenzial leicht berechnet werden.

8) In der Schrödinger-Gleichung i ℏ ∂
∂ t

ψ(x ,t )=(−ℏ
2

2m
Δ+φ(x , t))ψ(x , t) für ein 

nichtrelativistisches Teilchen der Masse m im Potenzial φ , taucht der Laplace-Operator auf.
Die komplexwertige Wellenfunktion ψ( x ,t ) ist Lösung dieser linearen partiellen 
Differenzialgleichung zweiten Grades. Aufgrund der Linearität der DG ist mit je zwei Lösungen

ψ1 ,ψ2 auch jede (komplexe) Linearkombination λ ψ1+μ ψ2 ; λ ,μ∈ℂ  aus ihnen wieder 
eine Lösung der DG.

Kürzt man den Klammerterm durch den Hamilton-Operator Ĥ ab, Ĥ =
−ℏ

2

2m
Δ+φ( x , t) , so 

lautet die Schrödinger-Gleichung i ℏ ∂
∂ t

ψ(x ,t )=Ĥ ψ( x , t) .

In der Schrödinger-Gleichung hat man links die Zeitableitung und rechts (im Laplace-Operator) die 
zweiten Ortsableitungen.



2.3 Nabla-Operator und die Rotation

Die Rotation beschreibt die Eigenschaft eines Vektorfeldes, Wirbel zu besitzen.
Bei dem untenstehenden Vektorfeld ist das klar zu erkennen:

Der Wirbel ist rechtsdrehend, er dreht im Uhrzeigersinn, den man mathematisch negativ orientiert 
bezeichnet. Man wird ihm daher einen negativen Wert zuordnen oder genauer einen Vektor, der 
„nach unten“ zeigt, gemäß  der Linken-Hand-Regel. Krümmt man die vier Finger der linken Hand 
in Richtung des Wirbels, so zeigt der Daumen die Orientierung des Vektors an. Man erkennt es 
besser, wenn das zweidimensionale Vektorfeld im Dreidimensionalen gezeichnet wird.

Die vektorwertige Funktion hat die Gleichung: v (x , y)=( y
−x) .

Ändert man die Vorzeichen: w (x , y )=(−y
x ) , so erhält man einen mathematisch positiv 

orientierten Wirbel (linksdrehend). Ich habe ein linksorientiertes KS verwendet. Normalerweise 
gebraucht man rechtsorientierte und dann muss entsprechend die Rechte-Hand-Regel verwendet 
werden.



Konstante Vektorfelder haben ersichtlich keine Rotation:

Dass sich Divergenz und Rotation nicht ausschließen, zeigt folgendes Beispiel:

Es handelt sich um das Vektorfeld v (x , y)=(x− y
x+ y) , dessen Divergenz 2 ist und das eine 

Rotation besitzt (wie man sehen wird gilt im Zweidimensionalen rot v=2 und im 

Dreidimensionalen rot v=(
0
0
2) ).

Das Feldlinienbild der gleichen Funktion.



Wie stellt sich die Verwirbelung mathematisch dar? 

Am besten stellt man sich zunächst das Vektorfeld v als Geschwindigkeitsfeld einer strömenden 
Flüssigkeit oder Gases im Raum vor. v sei auf einer offenen Teilmenge des ℝ

3 stetig 
differenzierbar.
Man betrachtet nun eine geschlossene (stetig differenzierbare Kurve) γ : [ a , b ]→ℝ3 , t↦ γ( t) mit

γ(a)=γ(b) und untersucht die Geschwindigkeitsvektoren auf dieser Kurve. 

Ich betrachte drei Felder, die sich bzgl. der Geschwindigkeitsbeträge nicht unterscheiden, sondern 
nur in den Richtungen.
Das blaue Feld ist der Kurve optimal angepasst, d.h. die Vektoren liegen tangential.
Dort dürfte die Verwirbelung am größten sein. Das rote Feld ist derart, dass keine Verwirbelung 
vorliegt und das grüne besitzt eine mittlere Verwirbelung.

Betrachtet man an jedem Kurvenpunkt x P=x( tP) den Geschwindigkeitsvektor v ( xP ) , so ist 
der Winkel φ zum dortigen Tangentialvektor dx das unterscheidende Merkmal. 
Im ersten Fall ist er Null, im zweiten Fall ungefähr 60° und im letzten 90° . 

Um den Winkel zwischen zwei Vektoren zu bestimmen, verwendet man das Skalarprodukt, hier 
also v ( xP )⋅dx=v ( x P)dxcosφ . Da der Geschwindigkeitsvektor an jedem Kurvenpunkt 
verschieden sein kann, addiert man die verschiedenen Stücke auf und bildet den Grenzwert:



Z=∮
γ

v (x )⋅dx  oder mit ẋ ( t)=
dx
dt

: Z=∮
γ

v (x (t ))⋅ẋ (t)dt .

Dieses Integral nennt man die Zirkulation des Feldes v längs der Kurve γ .  Das rote Feld hat 
die Zirkulation Null, da die Skalarprodukte v ( x)⋅dx alle Null sind. 

Beispiel 1: Ist v (x , y)=(− y
x ) und die Kurve γ ein Kreis um den Ursprung mit Radius r

x ( t)=(r cos t
r sin t )  

mit t∈[0, 2π[ . ẋ ( t)=(−r sin t
r cos t ) , v ( x (t))=(−r sin t

r cos t )⇒ ẋ (t)⋅v ( x (t))=r2

Also Z=∫
0

2π

r2 dt=2π r 2 , was ungefähr dem blauen Feld entspricht.

Die Zahl 
Z

π r2
=2 heißt die Wirbelstärke W γ(v ) des Feldes bzgl. der Kurve.

Dabei ist π r 2 der Flächeninhalt μ(A) des von der Kurve eingeschlossenen Gebiets A.

Beispiel 2: Ist v (x , y)=(− y /3
x ) mit der gleichen Kurve, so gilt

v ( x (t))=(
−r
3

sin t

r cos t )⇒ ẋ (t)⋅v( x (t))=
r 2

3
sin2t+r2 cos2t=r2

(1−
2
3

sin2 t)

und Z=r 2∫
0

2π

1−
2
3

sin2 tdt=2 π r2
−

2
3

π r2
=

4
3

π r 2 , also kleiner als das erste durchgerechnete 

Beispiel: W γ (v )=
4
3

.

Allgemein: W γ (v ):=
1

μ( A)
∮
γ

v ( x)⋅dx heißt die Wirbelstärke des Vektorfeldes v bzgl. der 

geschlossenen Kurve γ .

Will man von der Wirbelstärke eines Vektorfeldes bzgl. eines Punktes x0 sprechen, wird man die 
Kurve immer kleiner machen und auf den Punkt zusammenziehen: Sei A eine ebene einfach 
zusammenhängende Fläche mit der Normalen n . Der Normalenvektor zeigt gemäß der Rechten-
Hand-Regel in Richtung des Daumens, wenn die Finger im mathematisch positiven Sinn (gegen 
der Uhrzeigersinn) gekrümmt werden und damit die Orientierung der Kurve angeben. 

Die Folge von kleiner werdenden Flächen x0∈Ai+1⊂ Ai⊂ A sollen immer den gleichen 
Normalenvektor besitzen und es soll gelten: lim

i →∞

Ai=x0 , was aufgrund des einfachen



Zusammenhangs von A garantiert ist, γi=∂ Ai . Der Grenzwert der Folge der Wirbelstärken

von v ( x) bzgl. γi  : lim
i →∞

W γi
(v)=lim

i →∞

1
μ( Ai)

∮
γi

v ( x)⋅dx heißt die Wirbelstärke W v (x0)

von v in x0.

Beispiel 1: v (x , y)=(− y
x ) γ : x ( t)=(r cos t

r sin t ) W γ r
(v)=

1
π r 2∫

0

2π

r 2 dt=2 →
r→ 0

2=W v(0) .

Beispiel 2: (siehe oben): W v (0)=
4
3

.

Sei A nun eine beliebige ebene Fläche. Liegt sie nicht zufällig parallel zu xy-Ebene, so dreht man 
das kartesische Koordinatensystem derart, dass sie parallel zur xy-Ebene zu liegen kommt.

Die Randkurve von diesem A sei ∂ A=γ : x( t)=(
x (t)
y (t)
z0

) t∈[ a ,b ] und ẋ ( t)=(
ẋ( t)
ẏ (t)

0 ) .  

Dann gilt: Z=∮
γ

v (x )⋅dx=∫
a

b

v (x (t ))⋅ẋ (t)dt=∫
a

b

v1( x (t )) ẋ( t)+v2(x (t )) ẏ (t)dt=

=∮
γ

v1(x )dx+v2(x )dy =
Satz von Green, s.u. ∫

A

∂v 2

∂ x
( x)−

∂ v1

∂ y
( x)dxdy=  (x=(

x
y
z0
))

=
exisitert ein ξ  in A mit

laut Mittelwertsatz der IntegralRechnung
μ( A)(∂ v2

∂ x
−

∂ v1

∂ y )(ξ)⇒W γ(v)=
Z

μ( A)
=(∂ v2

∂ x
−

∂ v1

∂ y )(ξ)

Der damit existierende Grenzwert der Wirbelstärken W γ(v ) bei Zusammenziehung der Kurve
γ liefert:

die Wirbelstärke im Punkt x0 W v (x0)=(∂v 2

∂ x
−

∂ v1

∂ y )( x0) und Normalenvektor n=(
0
0
1)

Es sei nun die ebene Fläche A beliebig im Raum gelegen. Deren senkrechte Projektion auf die xy-
Ebene bzw. einer dazu parallelen Ebene sei Az.

Wie sieht das Verhältnis der Flächeninhalte
μ(A z)

μ( A)
aus?  

Wenn die Fläche A ein (positiv orientiertes) Parallelogramm ist, dann aufgrund der Parallelentreue 



der Projektion auch Az. Sind u=(
u1

u2

u3
) und v=(

v1

v2

v3
) die aufspannenden Vektoren von A, dann ist 

der Inhalt von  A: μ( A)=∣u×v∣ und der Inhalt von 

Az : μ( A z)=∥(
u1

u2

0 )×(
v1

v2

0)∥=∣u1 v2−u2 v1∣=∣n3∣ , da der Normalenvektor von A der Vektor

n=(
n1

n2

n3
)=u×v .  Also 

μ(A z)

μ( A)
=

∣n3∣
n

.  Werden beide Aufspannvektoren mit dem gleichen 

Faktor k multipliziert, so werden beide Flächeninhalte mit dem Faktor k 2 multipliziert und das 
Verhältnis bleibt gleich.

Ist nun A eine beliebige einfach zusammenhängende ebene Fläche, so werde sie durch m gleich 
große Quadrate approximiert und Az durch ihre m entsprechenden Projektionen, d.h. 
Parallelogrammen. Der Normalenvektor n sei für alle Quadrate, gleich welcher Größe konstant 
gewählt.

Dann gilt für jede Approximation 
μ(A z)

μ( A)
≈

m⋅∣n3∣
m⋅n

=
∣n3∣
n

und daher für den Grenzwert m →∞

μ(A z)

μ( A)
=

∣n3∣
n

. Entsprechend gilt für die beiden anderen Projektionen von A:

μ(A x)

μ( A)
=

∣n1∣
n

und 
μ(Ay )

μ(A)
=

∣n2∣
n

.

Es gilt mit 2 x ( t)=2(
x (t)
y (t )
z ( t))=(

x (t)
y( t)
z0

)+(
x (t)
y0

z (t))+(
x0

y ( t)
z (t))−(

x0

y0

z0
) und γ=∂ A: x( t)=(

x (t)
y (t)
z (t ))

a≤t≤b

Also x ( t)=
1
2(

x (t )
y (t )
z0

)+ 1
2(

x (t )
y0

z (t ))+
1
2(

x0

y (t)
z (t))−

1
2 (

x0

y0

z0
) und ẋ ( t)=

1
2(

ẋ (t )
ẏ (t )
0 )+ 1

2(
ẋ (t)

0
ż (t))+

1
2(

0
ẏ (t)
ż (t))

 ⇒ Z=∮
∂ A

v ( x )⋅dx=∫
a

b

v (x (t ))⋅ẋ (t)dt=
1
2
∫
a

b

v1( x (t)) ẋ (t)+v2(x ( t)) ẏ (t)dt+

+
1
2
∫
a

b

v1( x (t)) ẋ (t)+v3(x (t )) ż (t )dt+
1
2
∫

a

b

v2( x (t)) ẏ (t)+v3( x (t)) ż ( t)dt=

=
1
2 ∮

∂ A z

v1(x )dx+v 2( x )dy+
1
2 ∮

∂ A y

v1( x)dx+v3(x )dz+
1
2 ∮

∂ Ax

v 2( x )dy+v3( x)dz =
Greenscher Satz

=±
1
2
∫
A z

∂v2( x )

∂ x
−

∂ v1(x )

∂ y
dxdy±

1
2
∫
A y

∂v1( x)

∂ z
−

∂ v3( x )

∂ x
dxdz±

1
2
∫
A x

∂ v3( x)

∂ y
−

∂ v2(x )

∂ z
dydz =

MWS

=±
1
2

μ( Az)(∂ v2

∂ x
−

∂ v1

∂ y )(
ξ1

ξ2

z0
)± 1

2
μ(A y)(∂ v1

∂ z
−

∂ v3

∂ x )(
η1

y0
η3

)± 1
2

μ( Ax )(∂ v3

∂ y
−

∂ v2

∂ z )(
x0

ζ2

ζ3
)⇒



2Z
μ(A)

=±
∣n3∣
∥n∥(

∂ v2

∂ x
−

∂v1

∂ y )(
ξ1

ξ2

z 0
)±∣n2∣

∥n∥(∂ v1

∂ z
−

∂ v3

∂ x )(
η1

y0
η3

)± ∣n1∣
∥n∥(∂ v3

∂ y
−

∂v 2

∂ z )(
x0

ζ2

ζ3
)⇒

Zieht man nun bei gleichem Normalenvektor n  A auf x0 zusammen (A ist einfach 
zusammenhängend!), so gilt:

 2Wv ,n (x0)= lim
A→x 0

2Z
μ( A)

=
1

∥n∥(
±∣n1∣
±∣n2∣
±∣n3∣)(

∂ v3

∂ y
−

∂ v2

∂ z
∂ v1

∂ z
−

∂ v3

∂ x
∂ v2

∂ x
−

∂v1

∂ y
)(x0) Da 

1
2∥n∥(

±∣n1∣
±∣n2∣
±∣n3∣) Normalenvektor von 

A ist, 

gilt mit (
∂ v3

∂ y
−

∂v 2

∂ z
∂v1

∂ z
−

∂ v3

∂ x
∂v2

∂ x
−

∂ v1

∂ y
)(x 0)=: rot v (x0) , dass die Wirbelstärke von v in x0

W v , n( x0)=
1
2
n0

⋅rot v ( x0) ist.

Die Wirbelstärke ist am größten, wenn der Normalenvektor parallel zur Rotation rot v ( x0) ist.
Daher ist klar, dass der Rotationsvektor die Achse des Wirbels angibt. Ist der Normalenvektor 
parallel, so hängt die Wirbelstärke nur vom Rotationsvektor ab.

Formal lässt sich mit dem Nabla-Operator die Rotation auch als Vektorprodukt schreiben

rot v ( x)=∇×v ( x)

Es gelten für die Rotation folgende Eigenschaften:

(1) Rotations-Operator ist linear: rot (av ( x)+bw (x ))=a rot v ( x )+b rotw (x ) oder kürzer
    rot (av+bw)=a rot v+b rot w

(2) Rotation eines konstanten Vektorfeldes ist Null: rot c=0  und rot c x=0
     
(3) Es gilt die Produktregel: Ist f eine skalarwertige Funktion über der gleichen offenen
      Definitionsmenge G⊆ℝ

3 wie v , so gilt:  
    rot ( f ( x)v ( x))= f ( x) rot v (x )+(grad f (x ))×v ( x)  oder einfacher  
    rot ( f v )= f rot v+(grad f )×v bzw. ∇× f v= f ∇×v+(∇ f )×v

(4) rot (u×v )=( grad u)⋅v−( grad v)⋅u+(div v )u−(divu)v grad u  bzw. grad v sind 
Vektorgradienten.



Beweis von (3): Mit f v=(
f v1

f v2

f v3
) und 

∂ f v i

∂ x j

= f
∂ v i

∂ x j

+
∂ f
∂ x j

vi gilt

rot ( f v )=(
∂ f v3

∂ x2

−
∂ f v 2

∂ x3

∂ f v1

∂ x3

−
∂ f v3

∂ x1

∂ f v2

∂ x1

−
∂ f v1

∂ x2

)=(
f

∂ v3

∂ x2

+
∂ f
∂ x2

v3− f
∂ v2

∂ x3

−
∂ f
∂ x3

v2

f
∂ v1

∂ x3

+
∂ f
∂ x3

v1− f
∂ v3

∂ x1

−
∂ f
∂ x1

v3

f
∂v2

∂ x1

+
∂ f
∂ x1

v2− f
∂ v1

∂ x2

−
∂ f
∂ x2

v1
)=

= f (
∂v3

∂ x2

−
∂v2

∂ x3

∂v1

∂ x3

−
∂v3

∂ x1

∂ v2

∂ x1

−
∂v1

∂ x2

)+(
∂ f
∂ x2

v3−
∂ f
∂ x3

v2

∂ f
∂ x3

v1−
∂ f
∂ x1

v3

∂ f
∂ x1

v2−
∂ f
∂ x2

v1
)= f rot v+(grad f )×v

Die Verwirbelung kann ihre Ursache in einem zentralen Gebiet (Auge, schwarzes Loch) haben, wie 
das folgende  Bilder zeigen:

zu (4):

rot (u×v )=∇×(
u2 v3−u3 v2

u3v1−u1 v3

u1 v2−u2v1
)=(

∂
∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)×(

u2 v3−u3 v2

u3 v1−u1 v3

u1 v2−u2 v1
)=(

∂
∂ y

(u1 v2−u2 v1)−
∂

∂ z
(u3 v1−u1 v3)

∂
∂ z

(u2 v3−u3 v2)−
∂

∂ x
(u1 v2−u2 v1)

∂
∂ x

(u3v1−u1 v3)−
∂

∂ y
(u2v3−u3v2))=

=(
( ∂
∂ y

u1)v 2+( ∂
∂ y

v2)u1−( ∂
∂ y

u2)v1−( ∂
∂ y

v1)u2−( ∂
∂ z

u3)v1−( ∂
∂ z

v1)u3+( ∂
∂ z

u1)v3+( ∂
∂ z

v3)u1

( ∂
∂ z

u2)v3+( ∂
∂ z

v3)u2−( ∂
∂ z

u3)v2−( ∂
∂ z

v2)u3−( ∂
∂ x

u1)v2−( ∂
∂ x

v2)u1+( ∂
∂ x

u2)v1+( ∂
∂ x

v1)u2

( ∂
∂ x

u3)v1+( ∂
∂ x

v1)u3−( ∂
∂ x

u1)v3−( ∂
∂ x

v3)u1−( ∂
∂ y

u2)v3−( ∂
∂ y

v3)u2+( ∂
∂ y

u3)v2+( ∂
∂ y

v2)u3
)

+(
( ∂
∂ x

v1)u1

( ∂
∂ y

v2)u2

( ∂
∂ z

v3)u3
)−(

( ∂
∂ x

v1)u1

( ∂
∂ y

v 2)u2

( ∂
∂ z

v3)u3
)−(

( ∂
∂ x

u1)v1

( ∂
∂ y

u2)v2

( ∂
∂ z

u3)v3
)+(

( ∂
∂ x

u1)v1

( ∂
∂ y

u2)v2

( ∂
∂ z

u3)v3
)=

=( grad u)v−(grad v )u+(div v )u−(divu)v .

Hierbei ist: grad u=(
grad u1

grad u2

grad u3
)=(

∂
∂ x

u1
∂

∂ y
u1

∂
∂ z

u1

∂
∂ x

u2
∂

∂ y
u2

∂
∂ z

u2

∂
∂ x

u3
∂

∂ y
u3

∂
∂ z

u3
) die Jacobi-Matrix von u und



(grad u)v=(
( ∂
∂ x

u1)v1+( ∂
∂ y

u1)v2+( ∂
∂ z

u1)v3

( ∂
∂ x

u2)v1+( ∂
∂ y

u2)v 2+( ∂
∂ z

u2)v3

( ∂
∂ x

u3)v1+( ∂
∂ y

u3)v2+( ∂
∂ z

u3)v3
) und

(div v)u=( ∂
∂ x

v1)u+( ∂
∂ y

v2)u+( ∂
∂ z

v3)u=(
( ∂
∂ x

v1)u1

( ∂
∂ x

v1)u2

( ∂
∂ x

v1)u3
)+(

( ∂
∂ y

v2)u1

( ∂
∂ y

v2)u2

( ∂
∂ y

v2)u3
)+(

( ∂
∂ z

v3)u1

( ∂
∂ z

v3)u2

( ∂
∂ z

v3)u3
)

                                                                                     NASA : Galaxie NGC 4125 

Ein einfaches zweidimensionales Vektorfeld, das annähernd dieses Verhalten beschreibt, wäre etwa

v(x
y)=(− y

x ) mit den Feldlinien:

Die Rotation ist überall gleich:

∂v2

∂ x
−

∂ v1

∂ y
=1−(−1)=2

Das Vektorfeld v ( x)=
C

x2
+ y2(

−y
x
0 ) stellt das von einem Strom durchflossenen geraden Leiter

längs der z-Achse dar. Dieser Strom (Stromdichte j ) erzeugt den Wirbel des Magnetfeldes B:
rot B= j .  Die Rotation des Vektorfeldes ist zwar im Definitionsbereich ℝ

3
−{(0 ,0 , z )/ z∈ℝ }

der Nullvektor, aber die Quelle der Rotation versteckt sich entlang der z-Achse (der Strom).



Der Graph zeigt das Vektorfeld auf der xy-Ebene in Aufsicht mit Leiter.

Das von einer Punktladung erzeugte elektrostatische Feld E=C
x

r3
bzw. das von einer 

Punktmasse erzeugte Newtonsche Gravitationsfeld G=C
x

r3
ist wirbelfrei: rot E=0  bzw.

rotG=0 . Graph in Aufsicht (Ausschnitt in xy-Ebene) mit C=1.

Kombinationen der Operatoren

grad : Skalarfeld ↦ Vektorfeld

div    : Vektorfeld ↦ Skalarfeld

rot    : Vektorfeld ↦ Vektorfeld

Also sind folgende Kombinationen syntaktisch möglich: 

grad div v , div grad f ,  rot grad f , div rot v , rot rot v

oder mit dem Nabla-Operator formuliert:

∇(∇⋅v) , ∇⋅(∇ f )=: Δ f , ∇×(∇ f ) , ∇⋅(∇×v ) , ∇×(∇×v)



(1) grad div v=(
∂

2

∂ x2

∂
2

∂ x ∂ y
∂

2

∂ x∂ z
)(vx )+(

∂
2

∂ y∂ x
∂

2

∂ y2

∂
2

∂ y ∂ z
)(v y)+(

∂
2

∂ z ∂ x
∂

2

∂ z ∂ y
∂

2

∂ z2
)(vz)

(2) div grad f =Δ f =∇
2 f = ∂

2

∂ x2
f + ∂

2

∂ y2
f + ∂

2

∂ z2
f  Laplace-Operator

(3) rot grad f =0 denn: ∇×grad f =(
∂

∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)×(

∂
∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
) f =0 f =0 . Die Rotation eines 

Gradientenfeldes ist stets Null.

(4) div rot v=0 denn: div(
∂ v3

∂ y
−

∂ v2

∂ z
∂ v1

∂ z
−

∂ v3

∂ x
∂ v2

∂ x
−

∂ v1

∂ y
)=∂

∂ v3

∂ y
−

∂ v2

∂ z
∂ x

+∂

∂v1

∂ z
−

∂v3

∂ x
∂ y

+∂

∂v2

∂ x
−

∂ v1

∂ y
∂ z

=

=
∂

2 v3

∂ x ∂ y
−

∂
2 v2

∂ x ∂ z
+

∂
2 v1

∂ y∂ z
−

∂
2 v3

∂ x ∂ y
+

∂
2 v2

∂ x ∂ z
−

∂
2 v1

∂ y∂ z
=0  Die Divergenz einer Rotation ist Null.

(5) rot rot v=(
∂

∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)×(

∂ v3

∂ y
−

∂ v2

∂ z
∂ v1

∂ z
−

∂ v3

∂ x
∂ v2

∂ x
−

∂v1

∂ y
)=(

∂
∂ y (∂ v2

∂ x
−

∂ v1

∂ y )− ∂
∂ z (

∂v1

∂ z
−

∂ v3

∂ x )
∂

∂ z (
∂ v3

∂ y
−

∂v 2

∂ z )− ∂
∂ x(∂ v2

∂ x
−

∂v1

∂ y )
∂

∂ x (∂v1

∂ z
−

∂ v3

∂ x )− ∂
∂ y (∂ v3

∂ y
−

∂ v2

∂ z ))=
=(

∂
2

∂ x ∂ y
v2−

∂
2

∂ y2
v1+

∂
2

∂ x ∂ z
v3−

∂
2

∂ z 2
v1

∂
2

∂ y∂ z
v3−

∂
2

∂ z2 v2+
∂

2

∂ x∂ y
v1−

∂
2

∂ x2 v2

∂
2

∂ x ∂ z
v1−

∂
2

∂ x2 v3+
∂

2

∂ y ∂ z
v2−

∂
2

∂ y2 v3
)=  



=(
∂

2

∂ x∂ y
v2−

∂
2

∂ y2
v1+

∂
2

∂ x∂ z
v3−

∂
2

∂ z2
v1+

∂
2

∂ x ∂ x
v1−

∂
2

∂ x2
v1

∂
2

∂ y∂ z
v3−

∂
2

∂ z2 v2+
∂

2

∂ x∂ y
v1−

∂
2

∂ x2 v2+
∂

2

∂ y∂ y
v2−

∂
2

∂ y2 v2

∂
2

∂ x∂ z
v1−

∂
2

∂ x2 v3+
∂

2

∂ y ∂ z
v2−

∂
2

∂ y2 v3+
∂

2

∂ z ∂ z
v3−

∂
2

∂ z2 v3
)= (

∂
∂ x

(div v )−Δv1

∂
∂ y

(div v)−Δv 2

∂
∂ z

(div v )−Δ v3
)=

=∇(div v )−Δ v , wobei der letzte Laplace-Operator ein vektorieller Laplace-Operator ist,

der definiert ist als Δ v :=(
Δv1

Δ v2

Δ v3
) ,

oder einfacher über die Graßmann-Identität: rot (rot v )=∇×(∇×v)=grad (div v)−Δ v .

Ein Skalarfeld φ    heißt harmonisch, wenn Δ φ=0
Ein Vektorfeld v heißt quellenfrei, wenn div v=0
                               heißt wirbelfrei, wenn   rot v=0

Jedes differenzierbare Wirbelfeld        v=rotu ist quellenfrei, da div v=div rot u=0 .
Jedes differenzierbare Gradientenfeld v=∇ φ  ist wirbelfrei,   da rot v=rot grad φ=0  .

Das Skalarfeld φ  heißt Potenzial des Vektorfelds v              : ⇔ v=∇ φ
Die Vektorfeld u  heißt Vektorpotenzial des Vektorfeldes w : ⇔ w=rotu   

Beispiel: B=rot A mit B( x)=
C

x2
+ y2(

− y
x
0 ) Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters 

      und A=
C

x2
+ y2(

xz
yz

−x2
− y2) Vektorpotenzial von B .

                  und div B=div rot A=0 .

                E=−grad φ mit E (x )=ηQ
x

r 3
elektrostatisches Feld und φ( x)=η

Q
r

das             

                  elektrostatische Potenzial ( r=x=√ x2+ y2+z2 ) und rot E=rot grad φ=0 .

Notwendige Bedingung für Besitz von Potenzialen:

1) Ist v ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit einem Potenzial φ , d.h. mit v=∇ φ , so 
muss gelten: rot v=0  ,
d.h. nur wirbelfreie Vektorfelder können ein Potenzial besitzen.

denn rot v=rot grad φ=rot ∇ φ=0

2) Ist v ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit einem Vektorpotenzial u , d.h. v=rotu , 



so muss gelten: div v=0 ,
d.h. nur quellenfreie Vektorfelder können ein Vektorpotenzial besitzen.

denn div v=div rotu=0 .

Diese Bedingungen sind aber nicht schon hinreichend!

Nicht jedes Vektorfeld v≠0 , das quellenfrei ist, für das also gilt: div v=0 ( wie für B ) ist 
aber schon ein Wirbelfeld, das also ein Vektorpotenzial u besitzt mit v=rotu .

Ebenso besitzt nicht jedes wirbelfreie Vektorfeld v mit rot v=0 ( wie für E ) schon ein 
skalares Potenzial φ mit v= grad φ .

Beispiel 1: Das ringförmige Vektorfeld v=
1

x2
+ y2 (

−y
x
0 ) (s.o.)  ist überall außer auf der z-Achse 

definiert und ist überall dort auch wirbelfrei: ∇×(
− y

x2
+ y2

x
x2

+ y2

0
)=0 . 

Die Winkelkoordinate φ( x , y , z )=arctan( y
x ) ist eine Skalarfunktion. Sie ist auf der ganzen 

yz-Ebene nicht definiert (dort ist x Null). 

∂φ

∂ x
=

− y

x2
+ y2

und 
∂φ

∂ y
=

x

x2
+ y2

∂φ

∂ z
=0 , also ist grad φ=(

− y

x2
+ y 2

x
x2

+ y 2

0
)=v .  Aber da

v (x , y , z) überall außer auf der z-Achse definiert ist und φ aber überall außer auf der yz-
Ebene, ist es auf diesem kleineren Bereich (also lokal) nur das Potenzial von v .

Beispiel 2: Sei v=
x

r 3
. Es gilt div v=0 wie man leicht nachrechnet. Hätte v ein 

Vektorpotenzial u  mit rotu=v , so wäre (gemäß Stokes s.u.) der Fluss durch die Oberfläche der 
Einheitskugel S 1  gleich Null: ∫

S 1

dA⋅v=∫
S 1

dA⋅rotu= ∮
∂S 1

=∅

dx⋅u=0 . Andrerseits gilt aber 

∫
S 1

dA⋅v=∫
S 1

dA v⋅n=∫
S 1

dA
x

r3
⋅
x
r

=∫
S 1

dA r−2
=
r=1

∫
S 1

dA 1=4 π≠0 . Also hat v kein Vektorpotenzial.

Der Grund: ist der Definitionsbereich von v , der im Ursprung nicht definiert ist, dort eine 
sogenannte Singularität hat.

Es gilt jedoch das Potenzialkriterium: 

1) Ist das Definitionsgebiet G des stetig differenzierbaren Vektorfeldes v einfach 
zusammenhängend, dann besitzt v genau dann ein skalares Potenzial mit grad φ=v , wenn

rot v=0 ist.

2) Das Potenzial φ ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt: φ1=φ+c .



Beweis: 1) die eine Richtung ist trivial: rot v=rot grad φ=0 .
die andere Richtung ist komplizierter. Sei also rot v=0 . Zunächst wird gezeigt, 
dass die Linienintegrale in einem einfach zusammenhängenden Gebiet G wegunabhängig sind.

Seien x0∈G  und x1∈G beliebig, γ1 eine Kurve in G von x0  nach x1 und γ2 eine Kurve 
in G von x1  nach x0  und A die von den beiden Kurven eingeschlossene Fläche: 

∂ A=γ1−γ2 ist die geschlossene Randkurve zu A.

∫
γ1

dx⋅v−∫
γ2

dx⋅v= ∫
γ1 −γ2

dx⋅v=∮
∂ A

dx⋅v =
Stokes s.u. ∫

A

dA⋅rot v=∫
A

dA⋅0=0

⇒∫
γ1

dx⋅v=∫
γ2

dx⋅v , d.h. die Linienintegrale sind wegunabhängig.

Zu zeigen ist nun, dass die Funktion φ( x)=∫
x 0

x

v (x*)⋅d x*=∫
x0

x

v (γ(t )) γ̇ (t)dt , x0 , x∈G

Skalarpotenzial von v ist, d.h. dass v ( x)= grad φ(x ) oder ∧
i∈{1,2,3}

∂φ( x )

∂ x i

=v i(x ) wobei 

γ eine beliebige stückweis glatte Kurve von x0  nach x2 ist, die am Endstück γ*  von
x1  nach x2  eine Strecke sei, deren Mittelpunkt x ist. Diese Strecke sei parallel zu e i .
γ*(t)=x+t e i , −h≤t≤h , h>0 , also x2=x+h ei  und  x1=x−h ei

 

Es gilt nun 
1
h

(φ( x+h e i)−φ( x))=
1
h

(∫
x0

x2

v *⋅dx*−∫
x 0

x

v*⋅dx*)=

=
1
h∫
x

x2

v*⋅dx*=
1
h∫

0

h

v (γ*( t)) γ̇*(t)dt=
1
h∫

0

h

v (γ*(t))e i dt=
1
h ∫

0

h

v ( x+t e i)e i dt=

=
1
h
∫
0

h

v i(x+t e i)dt =
MWS der IR

vi(x+τe i) mit 0<τ<h . Da v i stetig, geht mit h→ 0 auch 

τ→0 und daher v i( x+τ e i)→v i(x )  . Also existiert auch der Grenzwert des 

Differenzenquotienten und es gilt: 
∂φ( x)

∂ x i

=vi (x ) und damit ist grad φ( x)=v (x ) .

2)  Besitze v zwei Potenziale φ  und φ1 , also v ( x)= grad φ(x )=grad φ1( x)

Das Linienintegral ist dann wegunabhängig: Ist γ : t↦ x (t ) t 1≤t≤t 2 ein beliebiger Weg von
x1=x (t 1)  nach x2=x (t 2) , so ist

∫
γ

v ( x)⋅dx=∫
γ

grad φ( x )⋅dx=∫
t1

t2

grad φ(x (t ))⋅ẋ (t)dt =
Leibnizsche KR

∫
t1

t 2

d
dt

φ( x( t))dt=

=∫
t 1

t 2

d φ( x (t))=φ( x (t 2))−φ( x (t 1))=φ( x2)−φ( x1) .

φ( x)=∫
x 0

x

v (ξ)⋅d ξ und ∫
x0

x

v (ξ)⋅d ξ=φ1(x )−φ1( x0)⇒φ( x )=φ1( x)−φ(x0) .

umgekehrt gilt auch, wenn φ=φ1+c : grad φ= grad (φ1+c)=grad (φ1)+grad c=grad (φ1)



Beispiel 1:  v ( x)=x ist in ganz ℝ3 definiert. rot v (x )=rot x=∇×x=0 .

φ( x) :=∫
0

x

v (ξ)d ξ=∫
0

x

ξd ξ=∫
0

1

γ(t) γ̇(t )dt mit γ(t )=t x t∈[ 0 , 1 ] γ̇( t)=x

⇒φ (x )=∫
0

1

t x⋅x dt=x2∫
0

1

t dt=x2[ 1
2

t 2]
0

1

=
1
2
x2

=
1
2

( x2
+ y2

+ z2
) .

 Probe: 
∂

1
2

(x2
+ y2

+z2
)

∂ x
=x , 

∂
1
2

(x2
+ y2

+z2
)

∂ y
= y ,

∂
1
2

(x2
+ y2

+z2
)

∂ z
=z , also

grad φ( x)=x=v (x ) .

Beispiel 2: E (x )=ηQ
x

∣x3∣
ist in ℝ

3
∖{ 0} definiert. Dies ist aber kein einfach 

zusammenhängendes Gebiet. Trotzdem funktioniert die Methode: rot E (x )=0 .

φ( x) :=∫
0

x

E(ξ)d ξ=∫
0

x

ηQ
x

∣x3∣
d ξ=ηQ∫

0

1
x2

∣x3∣
dt=ηQ

1
r
∫
0

1

dt=η
Q
r

.

Auch für das Vektorpotenzial ist gesorgt.
Ist das Definitionsgebiet G einfach zusammenhängend (ohne Singularität) und sogar „sternförmig“
bezüglich eines „zentralen“ Punktes x0 (was bedeutet, dass es zu  jedem Punkt x∈G eine 
geradlinige Verbindung in G zu x0 gibt), 

so ist die obige notwendige Bedingung div v=0 sogar hinreichend für die Existenz eines 
Vektorpotenzials von v .

1) Ein stetig differenzierbare Vektorfeld v :G⊆ℝ3 →ℝ3, x↦v ( x) auf einem sternförmigen Gebiet
G hat genau dann ein Vektorpotenzial, wenn div v=0 .

Das heißt: Jedes quellfreie Vektorfeld ist ein Wirbelfeld und umgekehrt.

Das Vektorpotenzial u (rotu=v ) lässt sich dann folgendermaßen bestimmen:

u( x)=∫
0

1

v (x0+t( x− x0))×(x− x0)t dt

mit x0∈G als ein Zentrum des sternförmigen Gebiets.

2) Zwei verschiedene Vektorpotenziale u1 ,u2 unterscheiden sich nur um ein Gradientenfeld:

u1( x)=u2(x )+grad φ  



Man kann das Vektorpotenzial so wählen, eichen, dass u1=u+grad φ quellfrei ist, falls nicht 
schon divu=0 . Dazu muss man die Poisson-Gleichung (s.u.) Δ φ=−divu
nach φ lösen. Dann gilt nämlich
Δ φ=div grad φ=−divu⇔ div grad φ+divu=0⇔div (u+ grad φ)=0 .

Beweis: Sei also div v( x )=0  und x0=0 , andernfalls wird das KS entsprechend verschoben.  
Zu zeigen ist, dass rot u( x)=v (x ).

rot u( x)=rot∫
0

1

t v (t x)× x dt . Unter Anwendung der Regel

rot (u×v )=( grad u)⋅v−( grad v)⋅u+(div v )u−(divu)v auf v (t x )×x , also 
rot (v( t x )×x)=(grad v ( t x ))⋅x−(grad x )⋅v (t x )+(div x )v (t x)−(div v (t x )) x .

Dabei ist div x=3 , grad x=(
grad x
grad y
grad z )= E , die Einheitsmatrix.

Da div (v ( x))=0 ist auch div (v (t x))=0 und grad v (t x )=t v ' (t x) gilt dann

rot u( x)=rot∫
0

1

t v (t x)×x dt=∫
0

1

t rot (v (t x)×x )dt=∫
0

1

t (t v ' (t x) x−v (t x)+3v( t x )−0 )dt=

=∫
0

1

t 2 v ' (t x ) x+2t v (t x )dt=∫
0

1

t 2 d
dt
v ( t x )+2t v (t x)dt=∫

0

1
d
dt

(t 2 v (t x ))dt=[t2 v (t x )]0
1
=v (x )

zu 2) und zur zweiten Aussage: Mit u2 ist auch u1=u2+grad φ ein Vektorpotenzial von v , 
da rot (u2+grad φ)=rot u2+rot grad φ⏟

0

=rot u2=v .

Sind u1  und u2 Vektorpotenziale von v , so ist rot (u1−u2)=rot u1−rotu2=v−v=0 .
Also gibt es zu u1−u2 ein Gradientenfeld grad φ mit u1−u2=grad φ .

Beispiel 1: B( x)=
C

x2
+ y2(

− y
x
0 ) Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters. 

div B=
∂ Bx

∂ x
+

∂ By

∂ y
+

∂ B z

∂ z
=

2xyC
( x2

+ y2
)

2 −
2xyC

(x2
+ y2

)
2 +0=0 . Das Gebiet ist zwar nicht sternförmig, 

B hat im Ursprung eine Singularität, aber es funktioniert dennoch:

A( x) :=∫
0

1

B(t (x ))×( x) t dt B(t x )×x=
C

t ( x2
+ y2

)(
− y

x
0 )×(

x
y
z)=

C
t( x2

+ y2
)(

xz
yz

−x2
− y2)

⇒ A(x )=∫
0

1
C

x2
+ y2 (

xz
yz

−x2
− y2)dt=

C
x2

+ y2 (
xz
yz

−x2
− y2) .

Probe: rot A( x)=∇×
C

x2
+ y2(

xz
yz

−x2
− y2)=C(

− y

x2
+ y2

x
x2

+ y2

0
)=B( x ) ✔ .



Beispiel 2: Das konstante Vektorfeld v ( x)=(
0,1
0,5

−0,3)
hat verschwindende Rotation und Divergenz, wie jedes
konstante Vektorfeld.

Der Definitionsbereich ist der ganze Raum. Es müsste also 
zugleich ein Vektorpotenzial als auch ein skalares besitzen.

a) Skalares  φ( x)=∫
0

x

v (x*)⋅d x*=∫
0

x

v (γ(t )) γ̇ (t)dt=∫
0

1

(
0,1
0,5

−0,3)(
x
y
z)dt=0,1 x+0,5 y−0,3 z

grad φ( x)=(
0,1
0,5

−0,3)=v (x ) ✔

b) Vektorielles:

u( x)=∫
0

1

v (t (x ))×( x) t dt=∫
0

1

(
0,1
0,5

−0,3)×(
x
y
z)t dt=∫

0

1

(
0,5 z+0,3 y

−0,3 x−0,1 z
0,1 y−0,5 x )t dt=0,5(

0,5 z+0,3 y
−0,3 x−0,1 z
0,1 y−0,5 x )

rot u=∇×0,5(
0,5 z+0,3 y

−0,3 x−0,1 z
0,1 y−0,5 x )=(

0,1
0,5

−0,3)=v ( x) ✔

Demnach ist

 2v ( x)=grad φ( x)+rotu (x )⇒ v=
1
2

(grad φ+rotu)=grad (
1
2

φ)+rot (
1
2
u)=grad φ1+rotu1 .

Das Vektorfeld v lässt sich also zerlegen in einen wirbelfreien und einen quellfreien Teil zerlegen.

Für ein beliebiges konstantes Vektorfeld v ( x)=c ist ein Vektorpotenzial u( x)=
1
2
v ( x)×x :

rot
1
2(

c2 z−c3 y
c3 x−c1 z
c1 y−c2 x)= 1

2 (
∂

∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)×(

c2 z−c3 y
c3 x−c1 z
c1 y−c2 x)= 1

2 (
2c1

2c2

2c3
)=c=v( x )

Das skalare Potenzialfeld ist φ( x)=c1 x+c2 y+c3 z+k mit div (φ( x))=(
c1

c2

c3
)=c=v( x )

Also: v ( x)=c=
1
2(rot (

1
2
c×x)+div(c⋅x ))



Das gilt fast immer, wie der Helmholtzsche Zerlegungssatz lehrt.

Als Vorbereitung noch etwas über die Potenzialgleichung.

Sei v ein quell-und wirbelfreies Vektorfeld über einem einfach zusammenhängenden Gebiet
G⊆ℝ

3 . Das garantierte Potenzial φ :G →ℝ mit grad φ=v zu v  erfüllt die 
Potenzialgleichung oder Laplace-Gleichung

Δ φ=0 auf G

da div grad φ⏟
Δ φ

=div v=0 .  Diese zweimal stetig differenzierbare Funktion φ :G →ℝ  heißt 

harmonische Funktion auf G.
.
Für diese partielle DG zweiter Ordnung werden üblicherweise noch Randbedingungen gegeben 
sein. 

Eine auf dem beschränkten Gebiet zweimal stetig differenzierbare Skalarfunktion φ :G →ℝ , die 
auf dem Abschluss von G stetig ist und eine auf dem Rand ∂G stetige Funktion g :∂G →ℝ , 
sodass ∧

x∈G
Δ φ(x )=0 und ∧

x∈∂G
φ( x)= g (x ) gilt heißt Lösung der Potenzialgleichung mit 

Dirichletscher Randbedingung.

Ist G eine Kugel, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt mit dem Radius r, so liefert die Poissonsche 
Integralformel

φ( x)=
r 2

−x2

4 π r
∫
∂G

g
( y )

∣x− y3∣
dA , wobei dA bzgl. y zu nehmen ist.

eine Lösung des Dirichletschen Problems.

Die Poissongleichung lautet in skalarer Form: ∧
x∈G

Δφ= f und in Vektorform: ∧
x∈G

Δu=v

und mit dem Randwertproblem ∧
x∈G

Δφ= f und ∧
x∈∂G≠∅

φ(x )=g (x ) für eine stetige

Funktion g :∂G →ℝ und zweimal stetig differenzierbare Skalarfunktion φ :G →ℝ , die 
zusätzlich stetig auf G ist.

Das zuletzt genannte Randwertproblem kann in zwei Probleme zerlegt werden:

RWP 1: ∧
x∈G

Δφ1= f und ∧
x∈∂G

φ1=0 Poissongleichung mit homogenen Randbedingung

RWP 2: ∧
x∈G

Δφ2=0 und ∧
x∈∂G

φ2= g Potenzialgleichung mit Dirichletscher Randbedingung

Ist G eine Kugel, deren Mittelpunkt der Ursprung ist und r ihr Radius, so ist folgende Funktion die 
eindeutig bestimmte Lösung von RWP1:

φ1(x )=−
1

4π
∫
G
( f

( y )

∣x− y∣
−

r f ( y)
∣∣y∣x−r2 y0∣)dV dV ist bzgl. y zu nehmen.



Ist G=ℝ
3 hat man mit folgenden Bedingungen das Ganzraumproblem:

∧
x∈G

Δφ1= f und max
∣x∣=r

∣φ1(x )∣→0 für r →0

mit zweimal stetig differenzierbarer Skalarfunktion φ1:ℝ3
→ℝ stetiger Funktion f :ℝ3

→R  

mit ∣ f ( x)∣≤
c

∣x∣
2+ϵ

für ∣x∣→∞

so hat man eine eindeutig bestimmte Lösung φ1(x )=−
1

4π
∫
ℝ

3 f ( y )

∣x− y∣
dV dV bzgl. y

Für die Poissongleichung in Vektorform ∧
x∈ℝ3

Δu=v mit max
∣x∣=r

∣u( x)∣→0 für r →∞

falls  ∣v∣≤
c

∣x∣
2+ϵ

für ∣x∣→∞

besitzt die eindeutig bestimmte Lösung: u( x)=−
1

4 π
∫
ℝ

3

v( y)
∣x− y∣

dV dV bzgl. y

Jetzt zum Helmholtzschen Zerlegungssatz:

Mit D sei ein sternförmiges , stückweise glatt berandetes Gebiet im ℝ
3 bezeichnet, in dem 

Dirichletsche Randproblem lösbar ist (Dirichletscher Bereich).

Jedes stetig differenzierbares Vektorfeld v : D →ℝ
3 lässt sich additiv zerlegen in ein wirbelfreies 

Gradientenfeld grad φ und ein quellfreies Vektorfeld rot u :

v= grad φ+rot u

Dabei kann u quellfrei gewählt werden.

Beweis:  Die Zerlegung v= grad φ+rot u erfüllt die Poissongleichung Δ φ=div v :
div v=div grad φ+div rotu=Δ φ .  

Umgekehrt hat die Poissongleichung in D Δ φ=div v eine Lösung φ ,  d.h.
div v−div grad φ=0 oder div (v− grad φ)=0 .  Also ist v− grad φ=rot u , wobei sich
u quellfrei wählen lässt (siehe Seite 35).

Helmholtzscher Zerlegungssatz auf ℝ
3 : Sei v :ℝ3

→ℝ
3 ein stetig differenzierbares 

Vektorfeld mit folgenden Eigenschaften:

(1)  ∣v( x )∣≤
c

∣x∣
2+ϵ

für ∣x∣→∞  (2) ∣v ' ( x)∣≤
c

∣x∣
3+ϵ

für ∣x∣→∞ ,

dann lässt sich v in eine Summe v= grad φ+rot u zerlegen, mit 



φ( x)=−
1

4π
∫
ℝ

3

div v ( y )

∣x− y∣
dV    dV bzgl. y

u( x)=
1

4π
∫
ℝ

3

rot v ( y )

∣x− y∣
dV     dV bzgl. y

Beweis: Das obige Skalarfeld φ ist bekannterweise Lösung des Ganzraumproblems und folglich 
gilt Δ φ(x )=div v (x )⇔ div grad φ( x)=div v ( x)⇔ div(v ( x)−grad φ( x))=0 .  v− grad φ
besitzt also ein quellfreies Vektorpotenzial u :

u( x)=
1

4π
∫
ℝ

3

rot (v−grad φ)( y)
∣x− y∣

dV =
rot grad φ=0 1

4π
∫
ℝ

3

rot(v)( y)
∣x− y∣

dV dV bzgl. y .

Für das Vektorpotenzial u von v−grad φ gilt laut Def. rot u=v−grad φ also ist 
v=rotu+grad φ . 

Integralsätze

1. Integralsatz von Gauß

Ist G ein dreidimensionales Gebiet (Volumen) und ∂G seine Randfläche (Oberfläche) und
v ( x) ein auf G definiertes stetig differenzierbares Vektorfeld. 

Dann ist das Volumenintegral der Divergenz des Vektorfeldes gleich dem Oberflächenintegral des 
Vektorfeldes über den Randfläche des Gebiets:

∫
G

dV div v=∮
∂G

dA⋅v

dA=ndA

Einfach ausgedrückt, lässt sich der Satz von Gauß folgendermaßen formulieren, da die positive 
Divergenz der Produktion von Flüssigkeitsmenge, Teilchenmenge oder Energiemenge entspricht:

Durch die Oberfläche eines Gebiets fließt genau soviel (netto) heraus, wie im Gebiet (netto) 
produziert wird: ex nihilo nihil fit. 



heuristische Begründung : 

Man wählt zunächst einen (infinitesimalen) Quader Q im Gebiet G. 
Die Flächen Ax stehen orthogonal auf der x-Achse, die Flächen Ay senkrecht auf der y-Achse und 
die Flächen Az senkrecht auf der z-Achse. die Flächennormalenvektoren zeigen jeweils nach außen.

Für die Flächen Ax werden die Parameterdarstellungen 

A x1
: f (u , v)=(

x1

v
u )  mit {y1≤v≤ y2

z1≤u≤z 2

und A x2
: g (u , v )=(

x2

u
v )  mit {y1≤u≤ y 2

z1≤v≤z 2

gewählt. Damit 

sind die Normalenvektoren n1= f u× f v=(
0
0
1)×(

0
1
0)=(

−1
0
0 ) und n2=gu×gv=(

0
1
0)×(

0
0
1)=(

1
0
0)

richtig orientiert (nach außen).

Der Fluss des Vektorfeldes v durch die beiden Flächen Ax ist dann:

∫
A x

v ( x)dA=∫
A x2

v (x )dA−∫
Ax1

v ( x)dA=∫
z1

z 2

∫
y1

y2

v1( x2 , u , v )dudv−∫
z1

z2

∫
y1

y2

v1( x1 , v , u)dv du=

Schreibt man im ersten Integral y statt u und z statt v, im zweiten Integral y statt v und z statt u, so 
können die Integrale in eins geschrieben werden:

=∫
z1

z2

∫
y1

y2

v1(x2 , y , z)−v2( x1 , y , z)dy dz =
Hauptsatz DI-Rechnung

∫
z1

z 2

∫
y1

y2

∫
x1

x2 ∂ v1

∂ x
(x , y , z)dx dy dz=

=∫
Q

∂v1

∂ x
(x )⋅dV .  Analog für die Flächen Ay und Az. Addiert man dann alle drei Integrale auf, so 

erhält man das Integral über die gesamte Oberfläche ∂Q des Quaders: 



∫
∂Q

v (x )dA=∫
A x

v ( x)dA+∫
A y

v ( x )dA+∫
Az

v (x )dA=∫
Q

∂ v1

∂ x
(x )⋅dV+∫

Q

∂ v2

∂ y
(x )⋅dV+∫

Q

∂ v3

∂ z
(x )⋅dV=

=∫
Q

∂v1

∂ x
(x )+

∂ v2

∂ y
( x)+

∂ v3

∂ z
( x )⋅dV=∫

Q

div v ( x)⋅dV und damit:

∫
∂Q

v (x )⋅dA=∫
Q

div v ( x)⋅dV .  Addiert man alle infinitesimalen Quader in G auf so erhält man

 
den Satz von Gauß, denn die inneren Flächen der aneinanderstoßenden Quader heben sich beim 
Integrieren auf (es handelt sich um orientierte Flächen: Rechte-Hand-Regel), 

so dass nur der Rand von G übrigbleibt. 

2. Integralsatz von Stokes

Ist A eine einfach zusammenhängende Fläche im Raum und ∂ A ihre (stückweis glatte) 
Randkurve und v ( x) ein auf A definiertes stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist das Oberflächenintegral der Rotation des Vektorfeldes gleich dem Linienintegral des
Vektorfelds über die Randkurve der Fläche: 

∫
A

dA⋅rot v=∮
∂ A

dx⋅v

Das rechte Integral heißt Zirkulation von v entlang der Randkurve ∂ A



heuristische Begründung:  Die Fläche A werde zerlegt in einfach zusammenhängende Teilflächen
Ai wie in der untenstehenden Figur veranschaulicht:

Wir approximieren die Zirkulation von v um A durch die Zirkulation um die Teilflächen Ai :

∮
∂ A

v (x )⋅dx≈∑
i
∮
∂ Ai

v( x )⋅dx . Dabei bleibt von der Aufsummierung der vielen Wege um ∂ Ai

nur der Weg um ∂ A übrig, da sich die inneren Teile aufheben. Bei hinreichend kleinen 
Teilflächen gehen die Zirkulationen über in die lokalen Wirbelstärken, so dass die Approximation

∮
∂ A

v (x )⋅dx≈∑
i

rot v ( x i)⋅μ( Ai)ni  gilt. Im Grenzwert geht die Summe der Wirbelstärken über in

das Integral ∫
A

rot v ( x)⋅dA .  Die Zirkulation längs des Randes ∂ A der Fläche A ist also das 

Integral über alle Wirbelstärken der Gesamtfläche A.

3. Integralsatz von Green in der Ebene.

Sei A eine kompakte Fläche in der xy-Ebene, ∂ A die Randkurve von A und

v (x , y)=(vx ( x , y)

v y( x , y)) eine stetig differenzierbare vektorwertige Funktion auf A. Dann gilt mit

dx=(dx
dy) : 

∫
A

∂ v y

∂ x
(x , y )−

∂ vx

∂ y
(x , y )dxdy=∮

∂ A

v ( x , y)⋅dx=∮
∂ A

vx ( x , y)dx+v y( x , y)dy

Das rechte Linienintegral heißt Zirkulation von v längs ∂ A .

Dieser Satz folgt direkt aus dem Satz von Stokes mit v z=0 und der Berücksichtigung, dass

die Rotation in der xy-Ebene 
∂v y

∂ x
−

∂v x

∂ y
ist.

Die Sätze sind Verallgemeinerungen des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung.

∫
[a ,b ]

dx
d
dx

f (x )= f (b)− f (a)

Auf der linken Seite stehen Integrale höherer Ordnung und ein Differenzialoperator von f. Auf der 
rechten Seite steht nur noch die Funktion (ohne Differenzialoperator) und die Funktionswerte 



hängen nur noch vom Rand  ab.
Beim Hauptsatz steht entsprechend rechts ein „Integral 0. Ordnung“.

Die Beweise stützen sich daher letzten Endes auf den Hauptsatz der Differenzial- und 
Integralrechnung.

Die obige Beziehung der Integralsätze gilt auch für Linienintegrale über Gradientenfelder:

∫
γ
dx⋅∇ f = f (x (t 1))− f ( x (t 0)) .

x ( t0)  und x (t 1) sind ja die Ränder der Kurve γ

Ich stelle die Sätze nochmals der Übersicht der Gemeinsamkeit wegen in der Reihenfolge ihrer 
Komplexität zusammen: 

∫
[a ,b ]

dx
d
dx

f (x)= f (b)− f (a )

∫
γ

dx⋅∇ f = f ( x (t 1))− f (x ( t0))

∫
A

dA⋅rot v=∮
∂ A

dx⋅v

∫
G

dV div v=∮
∂G

dA⋅v

Die Integralsätze von Gauß und Stokes lassen sich auch auf höhere Dimensionen verallgemeinern.

Maxwell-Gleichungen

Sie beschreiben die Größen

➢ Elektrisches Feld (Feldstärke) E
➢ Magnetfeld (Feldstärke)  B
➢ Elektrische Ladungsdichte ρ
➢ Elektrische Stromdichte j

Sie hängen vom Raum, d.h. Ort x und können von der Zeit t abhängen. Sie lauten in ihrer 
Differenzialform:

➢ (D1) div E=ρ (D2) div B=0  

➢ (D3) rot E+
∂ B
∂ t

=0 (D4) rot B−
∂ E
∂ t

= j

oder mit dem Nabla-Operator geschrieben:

➢ (D1) ∇⋅E=ρ (D2) ∇⋅B=0

➢ (D3) ∇×E+Ḃ=0 (D4)  ∇×B−Ė= j



Ohne Zeitänderungen, d.h. Ḃ=0  und Ė=0 ,  nehmen sie folgende einfache statische Form an:

➢ (D1') ∇⋅E=ρ (D2') ∇⋅B=0

➢ (D3') ∇×E=0 (D4')  ∇×B= j  

(D1') und (D3')  beschreiben das statische elektrische Feld und 
(D2') und (D4') das statische Magnetfeld.

Diese Gruppen sind so unabhängig von einander.

Im nicht statischen, also dynamischen Fall, in dem die Zeitänderungen eine Rolle spielen, sind die 
beiden Felder miteinander gekoppelt:

● ändert sich zeitlich das Magnetfeld (Ḃ≠0) , so erzeugt diese Änderung auf Grund von 
(D3) eine räumliche Änderung, einen Wirbel im elektrischen Feld: ∇×E=−Ḃ

● ändert sich zeitlich das elektrische Feld ( Ė≠0) , so erzeugt diese Änderung auf Grund 
von (D4) einen (schon von der Stromdichte erzeugten) nun aber zusätzlichen Wirbel des 
Magnetfeldes.

Daher spricht man auch nicht mehr getrennt von elektrischen und magnetischen Feldern, sondern 
vom elektromagnetischen Feld.
Die beiden Integralsätze vertiefen das Verständnis der Gleichungen.

zu (D1) div E=ρ :  ρ ist die Ladungsdichte ρ=
dQ
dV

, also die im Volumenelement

dV =dxdydz enthaltene Ladung dQ=ρ dV und daher ist die in einem Gebiet G enthaltene 
Gesamtladung 

Q=∫
G

dV ρ .

Je größer die Ladungsdichte, desto größer die Ladung Q in G. Die Divergenz des elektrischen 
Feldes ( also ρ ) spiegelt also die Größe der Ladung wieder. Man nennt die Divergenz daher auch 
die Quell- oder Senkenstärke , je nachdem ob sie positiv oder negativ ist. Ist sie positiv, so stößt 
die Ladung die positive Probeladung ab, ist sie negativ, so wirkt sie anziehend auf die positive 
Probeladung. Ganz analog zum Wasserfluss, wo Senken das Wasser anziehen und Quellen das 
Wasser abstoßen.

Wendet man das Volumenintegral auf (D1) an, so erhält man:

∫
G

dV div E=∫
G

dV ρ .

Die rechte Seite ist die Ladung Q und die linke Seite transformieren wir über den Gaußschen 
Integralsatz zu ∮

∂G

dA⋅E . Damit erhalten wir:

(I1) ∮
∂G

dA⋅E=Q



Das Integral ist der elektrische Fluss durch die Randfläche von G (etwa der Kugeloberfläche) und 
rechts steht die Ladung im Gebiet G, die diesen Fluss „erzeugt“. Jeder elektrische Fluss, d.h. die 
Feldlinien bei Faraday, ist an die Ladung Q gekoppelt, ohne die es keinen Fluss gibt. Wir reden 
daher klassisch von der Ursache des elektrischen Flusses.
Die Formulierung, dass die Anzahl der Feldlinien pro Flächeneinheit die Stärke der Ladung 
repräsentiert , deren Ursache sie sei, wird durch diesen Satz mathematisch präzisiert und in 
gewissem Sinn entmythologisiert, da es mathematisch keinen Sinn macht von Ursache zu sprechen.

Diese Gleichung (I1) wird als Integralform von (D1) bezeichnet.

zu (D2): div B=0 das heißt, dass das magnetische Feld keine Quellen und Senken besitzt, sie 
Feldlinien also nirgends beginnen noch enden und das bedeutet, dass sie Loops, Schleifen bilden 
müssen.  Das Volumenintegral der Divergenz von B ist also auch Null:

∫
G

dV div B=∫
G

dV 0=0

Wendet man den Gaußschen Integralsatz darauf an, so erhält man:

∫
∂G

dA⋅B=0

Der magnetische Fluss durch die Randfläche jeden Gebiets (Volumens) ist Null und das heißt, dass 
es keine magnetischen Ladungen (Monopole) gibt, die das magnetische Feld erzeugen würden.

Das elektrische Feld E ist (wie das Gravitationsfeld) ein Gradientenfeld, d.h. es existiert ein 
Potenzialfeld φ , dessen Gradient das elektrische Feld (Gravitationsfeld) ist: E=−∇ φ

(G=−∇ φ) mit φ( x)=
C
r

wobei r der Radius, d.h. der Abstand des Ortes x der Messung 

vom Zentrum des Skalarfeldes φ( x) ist.

Jedes geschlossene Kurvenintegral im elektrischen Feld ist daher Null: 

Ist γ : [ t 0 , t 1] →G ;t↦γ(t)=x (t) eine Kurve (Linie) im Gebiet G, so ist die Arbeit

∫
γ

dx⋅E (x ) , die eine Probeladung im elektrischen Feld entlang der Kurve γ , also bei 

Verschiebung von x ( t0)  nach x ( t1) leistet, das Linienintegral

∫
γ

dx⋅E (x )=∫
t 0

t 1

dt ẋ (t )E ( x (t))

Da  ∫
γ

dx E ( x)=−∫
γ

dx ∇ φ( x)=−∫
t 0

t 1

dt ẋ ( t)∇ φ( x (t)) =
Kettenregel

       =−∫
t0

t1

dt
d
dt

φ( x (t))=φ( x (t 0))−φ (x (t 1)) (*) und wegen der Geschlossenheit des Weges

x ( t0)=x ( t1) ist, ist das Arbeitsintegral = 0.



Oder mit (*) ist die Arbeit unabhängig vom Weg, der von x ( t0) zu x ( t1) führt.
Das Gleiche gilt für das Gravitationsfeld oder jedes Gradientenfeld.
Solche Felder nennt man daher auch konservative Felder, weil die Energie bei geschlossenen 
Wegen erhalten bleibt, da die geleistete Arbeit in diesen Feldern Null ist.

Das Magnetfeld besitzt ein Analogon zum Gradientenfeld.
Es gelten zwei wichtige Beziehungen zwischen den Differentialoperatoren.

1. Ist f ein Skalarfeld, so gilt stets: rot ∇ f =0 . Dazu gibt es eine lokale Umkehrung:

Gilt für ein Vektorfeld v : rot v=0, so gibt es (lokal) ein skalares Feld f  mit v=∇ f

2. Ist u ein Vektorfeld, so gilt stets: div rot u=0 . Dazu gibt es die lokale Umkehrung:

Gilt für ein Vektorfeld v :div v=0,so gibt es (lokal) ein Vektorfeld u  mit v=rotu .

Nun gilt div B=0 , also gibt es nach 2. ein Vektorfeld A mit B=rot A .
Das Vektorfeld A wird in Analogie zu E=−∇ φ das Vektorpotenzial von B genannt.

Aus dem Satz von Stokes folgt dann aus B=rot A : ∫
A

dA⋅B=∫
A

dA⋅rot A =
Stokes ∮

∂ A

dx⋅A , also

∫
A

dA⋅B=∮
∂ A

dx⋅A

was bedeutet, dass der magnetische Fluss durch die Fläche A nur (rechte Seite) vom Rand ∂ A der
Fläche abhängt. Wendet man auf div B=0 den Satz von Gauß an, so gilt

0=∫
G

dV div B=∮
∂ G

dA⋅B also ∮
∂G

dA⋅B=0  und das heißt dass der magnetische Fluss durch 

jede (geschlossene) Randfläche eines Raumgebiets Null ist. 
Man nennt ∮

∂G

dA⋅B=0 die Integralform von div B=0 .

Zur ausschließlichen Abhängigkeit des magnetischen Flusses 
vom Rand ∂ A gibt es wieder ein Analogon für das 
elektrische Feld. Der elektrische Fluss durch ein Gebiet hängt 
nur von dem Rand des Gebietes ab. 
Dazu betrachtet man etwa als Gebiet eine Kugel. 
Angenommen sei, dass innerhalb dieser Kugel  keine 
Ladungen sitzen, dass also ∮

∂G

dA⋅E=Q=0 ist.

Die Kugel werde am Äquator durchgeschnitten in zwei 
Halbsphären H1 und H2 , in die rote und in die graue. 
Die Normalenvektoren sollen nach außen zeigen.
Am Äquator ist die für beide Halbsphären relevante 

Randkurve positiv orientiert.  Das Integral kann nun zerlegt

 werden in die Summe 0=∮
∂G

dA⋅E=∫
H 1

dA⋅E +∫
H 2

dA⋅E  

oder geschrieben werden als ∫
H 1

dA⋅E=−∫
H 2

dA⋅E .



Eine Halbsphäre (etwa die graue) werde nun stetig deformiert bis sie eine Kreisscheibe ergibt. Da 
auch in diesem reduzierten Gebiet keine Ladung ist, gilt immer noch. ∫

H 1

dA⋅E=−∫
H 2 '

dA⋅E . Jetzt 

werde unter Beibehaltung der Orientierung der Randkurve die Halbsphäre H2 nach innen gewölbt 
bis sie zu −H 2=H 1 wird. Dadurch drehen sich die Normalenvektoren der grauen Fläche um und 
damit auch das Vorzeichen

 von ∫
−H 2

dA⋅E . Also gilt ∫
H 1

dA⋅E= ∫
−H 2

dA⋅E .

Also ist der Fluss durch die beiden Flächen bei gleicher Randkurve gleich. 
Das gilt für alle deformierten Flächen gleicher Wölbung, solange die Randkurve gleich bleibt und 
keine Ladung hinzukommt. Der Fluss ist also nur von der Randkurve der Fläche abhängig.
Wie man auch sieht, ist der Fluss durch die graue Hemisphäre betragsmäßig gleich zur roten. Aber 
mit umgekehrtem Vorzeichen. Der Fluss durch die graue ist negativ, durch die rote positiv bei 
gleichem Betrag, also insgesamt Null.

Beispiel: Sei das Vektorfeld, also das elektrische Feld E=(
0
0
1) mit verschwindender Divergenz 

gegeben: div E=∇⋅E=(
∂

∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)⋅(0

0
1)=0+0+0=0 .

∫
H 2

dA⋅(
0
0
1)=∫

H 2

dAn⋅E =
Kugelkoordinaten

R2∫
π
2

π

d θsin θcosθ∫
0

2π

d φ=2 π R2[ 1
2

sin2
θ]π

2

π

=−π R2

da n (x )=
x
R

=(
sin θcosφ
sin θsin φ

cosθ ) und E=(
0
0
1) also n (x )⋅E=cosθ und dA= R2sin θ d θ d φ

∫
H 1

dA⋅(
0
0
1)=∫

H 1

dAn⋅E =
Kugelkoordinaten

R2∫
0

π
2

d θsin θcosθ∫
0

2π

d φ=2π R2[ 1
2

sin2
θ]

0

π
2
=π R2

elektrische Fluss durch die Kreisscheibe, von unten her kommend:

∫
KS

dA⋅(
0
0
1)=∫

KS

dAn⋅(
0
0
1)=∫

KS

dA n3=∫
KS

dA(−1)=−∫
KS

dA=−π R2

Ist nun bei gleicher Randkurve die Oberfläche die einer beliebigen unteren Kugelkappe mit 
Randkreisradius R, bei gleichbleibender Orientierung und der Kugelkappe mit Kugelradius r, so 
gilt:



∫
KK

dA⋅(
0
0
1)=∫

KK

dAn⋅(
0
0
1)=r2 ∫

π
2

+arccos
R
r

π

d θsin θcosθ∫
0

2π

d φ=2π r 2[ 1
2

sin2
θ]π

2
+arccos R

r

π

=

=−2π
r2

⋅1
2

sin2
( π

2
+arccos

R
r

)=−π r2
(cos (arccos(

R
r

)))
2

=−π
r2

⋅R2

r 2 =−π R2

R
r

=cosα⇒ α=arccos
R
r

Allgemein gilt: Der Fluss eines divergenzfreien Vektorfeldes (das also keine Quellen, auch keine 
punktförmigen hat) durch eine Fläche hängt nur von der Randkurve ab.

Für den statischen Fall ist die Gleichung (D3'): rot E=0 . Das gilt für jedes Gradientenfeld. Ist 
nämlich v=∇ f , dann ist

 rot v=rot ∇ f =∇×∇ f =(
∂

∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)×(

∂ f
∂ x
∂ f
∂ y
∂ f
∂ z

)=(
∂

2 f
∂ y∂ z

−
∂

2 f
∂ z ∂ y

∂
2 f

∂ z ∂ x
−

∂
2 f

∂ x ∂ z
∂

2 f
∂ x ∂ y

−
∂

2 f
∂ y ∂ x

)=(
0
0
0) .

Die Gleichung besagt, dass das elektrische Feld wirbelfrei ist. Wie auch das Gravitationsfeld.
Mithilfe des Satzes von Stokes ergibt sich unmittelbar, dass das Kreisintegral über E Null ist, 
dass also E ein konservatives Feld ist: ∫

A

dA⋅rot E=∮
∂ A

dx⋅E und da rot E=0 ist das linke 

Integral Null und damit auch das rechte: ∮
∂ A

dx⋅E=0 . Das Kreisintegral nennt man die 

elektrische Zirkulation, die also immer Null ist. Es ist die Integralform zu rot E=0 .

Die Gleichung (D4') ∇×B= j oder rot B= j für den statische Fall mit der elektrischen 
Stromdichte j , dass die Verwirbelung des Magnetfeldes umso stärker ist, je größer die 
Stromdichte ist. 
Der durch ein infinitesimales Flächenelement dA fließende elektrische Strom ist dI =dA⋅j .
Der durch die gesamte Fläche A fließende elektrische Strom I ist daher 

I =∫
A

dI =∫
A

dA⋅j .

Wendet man nun auf rot B= j das Oberflächenintegral an, erhält man ∫
A

dA⋅rotB=∫
A

dA⋅j .

Links wendet man den Satz von Stokes an und rechts erhält man die Stromstärke I:

∮
∂ A

dx⋅B=I



Das ist das Analogon zu ∮
∂G

dA⋅E=Q , was die Ladung als „Ursache“ des elektrischen Flusses 

identifiziert. ∮
∂ A

dx⋅B=I wird als die Integralform von der Differenzialform rot B= j

bezeichnet. Die linke Seite von ∮
∂ A

dx⋅B=I nennt man die magnetische Zirkulation, deren 

„Ursache“ der elektrische Strom I ist.

Eine Übersicht zu den statischen Gleichungen: 
elektrisches Feld E magnetisches Feld B Bedeutung

Differenzialform div E=ρ

Die Ladungsdichte ist die 
Quellenstärke des elektrischen
Feldes.
Die Feldlinien starten bei den 
Quelle ρ>0  und enden bei 
den Senken ρ<0 .

div B=0  

Magnetische Quellen gibt es
nicht. Die Feldlinien sind 
daher geschlossen.

Quellstärke

Integralform ∮
∂G

dA⋅E=Q

 
Ladung ist Ursache 
des elektrischen Flusses durch
geschlossene Oberfläche. Q 
als integrierte Quellstärke

∮
∂G

dA⋅B=0

Der magnetische Fluss 
durch geschlossene 
Oberfläche ist Null:
es gibt keine magnetischen 
Ladungen (Monopole)

elektrischer bzw. 
magnetischer 
Fluss

Differenzialform rot E=0

Das elektrische Feld ist 
wirbelfrei

rot B= j  

Das magnetische Feld      ist 
verwirbelt. Je größer die 
Stromdichte, desto größer 
die Verwirbelung

Wirbelstärke

Integralform ∮
∂ A

dx⋅E=0

Die elektrische Zirkulation ist 
Null

∮
∂ A

dx⋅B=I

Der elektrische Strom ist die
Ursache für die Wirbel des 
Magnetfeldes.
I als integrierte Wirbelstärke

elektrische bzw. 
magnetische 
Zirkulation

g



Nun zur Dynamik. 

Verändert sich das elektrische Feld:
∂E
∂ t

≠0 ,so erzeugt diese Veränderung (zusätzlich zur 

Stromdichte j )  Wirbel des magnetischen Felds: rot B= j+
∂ E
∂ t

.

In ähnlicher Weise erzeugt eine Veränderung des magnetischen Felds: 
∂B
∂ t

≠0 Wirbel des 

elektrischen Felds: rot E=−
∂ B
∂ t

. 

Wendet man auf die letzte Gleichung das Oberflächenintegral an, so ergibt das:

∫
A

dA⋅rotE=−∫
A

dA⋅
∂ B
∂ t

=−
d
dt ∫A

dA⋅B

Der Satz von Stokes auf das linke Integral angewandt, ergibt die Gleichung: 

∮
∂ A

dx⋅E=−
d
dt ∫A

dA⋅B

Die zeitliche Änderung des magnetisches Flusses durch eine Fläche A (rechte Seite) erzeugt einen 
Wirbel im elektrischen Feld .  Liegt auf der Randkurve ∂ A ein elektrischer Leiter, so induziert 
diese Verwirbelung eine elektrische Kreisspannung (linke Seite) und diese induziert in dem Leiter 
einen elektrischen Strom. Das ist das Induktionsgesetz.

Nun wende ich auf  die zweite dynamische Gleichung rot B= j+
∂ E
∂ t

wieder das 

Oberflächenintegral an: ∫
A

dA⋅rotB=∫
A

dA⋅j+∫
A

dA
∂E
∂ t

=I +
d
dt∫A

dA⋅E .  Der Satz von Stokes 

auf das linke Integral angewandt, erzeugt die Gleichung: 

∮
∂ A

dx⋅B=I +
d
dt∫A

dA⋅E

Das linke Integral ist die magnetische Zirkulation entlang der Randkurve ∂ A , rechts der 
elektrische Strom I durch die Fläche A plus der zeitlichen Veränderung des elektrischen Flusses 
durch A.  Der statische Fall hatte gezeigt, dass I die Ursache der magnetischen Zirkulation ist. Jetzt 
sieht man, dass es eine zusätzliche Ursache für diese Zirkulation gibt: die zeitliche Änderungsrate 
des elektrischen Flusses durch A, der sogenannte Maxwellsche Verschiebungsstrom.

Ein sehr interessante und überaus wichtige Konsequenz der dynamischen Maxwell-Gleichungen 
tritt ein, wenn alles Materielle verschwindet, wenn die elektrische Ladungsdichte ρ und 
elektrische Stromdichte j im ganzen Raum Null sind: Dann haben wir die Gleichungen: 

div E=0 rot E+
∂ B
∂ t

=0

div B=0 rot B−
∂E
∂ t

=0



Man beachte die Symmetrie zwischen den Feldern. Die Veränderung des elektrischen Feldes 
erzeugt das Magnetfeld (bzw. dessen Wirbel) und die Veränderung des Magnetfeldes erzeugt wieder
das elektrische Feld (bzw. dessen Wirbel). Gleichzeitig haben beide Felder keine Quellen, sind also 
unabhängig geworden von der elektrischen Ladung. Wir haben hier die elektromagnetischen 
Wellen, deren Felder sich frei von Ladung und Strom gegenseitig generieren: Geisterwellen, die 
sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Das ist nicht erstaunlich, da Licht selbst eine 
elektromagnetische Welle ist. Was da quantentheoretisch vor sich geht, das werden wir später 
diskutieren.

Noch eine ebenfalls wichtige, aber mehr materielle Konsequenz der Gleichungen mit anwesender 
Ladungsdichte ρ und Stromdichte j :

Aus der ersten und vierten Gleichung div E=ρ und rot B−
∂ E
∂ t

= j :

∂ρ

∂ t
+div j= ∂

∂ t
div E+div rot B−div

∂ E
∂ t

Weil div rot B=∇⋅(∇×B)=(
∂

∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)⋅((

∂
∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)×(

B1

B2

B3
))=(

∂
∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)⋅(

∂ B3

∂ y
−

∂ B2

∂ z
∂ B1

∂ z
−

∂ B3

∂ x
∂ B2

∂ x
−

∂ B1

∂ y
)=

=
∂

2 B3

∂ x ∂ y
−

∂
2 B2

∂ x ∂ z
+

∂
2 B1

∂ y∂ z
−

∂
2 B3

∂ y ∂ x
+

∂
2 B2

∂ z ∂ x
−

∂
2 B1

∂ z ∂ y
=0 (wie für jedes beliebige Vektorfeld) 

und  die Differenzialoperatoren ∂
∂ t

und div vertauschbar sind: ∂
∂ t

div=div ∂
∂ t

, denn  die 

ersten und zweiten partiellen Ableitungen sind stetig:

∂
∂ t

∇⋅f ( x , y , z , t)= ∂
∂ t (

∂
∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z
)⋅( f 1( x , y , z ,t)

f 2( x , y , z ,t )

f 3( x , y , z ,t ))=(
∂

2

∂ t ∂ x
∂

2

∂ t ∂ y
∂

2

∂ t ∂ z
) f (x , y , z , t ) =

Satz von Scharz

=(
∂

2

∂ x ∂ t
∂

2

∂ y∂ t
∂

2

∂ z ∂ t
) f (x , y , z , t)=(

∂
∂ x

∂
∂ t

∂
∂ y

∂
∂ t

∂
∂ t

∂
∂ t

) f (x , y , z , t)=(
∂

∂ x
∂

∂ y
∂
∂ z

) ∂
∂ t
f ( x , y , z ,t )=∇ ∂

∂ t
f ( x , y , z , t ) .

gilt:

∂ρ

∂ t
+div j=0

Das ist die sogenannte Kontinuitätsgleichung. Wir integrieren über ein Gebiet G, um diese 



Gleichung zu interpretieren: 

∫
G

dV
∂ρ

∂ t
=−∫

G

dV div j  

G ist zeitlich konstant und daher kann der Differenzialoperator ∂
∂ t

aus dem Integral gezogen 

werden. Auf die rechte Seite wird der Satz von Gauß angewandt

d
dt ∫G

dV ρ=−∮
∂G

dA j

Das Integral auf der linken Seite beschreibt die Ladung, die das Gebiet G enthält. Rechts steht der 
elektrische Strom, der durch die Oberfläche des Gebiets fließt. Insgesamt bedeutet dies: die Ladung 
innerhalb des Gebietes G kann sich nur verändern, wenn durch die Oberfläche des Gebiets Strom 
fließt, d.h. Ladung aus dem Gebiet fließt oder hineinfließt. Fließt kein Strom, so bleibt die Ladung 
innerhalb des Gebietes konstant. Die elektrische Ladung ist also eine Erhaltungsgröße selbst 
lokal. Sie kann sich nicht (dort) auflösen oder entstehen, sondern nur bewegen. Zumindest nicht auf 
dieser Ebene.

Zusammenfassung der Folgerungen aus den dynamischen Gleichungen: 

rot E=−
∂ B
∂ t

⇒    ∮
∂ A

dx⋅E=−
d
dt ∫A

dA⋅B

                     
                                       Induktionsgesetz
   (Stromerzeugung durch zeitlich veränderliches
    Magnetfeld)

rot B= j+
∂ E
∂ t

⇒ ∮
∂ A

dx⋅B=I +
d
dt ∫A

dA⋅E

                                 Magnetische Zirkulation   
               durch Strom und Verschiebungsstrom

ρ≠0  und j≠0 :

div E=ρ und rot B−
∂ E
∂ t

= j ⇒

                                    
d
dt ∫G

dV ρ=−∮
∂G

dA j

                                  lokale Ladungserhaltung

ρ=0  und j=0⇒

                              
div E=0 rot E+

∂ B
∂ t

=0

div B=0 rot B−
∂E
∂ t

=0

                              elektromagnetische Wellen
(die zeitliche Veränderung des Magnetfeldes 
erzeugt eine räumliche Veränderung des 
elektrischen Feldes (Verwirbelung) und die 
zeitliche Veränderung des elektrischen Feldes 
erzeugt eine räumliche Veränderung des 
Magnetfeldes (Verwirbelung))

Die elektromagnetische Differenzialgleichungen lautet in natürlichen Einheiten: 

Δ E= ∂
2

∂ t 2
E und Δ B= ∂

2

∂ t 2
B oder ausgeschrieben:



∂
2 E

∂ x2 +
∂

2E
∂ y2 +

∂
2E

∂ z 2 =
∂

2E
∂ t 2 und ∂

2 B
∂ x2 +

∂
2 B

∂ y2 +
∂

2 B
∂ z2 =

∂
2B

∂ t2

oder noch ausführlicher:

(
∂

2

∂ x2
E x+

∂
2

∂ y2
E x+

∂
2

∂ z2
Ex

∂
2

∂ x2 E y+
∂

2

∂ y2 E y+
∂

2

∂ z 2 E y

∂
2

∂ x2 E z+
∂

2

∂ y2 E z+
∂

2

∂ z2 E z
)=(

∂
2

∂ t 2
E x

∂
2

∂ t 2 E y

∂
2

∂ t 2 E z
)  und (

∂
2

∂ x2
Bx+

∂
2

∂ y2
B x+

∂
2

∂ z2
Bx

∂
2

∂ x2 B y+
∂

2

∂ y2 B y+
∂

2

∂ z2 By

∂
2

∂ x 2 B z+
∂

2

∂ y2 B z+
∂

2

∂ z2 B z
)=(

∂
2

∂ t 2
Bx

∂
2

∂ t 2 By

∂
2

∂ t 2 B z
)

Begründung:  

(1) Es gilt die sogenannte Graßmann-Identität für beliebige 3D-Vektoren:

  a×(b×c )=(a⋅c)b−(a⋅b)c

               denn: a×(b×c)=(
a2b1 c2−a2 b2 c1−a3b3 c1+a3 b1 c3

a3b2 c3−a3b3c2−a1 b1 c2+a1 b2 c1

a1b3c1−a1 b1 c3−a2 b2 c3+a2 b3 c2
)=

                =(
a1 c1b1+a2 c2b1+a3 c3b1

a1 c1 b2+a2 c2b2+a3 c3b2

a1 c1b3+a2 c2b3+a3 c3b3
)−(

a1 b1 c1+a2 b2 c1+a3 b3 c1

a1b1c2+a2 b2 c2+a3 b3 c2

a1 b1 c3+a2 b2 c3+a3 b3 c3
)=

        =(a1c1+a2 c2+a3c3)b−(a1b1+a2 b2+a3c3)c=(a⋅c)b−(a⋅b)c

  Auf ∇ und E angewandt: ∇×(∇×E)=(∇⋅E )∇−(∇⋅∇ )E=−Δ E , da

∇⋅E=div E=ρ=0 und ∇⋅∇=:Δ= ∂
2

∂ x2
+ ∂

2

∂ y2
+ ∂

2

∂ z2
(Laplace-Operator).



(2)  Für jeden 3-D Vektor v  gilt: ∇× ∂
∂ t
v= ∂

∂ t
(∇×v ) , denn

∇× ∂
∂ t
v=(

∂
2v3

∂ y ∂ t
−

∂
2 v2

∂ z ∂ t
∂

2 v1

∂ z ∂ t
−

∂
2 v3

∂ x ∂ t
∂

2 v2

∂ x ∂ t
−

∂
2 v1

∂ y∂ t
) =

Satzvon Schwarz (
∂

2 v3

∂ t ∂ y
−

∂
2 v2

∂ t ∂ z
∂

2 v1

∂ t ∂ z
−

∂
2 v3

∂ t ∂ x
∂

2 v2

∂ t ∂ x
−

∂
2 v1

∂ t ∂ y
)= ∂

∂ t
(∇×v)

.

(3) Aus den beiden Gleichungen rot E=−
∂ B
∂ t

bzw.  ∇×E=−
∂ B
∂ t

oder ausführlicher

(
∂

∂ y
E z−

∂
∂ z

E y

∂
∂ z

Ex−
∂

∂ x
E z

∂
∂ x

E y−
∂

∂ y
Ex

)=(
− ∂

∂ t
B x

− ∂
∂ t

B y

− ∂
∂ t

B z
)  

 und rot B=
∂ E
∂ t

bzw. ∇×B=
∂E
∂ t

da j=0  oder ausführlicher

(
∂

∂ y
B z−

∂
∂ z

By

∂
∂ z

Bx−
∂

∂ x
B z

∂
∂ x

B y−
∂

∂ y
Bx

)=(
∂
∂ t

E x

∂
∂ t

E y

∂
∂ t

E z
)

folgt durch Anwendung des Nabla-Operators:

∇×(∇×E)=−∇×
∂ B
∂ t

=
(2)

− ∂
∂ t

(∇×B)=− ∂
∂ t

(
∂ E
∂ t

)=− ∂
2

∂ t 2
E , also nach (1)

−ΔE=− ∂
2

∂ t 2
E  und also Δ E= ∂

2

∂ t 2
E .

Begründung für Δ B= ∂
2

∂ t 2 B geht absolut analog. 

Die Lösungen dieser partiellen Differenzialgleichungen

Die 6 Skalargleichungen) haben die Form einer homogenen partiellen DG: (Δ− ∂
2

∂ t 2
) f (x , t)=0

Die Funktion f  wird separiert unter der Annahme, dass die Lösung als Produkt in der Form 

f (x , y , z , t)= X (x )⋅Y ( y )⋅Z ( z)⋅T (t)



geschrieben werden kann, wobei jede der vier Funktionen nur von einer Variablen abhängen. In 
kartesischen Koordinaten lautet die DG dann: 

( ∂
2

∂ x2
+ ∂

2

∂ y2
+ ∂

2

∂ z2
− ∂

2

∂ t 2
) X (x )⋅Y ( y)⋅Z (z )⋅T (t )=

X ' ' ( x)Y ( y)Z (z )T (t)+Y ' ' ( y ) X (x) Z ( z)T (t )+Z ' ' ( z) X (x)Y ( y)T (t)+T̈ (t) X ( x)Y ( y )Z ( z )=0

⇒
: XYZT

=
X ' ' (x )

X ( x)
+

Y ' ' ( y)

Y ( y )
+

Z ' ' ( z)

Z (z )
−

T̈ (t)
T (t)

=0 für alle x , y , z , t . Werden bis auf eine Variable 

die anderen festgehalten, so ist die Funktion der freien Variablen konstant:

 g ( x)+h( y0)=c⇒ g ( x)=c−h( y0)=  konstant für alle x (freie Variable ist hier x). 

Wegen der Symmetrie des Arguments müssen also alle Summandenfunktionen konstant sein:

X ' ' (x )

X ( x)
=k X

Y ' ' ( y )

Y ( y)
=k Y

Z ' ' (z )

Z ( z)
=k Z und 

T̈ (t)
T (t)

=k T und k X +kY +k Z−kT=0 (*)

Das sind vier gleiche gewöhnliche homogene lineare DG zweiter Ordnung der Form 
h ' ' (u)

h (u)
=c .

Die allgemeine Lösung hiervon ist h(u)=c1 u+c2 , falls c=0 . Ist c≠0 , so ist die Lösung 
etwas komplizierter: h(u)=c1 e√cu+c2 e−√c u . Dabei können die Exponenten komplex sein

(falls c<0) . Damit haben wir, falls die Konstanten nicht Null sind: 

X ( x)=c1 e√k X x
+c2 e

−√k X x
Y ( y )=d 1e√kY y

+d 2 e
−√kY y

Z ( z)=a1e√k Z z
+a2 e

−√kZ z und

T (t)=b1 e√kT t
+b2 e

−√kT t  .                                                                                        

 Bildet man wieder das Produkt, so gilt, falls alle Konstanten k X , kY , k Z , k T ungleich Null sind:

 f (x , t)= X (x)⋅Y ( y )⋅Z (z )⋅T ( t)=∑
j =1

16

A j e
±√k X x±√kY y±√kZ z±√kT t

, wobei alle 16 Kombinationen 

der 4-Tupel aus den Vorzeichen ± vorkommen. Die A j sind ebenfalls alle 16  4-Produkt-
Kombinationen der Koeffizienten a i bk cl d m mit i , k , l ,m∈{ 1 ,2 } .

Der andere extreme Fall, dass alle  Konstanten k X =kY=k Z =kT =0 , liefert die Summe:

f (x , t)= X (x)⋅Y ( y )⋅Z (z )⋅T ( t)=∑
j =1

16

A j x i y k z l tm mit i , k , l ,m∈{ 0 ,1} .  Die anderen 

Produkte sind Kombinationen der beiden Extremfälle.

Sind die Extremfälle nun tatsächlich Lösungen der Skalargleichungen?

Der zweite Fall: alle zweiten partiellen Ableitungen von A j x i yk z l tm sind Null, da höchstens 

jeweils die erste Potenz vorkommt, also ist  (Δ− ∂
2

∂ t 2 )∑
j=1

16

A j xi yk z l tm
=0 und damit Lösung.

Der erste Fall: ∂

∂ x2 ∑
j =1

16

A j e
±√k X x±√kY y±√k Z z±√kT t

=∑
j =1

16

k X A j e
±√kX x±√kY y±√kZ z±√kT t

,



∂

∂ y2 ∑
j=1

16

A j e
±√k X x±√kY y±√kZ z±√kT t

=∑
j=1

16

kY A j e
±√kX x±√kY y±√kZ z±√kT t

,

∂

∂ z2 ∑
j=1

16

A j e
±√k X x±√kY y±√k Z z±√kT t

=∑
j=1

16

k Z A j e
±√k X x±√kY y±√kZ z±√kT t

und 

∂

∂ t 2 ∑
j=1

16

A j e
±√kX x±√kY y±√kZ z ±√kT t

=∑
j=1

16

kT A j e
±√k X x±√kY y±√k Z z±√kT t

. Also insgesamt:

( ∂
2

∂ x2 + ∂
2

∂ y2 + ∂
2

∂ z 2 − ∂
2

∂ t 2 )∑
j=1

16

A j e
±√k X x±√kY y±√kZ z±√kT t

=

=∑
j=1

16

(k X +k Y +k Z−kT )⏟
0

A j e
±√k X x±√kY y±√k Z z±√kT t

=0 . Also ist auch dies eine Lösung.

Der dritte Fall: eine Konstante Null, etwa k X .  

Dann ist das Produkt (a1 x+a2)⋅∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√kZ z±√kT t

∂
∂ x

(a1 x+a2)⋅∑
j=1

8

B j e
±√k Y y±√kZ z ±√kT t

=a1⋅∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√k Z z±√kT t

+(a1 x+a2)⋅0

∂
2

∂ x2 (a1 x+a2)⋅∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√kZ z ±√kT t

=0

∂
2

∂ y2 (a1 x+a2)⋅∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√kZ z±√kT t

=(a1 x+a2)k Y ∑
j =1

8

B j e
±√kY y±√k Z z±√kT t

∂
2

∂ z2 (a1 x+a2)⋅∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√kZ z±√k T t

=(a1 x+a2) k Z∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√k Z z±√kT t

∂
2

∂ t 2 (a1 x+a2)⋅∑
j =1

8

B j e
±√kY y±√k Z z±√k T t

=(a1 x+a2)k T ∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√kZ z±√kT t

, also

( ∂
2

∂ x2 + ∂
2

∂ y2 + ∂
2

∂ z 2 − ∂
2

∂ t 2 )(a1 x+a2)⋅∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√kZ z±√k T t

=

=(k Y +k Z −k T⏟
0

)(a1 x+a2)∑
j=1

8

B j e
±√kY y±√kZ z±√kT t

=0

Analog für die Konstanten. Dies sind also auch Lösungen.

Der vierte Fall: zwei Konstanten sind Null, etwa k X =k y=0 .

Dann ist das Produkt (a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅∑
j=1

4

C j e
±√k Z z±√kT t

.

∂
∂ x

(a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅∑
j=1

4

C j e
±√kZ z±√kT t

=a1(b1 y+b2)∑
j=1

4

C j e
±√kZ z±√k T t

+0

∂
2

∂ x2 (a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅∑
j=1

4

C j e
±√k Z z±√kT t

=0 . Ebenso für die zweite Ableitung nach y.

∂
∂ z

(a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅∑
j=1

4

C j e
±√k Z z±√k T t

=(a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅±√k Z ∑
j=1

4

C j e
±√k Z z±√kT t

∂
2

∂ z2 (a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅∑
j=1

4

C j e
±√k Z z±√kT t

=(a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅k Z∑
j=1

4

C j e
±√kZ z±√kT t



und analog für t: 

∂
2

∂ t 2 (a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅∑
j =1

4

C j e
±√kZ z ±√kT t

=(a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅kT ∑
j=1

4

C j e
±√k Z z±√kT t

. 

Somit ergibt sich 

( ∂
2

∂ x2 + ∂
2

∂ y2 + ∂
2

∂ z 2 − ∂
2

∂ t 2 )(a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅∑
j=1

4

C j e
±√kZ z±√kT t

=

=(a1 x+a2)⋅(b1 y+b2)⋅(k Z−k T⏟
0

)∑
j=1

4

C j e
±√kZ z±√kT t

=0 . Ebenfalls Lösung.

Das Gleiche gilt, falls andere zwei Konstanten Null sind.

Drei Konstanten gleich Null ist das Gleiche wie vier Konstanten gleich Null (wegen der 
Nebenbedingung (*)) und ist somit schon behandelt.

Alle Fälle des Separationsansatzes lösen also die skalare Differenzialgleichungen. 

Lässt man das Summenzeichen ∑
j

weg, dann sind die Reste ebenfalls Lösungen. Die Summen 

sind Superpositionen einfacherer Lösungen. 

Betrachten wir eine solche einfache Lösung f (x , t)= Ae±√k X x±√kY y±√kZ z±√kT t
des reduzierten 

ersten Falls. 

Sind die Konstanten negativ, so lässt sich f schreiben als f (x , t)= Aei (±√cX x±√cY y±√cZ z±√cT t )
mit 

positiven c's: c X :=−k X , cY :=−k Y , cZ :=−k Z , cT :=−k T

Die Raum-Koordinaten samt Vorzahl lassen sich zu einem Skalarprodukt zusammenfassen:

f (x , t)= Ae
i (k⋅x±√cT t)

Mit der Anfangsbedingung x=0  und t=0

f (x , t)= f (0,0)⋅e
i (k⋅x±√cT t )

=: f 0⋅e
i (k⋅x±√cT t )

Nach Euler hat man die Darstellung: f (x , t)= f 0 cos(k⋅x±√cT t )+i f 0sin (k⋅x±√cT t) mit

k=(
±√c X

±√cY

±√cZ
) . k 2

=c X +cY +cZ=−k X −k y−k Z =−k T=cT und also √cT=k , sodass die 

Gleichung lautet:

f (x , t)= f 0 cos(k⋅x±kt)+i f 0 sin(k⋅x±k t) . 

Der Einfachheit halber betrachte ich den Realteil ℜ f (x , t)= f 0 cos(k⋅x±kt) der Lösung, der 



selbst Lösung ist, wie man leicht nachrechnet. Das Gleiche gilt für den Imaginärteil, der auch 
Lösung der DG ist.

Zieht man k  vors Argument, so ergibt das f (x , t)= f 0 cos(k(k 0
⋅x±t)) .  Für

k T =1⇔k =1 und negativem VZ von t liegt ebenfalls eine gängige Lösung vor: 

f (x , t)= f 0 cos(k0
⋅x−t ) , 

die nun interpretiert werden soll. 

k 0
⋅x− t=φ ist der Phasenwinkel. 

Für φ=0 bspw. hat die Auslenkung ihr Maximum (Amplitude) f 0 . Für einen beliebigen aber 
festen Phasenwinkel φ=c liegen alle Orte x mit dieser Phase auf einer Ebenen

e (φ=c) :k 0⋅x− t=c⇔k0⋅x−( t+c)=0 .  

Man nennt die Welle daher auch ebene Welle. Der Abstand dieser Ebene vom Ursprung des 
kartesischen Koordinatensystems ist t+c . Pro Sekunde wird der Abstand um 1 Längeneinheit 

größer. Die Auslenkung f (x , t) bewegt sich mit v=
1
1

LE s−1 . Da mit natürlichen Einheiten 

gerechnet wurde, ist das die Lichtgeschwindigkeit v=c=1 . Mit den üblichen Einheiten gilt im 
Vakuum c2

=ϵ0μ0 .

Die Bewegungsrichtung gibt der Normalenvektor k 0 an, da er senkrecht auf der Phasen-Ebene 
steht. Man nennt ihn auch den Wellenvektor. Die Welle ist linear polarisiert, da der 
Normalenvektor konstant ist.

Der Wellenvektor sei bspw. k 0
=

1
√3(

1
1
1)

Dreht man zur besseren Ansicht das Koordinatensystem um die x-Achse mit 45° und die y-Achse 

um ungefähr 54,7° , so lautet die Drehmatrix (
1
√3

1
√3

1
√3

0
1

√2
−

1

√2

−
√2

√3
1

√6
1

√6
)=(

0,577 0,577 0,577
0 0,707 −0,707

−0,816 0,408 0,408 )  , 

sodass der Wellenvektor auf der x-Achse zu liegen kommt,  hat er den Wert (
1
0
0) .

Die Gleichung lautet dann: f (x ,t )= f 0 cos( x−t ) mit beliebigen y- und z-Werten.



Die Ebenen gleicher Phase stehen dann orthogonal auf der x-Achse bzw. auf k 0 .  Ist

 f (x , t)=E ( x , t)= E0cos (k0
⋅x−t)

die x-Komponente der elektrischen Feldstärke an der Stelle (x , t) , hier im Beispiel (2. Bild)
(x ,t )=(1,3) bzw. (x ,t )=(−1,3) , so haben alle Punkte auf der linken roten Ebene die 

gleichen Werte ( −0,654 falls E0=1 ) für die x-Komponente der Feldstärke. 

Die x-Vektorkomponenten bzw. (
−0,654

0
0 ) zeigen dann in Richtung der negativen x-Achse. 

t = 1

t = 3t = 3
t = 1



Der Betrag der Feldstärke ändert sich räumlich sinusförmig entlang der x-Achse bzw. entlang k 0

und ebenso zeitlich sinusförmig (entlang der Zeitachse).

Das Gleiche gilt auch für die magnetische Feldstärke. Die beiden Felder sind aber nicht unabhängig 
voneinander wie 3. und 4. Maxwell-Gleichungen zeigen.

Unter der Annahme, dass sowohl das E-Feld und das B-Feld die gleichen Wellenvektoren haben, 
also in die gleiche Richtung laufen, sind die oben besprochenen Lösungen:

E (x , t)=E0 e
i(k⋅x±√cT t )

=E0 e
i (±√cX x±√cY y±√cZ z±√cT t)

  

und 

B( x , t)=B0 e
i (k⋅x±√cT t )

=B0e
i (±√c X x±√cY y±√cZ z±√cT t )

 

∂E
∂ t

=±i √cT⋅E
∂B
∂ t

=±i √cT⋅B

rot E=i k×E rot B=i k×B

div E=i⋅k⋅E div B=i⋅k⋅B

Damit sehen die Maxwell-Gleichungen so aus:

(1) k⋅E=0 (2) k⋅B=0 (3) k×E=∓√cT B (4)  k×B=±√cT E

Der E-Vektor steht senkrecht auf dem Wellenvektor. Ebenso ist der B-Vektor orthogonal zum 
Wellenvektor ((1) und (2)). 
Wegen (3) und (4) steht der B-Vektor senkrecht sowohl auf Wellenvektor als auch
E-Vektor. Zeigt der Wellenvektor k nach rechts und der E-Vektor nach oben, 
so zeigt der B-Vektor nach hinten (im positiv orientierten Koordinatensystem, 
im negativ orientierten nach vorn).

Als Linkshänder habe ich ein negativ orientiertes KS gewählt.

t = 3



Energietransport

Zunächst die Klärung der Schwingungsenergie eines Systems. Ein einfaches System ist das Pendel.

Ein Stab der Länge l habe auf der y-Achse seinen Drehpunkt in (0 | l) .  Am anderen Ende ist eine
Masse m angebracht. Das Gewicht des Stabes sei idealiter Null. Die Masse erhalte einen Kraftstoß, 
so dass die maximale Auslenkung des Stabes durch den Bogen smax bestimmt sei. Dem Bogen s  

entspricht dem Winkel ϕ=
180 °
π⋅l

s , der Wert x=l sin ϕ  auf der Horizontalen und der Wert

y*
=l cos ϕ bzw. y=l− y*

=l (1−cosϕ) auf der Vertikalen. An der Position (xmax | ymax)  hat 
die Masse m die Geschwindigkeit v=0 und die maximale potenzielle Energie

E potmax
=mgymax=mgl⏟

k

(1−cosϕmax)=c .

Diese wandelt sich im Ursprung komplett in kinetische Energie E kinmax
=

1
2

m vmax
2 um. 

Die Gesamtenergie des Systems ist E=E pot+Ekin=c und das ist die Schwingungsenergie des 
Systems. Vorausgesetzt ist, dass es keine Reibung und sonstigen Verluste gibt, dass das Pendel also 
eine ungedämpfte harmonische Schwingung vollzieht. Für die kinetische Energiekomponente gilt:

E kin(ϕ)=mgl (1−cosϕmax)−mgl (1−cosϕ)=mgl (cosϕ−cosϕmax)=k (cos ϕ−cosϕmax) für die 

potenzielle natürlich E pot(ϕ)=mgy(ϕ)=mgl⏟
k

(1−cos ϕ) .



Sei etwa ϕmax=
π
4

, m=100 g , l=20 cm und g≈10
m

s2
, so ist k=mgl=0,2kg

m2

s2

cos ϕmax=
1
2

√2 und also E=0,2−0,1⋅√2≈0,06 E kin=0,2cosϕ−0,14 und

E pot =0,2−0,2cosϕ . Die max. Geschwindigkeit ist in diesem Beispiel ungefähr 4
km
h

.

Man kann sagen, dass das schwingende System die Energie E gespeichert hat, die die kinetische 
Energie stets umwandelt in potenzielle Energie und diese wieder in kinetische.

Man betrachte nun einen Stein, der in einen Teich von oben senkrecht geworfen wird. Er bildet 
zuerst eine Mulde durch Impulsübertragung auf die darunterliegenden Wassermoleküle

und stülpt am Rand einen Wall auf, der sich mittels Wasserstoffbrückenbindung wellenartig nach 
außen propagiert: 

E
kin

E
pot

E

E



Betrachtet man zunächst eine sehr schmale Säule von übereinander lagernden Wassermolekülen 
nahe der Wasseroberfläche,

so überträgt das erste Wassermolekül den Impuls auf das zweite, das nun nach unten sich bewegt 
und das erste selbst zunächst zur Ruhe kommt. Das zweite überträgt seinen Impuls dem dritten, so 
dass die gesamte Säule ein Stück nach unten gedrückt wird. Auf der anderen Seite wirken aber die 
Wasserstoffbrücken in die entgegen gesetzte Richtung und lassen das System zurückschwingen: sie 
ziehen sich gegenseitig an und tauschen den dadurch entstandenen Impuls aus, stoßen sich 
gegenseitig wieder ab und ziehen sich wiederum durch die Brücken an usw.. Dieses schwingende 
System wandelt elektrische (genauer elektromagnetische) Energie in kinetische um und diese 
wiederum in elektromagnetische etc. (es müsste hier eine schwache elektromagnetische Strahlung 
vorliegen, die dem schwingenden System etwas Energie entzieht). Diese abstrahierte Schwingung 
ist aber nicht isoliert, sondern wird durch die Brücken zu den seitlich der Säule liegenden 
Wassermolekülen weitergegeben, so dass ihre eigene Schwingung zusätzlich gedämpft wird. Ein 
Teil der vertikalen Schwingungsenergie verteilt sich so auf die Nachbarschaft, die nun auch zu 
schwingen beginnt usw..: die vertikale Longitudinalschwingung (LS) hat eine horizontale 
Transversalwelle (TW) erzeugt, die einen Teil der Energie so nach außen transportiert.

Ich möchte jetzt zur elektromagnetischen Schwingung und ihrem Energietransport kommen.



Gehen wir nun zu den anderen Lösungen über.

Sei eine Konstante Null, etwa k Z =0 . 


