Fouriertransformation und Losung von Differenzialgleichungen

Manfred Horz

1. Fourierreihe

Ich betrachte hier zundchst nur 2 -periodische Funktionen R/2m—C |, wie die
trigonometrischen Funktionen oder auch die komplexe Exponentialfunktion. Es gilt ja fiir

f(t):eiu)t : f(t_i_zj_[):eim(Her):eiwt_eZTtiw:e[(ut.(ezni)(x)zei(x)t:f(t)

1

Auferdem hat man

) iQ —ig ip__ —ig
e'=cosp+ising (1) und coscpz% (2) und sincpz% 3).
i
Mit der hermiteschen Sesquilinearform (£, g) =—f f(t)g(t)dt wird ein Skalarprodukt

definiert, das mit der Menge aller obiger (messbaren Funktionen mit f £ ( t)| dt <o ) einen

Hilbertraum erzeugt, falls man sich auf die Menge beschrinkt, fiir die (', f)=0 ist.

ikt

Die Menge aller Funktionen e, :t1—e"™" , k€Z bildet eine Orthonormalsystem:
1 7. il gy 1 7 - it(k—1)
ek’el ﬂ_[{e e _27t:[[e dt . Ist k=I=¢" =1:><ek,e,>=l
e L ) ST

auch ungerade (k—1)

Daher lasst sich jede obige Funktion f als Linearkombination dieser Basis darstellen:

ikt
= Z Cre

kezZ

Diese Reihe heiflt Fourierreihe von f. Die Werte ¢, Fourierkoeffizienten.

Sie sind berechenbar {iber das Skalarprodukt, da

li t Glied . .
(f.er)= <Z cle,,ek> inear m giten Glte Y. c/le; e )=c, .Andrerseits aber gilt:

leZ leZ

(f.en)= % f f(t)e™dt und damit fiir die Koeffizienten

T

c; L f f(t)e ™dt

27 <y



k ist offensichtlich die ganzzahlige Kreisfrequenz w= % =27 f mit der Periodendauer T und der
Frequenz f.

Die Fourierreihe lésst sich auch iiber (1) tiber Kosinus und Sinus formulieren

)= ¢.e"= Z ¢, (coskt+isinkt)=Y ¢, (cos(—kt)+isin(—kt)) +
keZ k=—o k=1

c0+z c,(cos kt+isin kt)zcoJrZ c_,(coskt—isinkt +Z

c,(coskt+isinkt )=

Z (c,+c,)coskt+i(c,—c_,)sinkt . Setztman c,+c_,=:a, fir k>0 und
i(ck— _k) :b, fur

k=1 und berechnet man a,=2c, , so erhdlt man

a, & _
=—+Z a,cos kt+b,sin kt
k=1

Es gilt ak=ck+ck=ﬁ_f flt)e ’ktdt+2—njf(t)eiktdt@2lnj f(t)cos(kt)-2dt oder
aszlcff(t)cosktdt und

bo=i(c,—c_) :-LJ ik’dt—i%»[{f(t)eiktdtzﬁb[[f(t)(e_ik'—eik’)dth)

_ i i a2 .

_2n_fnf<t)( 2isin kt)dt oder wegen —2i°=2 :

b,=

=~
Je—=

f(t)sin kt dt

Beispiel 1: Die Box-Funktion f(¢)=2 fiir [f|<1 , sonst 0 steht fiir ein digitales Signal

k:ﬂf 2¢™dt ,da das Integral zwischen —mnt
-1

und —1 den Wert 0 hat. Ebenso zwischen 1 und 1

=1 & | (eik— eiik) (3 2 .
_et=—L o 32 Gink .
“= mk(e ' ik 2 ok sm

Also ist die Fourierreihe hierfiir:

f(l‘):% Z Sinkeikt

. oder mit Kosinus, da Sinus da kaum in Frage kommt, wegen der
kez

Symmetrie: a,=c,+c kzﬁsink-i- —f[k sin(—k)z%sink




. 2 . 2
b,=i(c,—c_,)=i Esmk_—nk

1

sin(—k ) |=0 . a0=%f2cos0dt=%-2=% Also lautet die
-1

2 - 4 .

=+ ) ——sinkcoskt

= ansm cos

k=1

Fourierreihe in der trigonometrischen Darstellung: ~ f (¢)

Fir k=1 : Fir k<2:

s

F

k=1 schwarz
k<2 blau
k<10 griin
k<100  bordeau
k<10000 rot

Frequenzspektrum:

_h —
Beispiel 2: Die Rechteckschwingung £ (¢)= in der Periodendauer T lésst sich

h 0

iiber Sinus gut nihern, da sie punktsymmetrisch ist.
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b 0 T
—%ff(t)cosktdt:%(f—hcos(kt)dt-i—fhcosktdt)z%(ﬁsin(—nk) ﬁsinnk 0
< J )
0 b4
=%(f—wsmknh+fhynknﬁ =21 2}k oskn und demnach:

“n 0 kmt kn

o0

fli=y 2

K(l—coskn)sinkt .
k=1

Ist k gerade, wird der Klammerausdruck 0, also reichen
ungerade k. Ist k ungerade, ist

coskm=—1 und der Klammerausdruck 2. Man erhélt also

_7?51 sin((2k—1)¢)

.Fir h=2:
k=1 2k - 1 ur
'“Y
k=1 schwarz
k<2 blau o KA
k<10 griin
k<100  bordeau
k<10000 rot

-

Frequenzspektrum :

v




2. Fouriertransformation (FT)

Fiir integrierbare Funktionen f€L'(R) f:R—C;x~ f(x) heiBt die Funktion

Fi=Jel'R)  J:R=CiemF(f)(8)=F (8)=F(8)=] (&):=—= ] f(x)e “ar die
Fouriertransformierte von f.
1

Ist feL'(R") ,soistdie Funktion F,€L'(R") mit F (§):=

x)e & ie
mn)ngﬂf( Je'® dx d

Fouriertransformierte von f, wobei &-x das Standard-Skalarprodukt istund dx ein n-
dimensionales Volumenelement.

. . . . . . - 1 igx
Die Riicktransformation ist die Funktion F'(F,)(x)=f(x)= f e“*F (E)dE bzw.

\/(27[)nIR”

F}I(Ff)(x)Zf(x)Zﬁ o< (g)at

Bemerkung: Zur Losungsberechnung von (speziellen) DGen wird die DG fouriertransformiert und
mithilfe der Differenziationsregel und des Faltungstheorems (s.u.) nach Riicktransformation geldst.

Anstatt die Exponentialfunktion zu verwendet und damit komplexe Werte kann man auch, wie es
urspriinglich der Fall war, die Sinus- und Kosinusfunktionen einsetzen. Die FT hat dann folgende
Gestalt, wenn man sinnvollerweise negative Frequenzen vermeidet:

o0

f (&)= f f(¢)sin(2nE¢)dt oder fiir punktsymmetrische (ungerade) Funktionen f

— 00

00

2f f(t)sin(2nE¢)dt und

0

~

w

yr
Il

00

f J[E):= f f(t)cos(2mEt)dt bzw. fiir achsensymmetrische (gerade) Funktionen f

—0o0

0

fs(E)::2ff(t)cos(2n§t)dt .

0

Der Riicktransport ist dann f(t)z_T (fc(E)cos(ZrtEt)ijs(’é)sin(ZnEt))dE mit lauter

positiven Frequenzen & und lauter reellen Werten.



Beispiel 1: Sei [ (t)=Acos(w,1) e eine freie gedimpfte Schwingung (Federpendel), wobei
w, die geddmpfte Eigenkreisfrequenzund o die Abklingkonstante ist.
f(¢) istdie Auslenkung zur Zeit t und A ist die maximale Auslenkung (zur Zeit ¢=0) .

k f(t)
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1 7 S5t —izt A T i —io,t) —(8+iz)t 4,(2)
F  (z)]=——| Acos(w,t)e di=—— | le "'+ “le dt=
z)= = [ dcos o) etk |
A T ilomilw,—z) , —t(o+ilw,+2) A 1 —t(5—i(w,~2)) 1 (otilw +2) |
=—e e T dt=——= e R — g
\/ﬁ{ \/8;{[1'(030,—2)—6 8+i(w,+z) 0
Ay 1] _ A4 iz+d
x|l ilo,—z)-0 d+ilw,+z)] 27 —2+2i0z+8"+w]

0,36+1,2wi

5 . Hier habe ich z durch
0,09—w"+0,6wi

Fiir die konkrete Funktion f ergibe das F(w)=

ersetzt, um den Eindruck der Komplexitdt von z zu vermeiden.

Kurve in der GauBschen Zahlenebene fiir F (o)

¥

Re




+ IFw

Betrag |F(w) gegeniiber

i,

& fix)

Beispiel 2:  f(x)=¢ ™"
\/2T[F felx e " dx=

0 0
:f ex(l—iw)dx+fex(—l—iw)dx:
Yo 0

— 1 ex(l—(»i) 0 _ 1 e—x(l+(»i) 00: x
l1—wi w | 1+wi

_1 22:,],()@7[2 ¢—N
l-wi 1+wi 1+w 1+w 1+w’ 1+w

4 Flw)
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Graph von F:

Eigenschaften der Fouriertransformation

(1) Fistein linearer Operator: Fiir f,g€L'(R") und a,beC gilt:
F(af +bg)=aF(f)+bF(g)

(2) Auch der Riicktransport F~' istlinear: F '(aF(f)+bF(g))=af +bg

3) F(f)(w)=F(f)(-~o») (konjugiert komplexe FT)

(4) Beschrinktheit: |F(f)(w) <] £,

(5) Theorem des n-ten Moments (Differenziationsregel):

F(f"Yo)=(io) F(f)(w) falls feC"(R) und A FPer'(R)



(6) Faltungstheorem: F(f*g)=\(2n)' F(f mit f,ge€L'(R"):R"-C
und fiir den Riicktransport:

F"(F(f)-F(g))=m F“(F(f))*F‘l(F(g))w—

dabei ist die Faltung * folgendermal3en definiert:

(f*g)l ff

Sind f,ge€L'(R) periodisch zur Periode 7>0 , gilt

a+T

(f*g)(t =—ff

Die Faltungsverkniipfung ist abelsch, assoziativ, distributiv und vertraglich mit der
skalaren komplexen Multiplikation.

Beweis: zu (6) Riicktransport: Es gilt

F(f)F(g)= Jﬁg (2n) F(/)F(g))= m SF(r2g)
T F(f+g) T
1 1

(f* )) Lmearlta:tvon F 1 F—lF(f*g):

3. Differenzialgleichungen

DG konnen oft einfacher gelost werden, indem man auf sie die Fouriertransformation anwendet, die
transformierte Gleichung dann 16st (was in der Regel einfacher ist), dann auf die Losung die inverse
Fouriertransformation anwendet, wobei Produkte in Faltungen iibergehen, das Faltungstheorem
darauf anwendet und man so die Losung der urspriinglichen DG erhilt.

Beispiel 1 (gewdhnliche DG):  f(x)—f?/(x)=¢™ . Anwendung des FT-Operators liefert:

F(f)(z)=F(f¥)(z)=F(e™)(z) wegen der Linearitit von F .Theorem des n-ten

Moments ergibt <  F(f)(z)—(iz \/2 (£)(z )(22+1)=\/%- 21 &
— z +1 z“+1
F(f)(z)= %L ! . Anwendung der inversen FT ergibt:

241 z°+1



\/2 Iy [T,
X
z2+1 Z+1 V21 \/27[ \/2

da F' linear (1=\/§\/%)

assoziativ mit skal. Mult. 1 e,\x| —|x_
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1 1 1 r 1
|x Z l7 = J. —lzl—lx—z] / J z—|x—2| / { —z—|x—1 1z
Fall1: x<O:

Fallla:z<0:|x—z|=[x_z fi{rz<x Falllb:z>0:|x—z|=z—x
z—Xx fiirz=zx

Fall2: x=>0:

Fall2a:z<0:|x—z|=x—z  Fall2b:z=0:[x—z|={* % ﬁt:rz<x
z—x fiirzzx

_ D U YRS [ RSN [ e VSR [f e vae LENNS | DU U | pewe )
Fall 1: f(x)—2:[oe dz+2{e dz+2{e dz 4[6 L”+2[e Z]x 4[6 ]0
IR U SRR P
—4e 2xe +4e 2(1 x)e
0 X )
. _l 2z—x 1 X l 2z+x _1 22-x 10 l —Xx x_l —22+x°0_
Fall2i f(x)=7 [ & e+ {e oty dz= e L4z le 2l =2l
_1 —X 1 —X x_l —X
_Ze +§x€ +—e —2(1+X)e Ay
Also ist
%(l—x)ex fiirx<0 1
Flx)=t = Lhhe
S(lx)e™  firx=0 ’//\

eine Losung der DG f (x)—f""(x)=e 7 .

Beispiel 2 (partielle DG): Wellengleichung in einer Dimension (x).

0 ol

ﬁy(x,t)zﬁy(x,t) oder Ay(x t) 6

y(x t) .  Die Randbedingungen hierzu:
¢

(1) y(x.0)=7(x) und @ L y(x.0)=gx) .

Alle Funktionen des Typs y(x,¢)=sin(2n&(x=*¢)) oder y(x,f)=cos(2mE(xxs)) mit
Parameter & erfiillen die Wellengleichung, denn:



2
aiy(x,t)=2n§cos(2n§(xit)) und %y(x, t)=—4m’Esin(2n&(x£¢)) einerseits und
x x

andrerseits

2 y(x,1)=+2nEcos(2nE(x1)) und ai;y(x,t):—wzzsm(mg(w)) .

Ebenso fiir den Kosinus.

Da die Wellengleichung eine lineare DG ist, sind auch alle Linearkombinationen der obigen
Losungen wieder Losungen:

> d(E)sin (27E (x+1))+a (E)sin (27 E (x—1))+ b, (E) cos (27 E (x+1))+ b () cos(2nE(x—1))

£20

mit beliebigen Koeftizientenfunktionen

a,(8)=a.(8)AE,a/(E)=a.(E) AL, b1(E)=0,(E) AL, bI(E)=b.(E)AE .

Im Grenzwert AE—0 ergibt

0

y(x,t)zf a, (8)sin(2nE(x+1))+...+b(E)cos(2nE(x—1))dE (¥) wieder Losung der

0

Wellengleichung. Vergleiche: £ (x)=| (f.(E)cos(2nEx)+ £, (E)sin(27Ex))dE mit

© =8

0 0

f‘Y(E):ZIf(x)sin(ZT[Ex)dx und fc(E):zlff(x)cos(%tEx)dx )

— 00 —00

Dieses Integral (*) ist die Sinus-Kosinus-Riicktransformation der FT bzgl. der
Koeffizientenfunktionen unter Beriicksichtigung der 1. Randbedingung =0  y(x,0)=f(x)

00

y(x.0)=] (a.(8)+a.(€))sin(2nEx)+(b, (§)+5.(E))cos(2nEx) dE mit

0

a+(§)+a_(§)=j;y(x,O)sin(2n§x)dx (1) und b+(‘§)+b_(§)=iy(x,O)cos(27[§x)dx ).
0

Die zweite Randbedingung 577 (x,0)=g(x) ergibt

%y(x,t),_ozoj'm(%ﬁn Ecos(2mEx)+...—b(E)(—2nE)sin(2nEx)d E oder

Zoyleot)=J laufg)-a (g)) 2nscos(2nsx) (b (£) . (2)) 2 5sin 2 x)a g it



2r8(a.()-a.(9)= | L y(x.0) ycos(2nEx)dr (3) und

2nE(b.(8)-b.(8))=|

8%8

ai (x,t),_,sin(2nEx)dx (4)

Damit hat man 4 lineare Gleichungen fiir die 4 Koeffizientenfunktionen.

0

(1) a.(8)+a()=] f(x)sin(2nEx)dx=:1,

—0o0

(3) a.(8)-a(8)=5 = [ glx)cos(2nEx)dr=:1,

8'—‘8

1
2nE -

(2) b+(§)+b_(§)=ff(x)cos(ZnEx)dxz:Q

—00

) b.(2)=b.(8)=5 | glx)sin(2nEx)dv=:1,

8%8

L
Mg~

Man erhélt a, (§)=% I, +=

1
2
1 1
ey S
277 2

1,1
2 2
Ly 1

2

I, a.(%): I,

b.(E)= 1, b(E)=

5 I, also

fx )sm(27t§x)+%r[§g(x)cos(2 TE x)dx
1/

(x )s1n(2n§x)—%n§g(x)cos(2n§x)dx

flx )cos(ZTCEx)—%n‘[%g(x)sin@n%x)dx
Ir

(x )cos(27t§x)+%r[Eg(x)sin(27[§x)dx in

y(x,t)=f a, (E)sin(2nE(x+1))+...+b(E)cos(2nE(x—1))dE .



Beispiel 3 (partielle DG): Wiarmeleitungsgleichung

Sei T(x,t) die Temperatur an der Stelle x zur Zeittund a>0 die Temperaturleitfahigkeit
des Materials. Dann lautet die homogene Warmeleitungsgleichung:

%T(x,t)zaAT(x,t)

Wihlt man als Material einen diinnen Stab (eindimensionaler Fall) , so

2
geht die Gleichung tiber in %T (x, t)za%T (x,t) .Die Randbedingung ist
X
T(x,t)=g(x,t) fiir t=0 .

Wendet man auf diese Gleichungen die Fouriertransformation an, so ergibt das:

Oy 0)=ar(ZL)(5,1) uwnd F(T)(E0)=F(g)(5.1) =0

F
(5t 0x

Mit der Differenziationsregel F( f"))(g)=(i€)"F(f)(g) ergibt das
FIED) (5. )==agF(T)(5.0) und F(T)(g.0)=F(g)(g.1) .

Diese Gleichung ist eine gewohnliche DG der Form 4 '(¢)+kh(¢t)=0 in t mit der Losung
h()=h(0)e™ bzw. F(T)(E,t)=F(g)(E,¢)e™® .Durch Anwendung des Riicktransportes

F~' erhdltman T(x,t)=F ' (F(g)(& t)e" EZ) . Daraus folgt mithilfe des Faltungstheorems

F](F(g))*Fl(e’Ez)zﬁg(x,t)*Fl(e’EZ) und da

T(x,t)=

. \2 2
—X

(ix)
_ 2 1 . 2 1 Do g2 1 1
F 1 tg iEx t?gd — ezxég tlid — le4t =__e4t
(™) V2 Jorerta \/2n£ T V2t

TR

bZ

unter Anwendung der Formel f e dy= \/E e
L a

Also iiber Definition der Faltung T(x,t)z—g(x,t)*ﬁe“= l—fg(E)-e *ode .



