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1. Fourierreihe

Ich betrachte hier zunächst nur 2π -periodische Funktionen ℝ/2π→ℂ , wie die 
trigonometrischen Funktionen oder auch die komplexe Exponentialfunktion.  Es gilt ja für

f (t)=ei ωt : f (t+2π)=ei ω(t+2π)
=eiω t⋅e2πiω

=eiω t⋅(e2πi
)⏟

1

ω
=eiω t= f (t) . 

Außerdem hat man

e iφ=cosφ+i sinφ (1)   und cosφ=
ei φ+e−iφ

2
(2)   und sinφ=

e iφ−e−iφ

2 i
(3).

Mit der hermiteschen Sesquilinearform 〈 f , g 〉 :=
1

2π∫−π

π

f (t )g (t)dt  wird ein Skalarprodukt 

definiert, das mit der Menge aller obiger (messbaren Funktionen mit ∫
−π

π

∣ f ( t )∣
2
dt<∞ ) einen 

Hilbertraum erzeugt, falls man sich auf die Menge beschränkt, für die 〈 f , f 〉=0 ist.

Die Menge aller Funktionen ek : t↦e i k t , k∈ℤ bildet eine Orthonormalsystem:

〈ek ,e l 〉=
1

2π∫−π

π

e ikt e−ilt dt=
1

2π∫−π

π

e it (k−l )dt . Ist k=l⇒e i t (k−l )=1⇒ 〈ek , el 〉=1 .

Ist k≠l⇒ 〈ek , el 〉=
1

2π i(k− l)
[e it(k−l )]−π

π
=

1
2π i(k−l)(e

iπ(k−l )
⏟
(−1)k− l

−e−iπ(k−l )⏟
(−1 )k−l )=0 sowohl für gerade als

auch ungerade (k−l) .

Daher lässt sich jede obige Funktion f  als Linearkombination dieser Basis darstellen:

f (t)=∑
k∈ℤ

ck e
ikt

Diese Reihe heißt Fourierreihe von f. Die Werte ck Fourierkoeffizienten.

Sie sind berechenbar über das Skalarprodukt, da

〈 f , ek 〉=〈∑l∈ℤ cl el , ek〉 =
linear im ersten Glied ∑

l∈ℤ

c l 〈e l , ek 〉=ck . Andrerseits aber gilt:

〈 f , ek 〉=
1

2π∫−π

π

f ( t)e−ikt dt  und damit für die Koeffizienten

ck=
1

2π∫−π

π

f (t)e−ikt dt



k ist offensichtlich die ganzzahlige Kreisfrequenz ω=
2π
T

=2π f mit der Periodendauer T und der

Frequenz f.

Die Fourierreihe lässt sich auch über (1) über Kosinus und Sinus formulieren:

f (t)=∑
k∈ℤ

ck e
ikt
= ∑

k=−∞

∞

ck (cos kt+i sin kt )=∑
k=1

∞

c−k (cos (−kt )+i sin(−kt )) +

c0+∑
k=1

∞

ck (cos kt+i sin kt)=c0+∑
k=1

∞

c−k (cos kt−i sin kt )+∑
k=1

∞

ck (cos kt+i sin kt )=

=c0+∑
k=1

∞

(ck+c−k )cos kt+i(ck−c−k )sin kt .  Setzt man ck+c−k=: ak für k≥0 und

i(ck−c−k )=:bk für k≥1 und berechnet man a0=2c0 , so erhält man:

f (t)=
a0

2
+∑

k=1

∞

ak cos kt+bksin kt

Es gilt ak=ck+c−k=
1

2 π
∫
−π

π

f (t)e−ikt dt+
1

2π∫−π

π

f (t)e ikt dt=
(2 ) 1

2π∫−π

π

f (t)cos (kt )⋅2dt oder

ak=
1
π∫

−π

π

f (t)cos kt dt  und 

bk=i(ck−c−k)=i
1

2π∫−π

π

f (t)e−ikt dt−i
1

2 π
∫
−π

π

f (t)eikt dt=
i

2π∫−π

π

f (t)(e−ikt−e ikt)dt=
(3)

=
i

2π∫−π

π

f (t)(−2i sin kt)dt  oder wegen −2i2
=2 :

bk=
1
π∫

−π

π

f (t )sin kt dt

 Beispiel 1:  Die Box-Funktion f (t)=2  für ∣t∣≤1  , sonst 0 steht für ein digitales Signal.

ck=
1

2π
∫
−1

1

2 e−ikt dt , da das Integral zwischen −π

und −1 den Wert 0 hat. Ebenso zwischen 1 und π

ck=
−1
π i k

(e−ik−eik )= 1
π i k

2i
(eik−e−ik )

2i
=
(3) 2
π k

sin k . 

Also ist die Fourierreihe hierfür:

f (t)=
2
π ∑

k∈ℤ

sin k
k

e ikt oder mit Kosinus, da Sinus da kaum in Frage kommt, wegen der 

Symmetrie: ak=ck+c−k=
2
π k

sin k+
2

−π k
sin(−k )=

4
π k

sin k



bk=i(ck−c−k)=i( 2
π k

sin k−
2

−π k
sin(−k ))=0 . a0=

1
π∫

−1

1

2 cos0 dt=
2
π⋅2=

4
π Also lautet die 

Fourierreihe in der trigonometrischen Darstellung:  f (t)=
2
π+∑

k=1

∞ 4
π k

sin k cos kt

. 

Für k=1 :                                                           Für k≤2 :

k=1 schwarz
k≤2 blau
k≤10 grün
k≤100 bordeau
k≤10000 rot

Frequenzspektrum:  

Beispiel 2:  Die Rechteckschwingung f (t)={−h −
T
2
≤t≤0

h 0<t≤
T
2

in der Periodendauer T lässt sich 

über Sinus gut nähern, da sie punktsymmetrisch ist.



ak=
1
π∫

−π

π

f (t)cos kt dt=
1
π(∫−π

0

−hcos (kt)dt+∫
0

π

hcos kt dt)=1
π(hk sin(−π k )+

h
k

sin π k)=0

bk=
1
π(∫−π

0

−h sin kt dt+∫
0

π

hsin kt dt)=2 h
k π

−
2 h
k π

cos k π  und demnach:

f (t)=∑
k=1

∞ 2h
k π

(1−cos k π )sin kt . Ist k gerade, wird der Klammerausdruck 0, also reichen 

ungerade k. Ist k ungerade, ist cos k π=−1 und der Klammerausdruck 2. Man erhält also

f (t)=
4h
π ∑

k=1

∞ sin((2k−1) t)
2k−1

. Für h=2 :

k=1 schwarz
k≤2 blau
k≤10 grün
k≤100 bordeau
k≤10000 rot

Frequenzspektrum : 



2. Fouriertransformation (FT)

Für integrierbare Funktionen f ∈L1
(ℝ) f :ℝ→ℂ ; x↦ f ( x) heißt die Funktion

F f= f̂ ∈L1
(ℝ)  f̂ :ℝ→ℂ ; ξ↦ F ( f )(ξ)=F f (ξ)=F (ξ)= f̂ (ξ):=

1

√2π
∫
ℝ

f ( x)e−iξx dx die

Fouriertransformierte von f.

Ist f ∈L1(ℝn) , so ist die Funktion F f∈L
1
(ℝ

n
)  mit F f (ξ) :=

1

√(2π)n
∫
ℝ
n

f (x )e−i ξ⋅xdx die

Fouriertransformierte von f, wobei ξ⋅x das Standard-Skalarprodukt ist und dx ein n-
dimensionales Volumenelement.

Die Rücktransformation ist die Funktion F f
−1
(F f )(x )= f ( x)=

1

√(2π)n
∫
ℝ
n

e iξ⋅x F f (ξ)d ξ bzw. 

F f
−1
(F f )(x )= f (x )=

1

√2π
∫
ℝ

eiξ xF f (ξ)d ξ

Bemerkung: Zur Lösungsberechnung von (speziellen) DGen wird die DG fouriertransformiert und 
mithilfe der Differenziationsregel und des Faltungstheorems (s.u.) nach Rücktransformation gelöst.

Anstatt die Exponentialfunktion zu verwendet und damit komplexe Werte kann man auch, wie es 
ursprünglich der Fall war, die Sinus- und Kosinusfunktionen einsetzen. Die FT hat dann folgende 
Gestalt, wenn man sinnvollerweise negative Frequenzen vermeidet:

f̂ s(ξ):=∫
−∞

∞

f (t )sin (2πξ t )dt oder für punktsymmetrische (ungerade) Funktionen f

f̂ s(ξ):=2∫
0

∞

f (t)sin(2πξ t)dt und

f̂ c(ξ):=∫
−∞

∞

f ( t)cos(2πξ t)dt bzw. für achsensymmetrische (gerade) Funktionen f

f̂ s(ξ):=2∫
0

∞

f (t)cos (2π ξt )dt .

Der Rücktransport ist dann f (t)=∫
0

∞

( f̂ c (ξ)cos(2πξ t)+ f̂ s(ξ)sin(2πξ t))d ξ  mit lauter

positiven Frequenzen ξ und lauter reellen Werten. 



Beispiel 1:  Sei f (t)=A cos(ωd t)e
−δ t eine freie gedämpfte Schwingung (Federpendel), wobei

ωd die gedämpfte Eigenkreisfrequenz und δ die Abklingkonstante ist.
f (t) ist die Auslenkung zur Zeit t und A ist die maximale Auslenkung (zur Zeit t=0 ) .

 Graph für f (t)=3cos (4t)e−0,3 t

F f (z )=
1

√2π
∫
0

∞

Acos (ωd t)e
−δ t e−iz t dt=

A
2√2π

∫
0

∞

(e iωd t+e−iωd t )e−(δ+iz)t dt=(2)

=
A

√8π
∫
0

∞

e−t (δ−i (ωd−z ))+e−t (δ+i (ωd+z ))dt=
A

√8π [
1

i(ωd−z )−δ
e−t (δ−i (ωd− z))

−
1

δ+i(ωd+ z)
e−t (δ+i (ωd+z ))]0

∞

=
A

√8π(0−
1

i(ωd−z )−δ
+

1
δ+i(ωd+z ))=

A

√2 π
⋅

iz+δ

−z2
+2i δ z+δ

2
+ωd

2

Für die konkrete Funktion f ergäbe das F (ω)=
0,36+1,2ω i

0,09−ω
2
+0,6ω i

. Hier habe ich z durch ω

ersetzt, um den Eindruck der Komplexität von z zu vermeiden.

Kurve in der Gaußschen Zahlenebene für F (ω)

A



Betrag ∣F (ω)∣ gegenüber ω

Beispiel 2:  f (x )=e−∣x∣  

√2π F (ω)=∫
−∞

∞

e−∣x∣e−iω x dx=

=∫
−∞

0

ex(1−iω)dx+∫
0

∞

e x(−1−iω)dx=

=[ 1
1−ω i

ex (1−ω i)]
−∞

0

−[ 1
1+ω i

e−x (1+ω i)]
0

∞

=

=
1

1−ω i
+

1
1+ω i

=
2

1+ω
2 ⇒ F (ω)=

1

√2π
⋅2

1+ω
2 = √ 2

π

1+ω
2≈

0,8
1+ω

2

Graph von F: 

Eigenschaften der Fouriertransformation

(1)  F ist ein linearer Operator: Für f , g∈L1
(ℝ

n
) und a ,b∈ℂ gilt:

     F (af +bg )=aF ( f )+bF ( g)

(2)   Auch der Rücktransport F−1 ist linear: F−1
(aF ( f )+bF (g ))=af +bg

(3) F ( f )(ω)=F ( f )(−ω) (konjugiert komplexe FT)

(4)   Beschränktheit: ∣F ( f )(ω)∣≤ f 1

(5)  Theorem des n-ten Moments (Differenziationsregel):

     F ( f (n ))(ω)=(iω)
nF ( f )(ω) falls f ∈C n

(ℝ) und ∧
0≤k≤n

f (k )∈L1
(ℝ)



(6)  Faltungstheorem:  F ( f∗g)=√(2π)n F ( f )⋅F (g ) mit f , g∈L1(ℝn) :ℝn→ℂ
       
       und für den Rücktransport:

    F−1
(F ( f )⋅F (g ))=

1

√(2π)n
F−1

(F ( f ))∗F−1
(F ( g))=

1

√(2π)n
f ∗g

       dabei ist die Faltung *  folgendermaßen definiert:

        ( f ∗g )( x) :=∫
ℝ
n

f ( y) g ( x− y )dy

  
       Sind f , g∈L1(ℝ) periodisch zur Periode T>0 , gilt
    

       ( f ∗g )(t ):=
1
T
∫
a

a+T

f ( y )g (t− y)dy

         Die Faltungsverknüpfung ist abelsch, assoziativ, distributiv und verträglich mit der
         skalaren komplexen Multiplikation.
         
Beweis:  zu (6) Rücktransport:  Es gilt

F ( f )⋅F (g )=
1

√(2π)n
(√(2π)n⋅F ( f )⋅F (g ))⏟

F ( f ∗g )

=
1

√(2π)n
F ( f ∗g )

⇒F−1
(F ( f )⋅F (g ))=F−1

(
1

√(2π)n
F ( f ∗g )) =

Linearität von F−1 1

√(2π)n
F−1F ( f ∗g )=

1

√(2π)n
f ∗g   

3. Differenzialgleichungen

DG können oft einfacher gelöst werden, indem man auf sie die Fouriertransformation anwendet, die
transformierte Gleichung dann löst (was in der Regel einfacher ist), dann auf die Lösung die inverse
Fouriertransformation anwendet, wobei Produkte in Faltungen übergehen, das Faltungstheorem 
darauf anwendet und man so die Lösung der ursprünglichen DG erhält.

Beispiel 1 (gewöhnliche DG): f (x )− f (2 )( x)=e−∣x∣ .  Anwendung des FT-Operators liefert:

F ( f )( z )−F ( f (2 ))(z )=F (e−∣x∣)( z) wegen der Linearität von F . Theorem des n-ten 

Moments ergibt ⇔ F ( f )( z )−(iz)2F ( f )(z )=√ 2
π⋅

1
z 2
+1

⇔F ( f )(z )( z2
+1)=√ 2

π⋅
1

z2
+1

⇔

F ( f )( z )=√ 2
π⋅

1
z2
+1

⋅
1

z 2
+1

. Anwendung der inversen FT ergibt:



f (x )=F−1
(√ 2

π⋅
1

z 2
+1

⋅
1

z 2
+1

)( x)=
(6 ) 1
√2π

F−1(√ 2
π

1
z 2
+1)∗F−1( 1

z2
+1)=

1
√2π

e−∣x∣∗√
π
2
e−∣x∣

da F−1 linear (1=√
π
2
⋅√ 2

π )

=
assoziativ mit skal. Mult. 1

2
e−∣x∣∗e−∣x∣=

1
2
∫
−∞

∞

e−∣z∣e−∣x− z∣dz=
1
2
∫
−∞

∞

e−∣z∣−∣x− z∣dz=
1
2
∫
−∞

0

ez−∣x−z∣dz+
1
2
∫

0

∞

e−z−∣x− z∣dz=

Fall 1: x<0:

       Fall1a : z<0:∣x−z∣={x−z für z< x
z− x für z≥ x

Fall1b : z≥0 :∣x−z∣=z−x

Fall 2: x≥0:

       Fall 2a : z<0 :∣x−z∣= x−z Fall 2b : z≥0 :∣x− z∣={x−z für z< x
z−x für z≥ x

Fall 1: f (x )=
1
2
∫
−∞

x

e2z− x dz+
1
2
∫
x

0

ex dz+
1
2
∫
0

∞

e−2z+x dz=
1
4
[e2z− x ]−∞

x
+

1
2
[ex z ]x

0
−

1
4
[e−2z+ x ]0

∞

=

           =
1
4
ex−

1
2
xe x+

1
4
ex=

1
2
(1− x)e x

Fall 2: f (x )=
1
2
∫
−∞

0

e2z− x dz+
1
2
∫

0

x

e−x dz+
1
2
∫
x

∞

e−2z+ x dz=
1
4
[e2z− x ]−∞

0
+

1
2
[e−x z ]0

x
−

1
4
[e−2z+ x ]x

∞

=

           =
1
4
e−x+

1
2
x e−x+

1
4
e− x

=
1
2
(1+x )e−x

Also ist

f (x )={
1
2
(1− x)e x für x<0

1
2
(1+x )e−x für x≥0

=
1
2
(1+∣x∣)e−∣x∣  

eine Lösung der DG f (x )− f ' ' (x )=e−∣x∣ .

Beispiel 2  (partielle  DG): Wellengleichung in einer Dimension (x).

∂
2

∂ x2 y ( x , t)=
∂

2

∂ t 2 y ( x , t) oder Δ x y (x ,t )=
∂

2

∂ t 2 y (x ,t) . Die Randbedingungen hierzu:

(1) y (x ,0)= f ( x) und   (2) ∂
∂ t

y (x ,0)=g (x ) .

Alle Funktionen des Typs y (x ,t)=sin(2πξ(x±t )) oder y (x ,t)=cos (2πξ (x±t )) mit 
Parameter ξ erfüllen die Wellengleichung, denn:



∂
∂ x

y (x , t )=2π ξ cos(2πξ( x±t )) und ∂
2

∂ x2 y ( x , t)=−4π2
ξ

2 sin(2π ξ(x± t)) einerseits und 

andrerseits

∂
∂ t

y (x , t)=±2πξcos(2πξ( x±t)) und ∂
2

∂ t 2 y (x ,t)=−4π2
ξ

2sin (2πξ( x±t)) .

Ebenso für den Kosinus.

Da die Wellengleichung eine lineare DG ist, sind auch alle Linearkombinationen der obigen 
Lösungen wieder Lösungen:
 

∑
ξ≥0

a+
*
(ξ)sin (2πξ (x+t ))+a -

*
(ξ)sin (2πξ (x−t ))+b+

*
(ξ)cos (2πξ (x+t ))+b-

*
(ξ)cos(2πξ( x−t))

mit beliebigen Koeffizientenfunktionen

 a+
*
(ξ)=a+ (ξ)⋅Δ ξ , a-

*
(ξ)=a -(ξ)⋅Δ ξ , b+

*
(ξ)=b+(ξ)Δξ , b-

*
(ξ)=b-(ξ)Δξ . 

Im Grenzwert Δξ→0 ergibt 

y (x ,t)=∫
0

∞

a+ (ξ)sin(2πξ( x+t))+...+b-(ξ)cos (2π ξ(x−t))d ξ (*) wieder Lösung der

Wellengleichung. Vergleiche: f (x )=∫
0

∞

( f̂ c (ξ)cos (2π ξ x)+ f̂ s(ξ)sin(2πξ x))d ξ mit

f̂ s(ξ):=∫
−∞

∞

f ( x)sin(2πξ x)dx und f̂ c(ξ):=∫
−∞

∞

f ( x)cos (2πξ x)dx .

Dieses Integral (*) ist die Sinus-Kosinus-Rücktransformation der FT bzgl. der 
Koeffizientenfunktionen unter Berücksichtigung der 1. Randbedingung t=0 y (x ,0)= f ( x)

y (x ,0)=∫
0

∞

(a+ (ξ)+a -(ξ))sin(2πξ x)+(b+ (ξ)+b-(ξ))cos(2πξ x ) d ξ  mit

a+(ξ)+a -(ξ)=∫
−∞

∞

y (x ,0)sin(2πξ x )dx (1)  und b+(ξ)+b- (ξ)=∫
−∞

∞

y (x ,0)cos (2π ξ x)dx (2).

Die zweite Randbedingung ∂
∂ t

y (x ,0)=g (x )  ergibt

∂
∂ t

y (x ,t)t=0=∫
0

∞

a+(ξ)2π ξcos(2πξ x )+...−b-(ξ)(−2πξ)sin (2π ξ x)d ξ oder

∂
∂ t

y (x ,t)t=0=∫
0

∞

(a+ (ξ)−a- (ξ))2πξcos(2πξ x )+(b- (ξ)−b+ (ξ))2π ξsin (2 πξ x)d ξ mit



2π ξ(a+(ξ)−a-(ξ))=∫
−∞

∞
∂
∂ t

y( x , t)t=0cos (2π ξ x)dx (3)  und 

2π ξ(b- (ξ)−b+ (ξ))=∫
−∞

∞
∂
∂ t

y ( x , t)t=0 sin(2πξ x )dx (4)

Damit hat man 4 lineare Gleichungen für die 4 Koeffizientenfunktionen.

(1) a+ (ξ)+a -(ξ)=∫
−∞

∞

f (x )sin (2π ξ x)dx=: I 1

(3) a+(ξ)−a -(ξ)=
1

2πξ ∫−∞
∞

g (x )cos(2πξ x )dx=: I 2

(2) b+(ξ)+b- (ξ)=∫
−∞

∞

f (x )cos (2π ξ x)dx=: I 3

(4) b- (ξ)−b+ (ξ)=
1

2π ξ
∫
−∞

∞

g (x )sin (2πξ x)dx=: I 4

Man erhält a+ (ξ)=
1
2
I 1+

1
2
I 2  a -(ξ)=

1
2
I 1−

1
2
I 2

                  b+(ξ)=
1
2
I 3−

1
2
I 4  b- (ξ)=

1
2
I 3+

1
2
I 4   also

a+ (ξ)=
1
2∫−∞

∞

f ( x)sin(2πξ x)+
1
2
π ξ g (x )cos (2 πξ x)dx

a -(ξ)=
1
2 ∫−∞

∞

f (x)sin(2πξ x )−
1
2
πξ g ( x)cos(2πξ x )dx

b+(ξ)=
1
2 ∫−∞

∞

f (x)cos (2π ξ x)−
1
2
πξ g ( x)sin(2πξ x )dx

b- (ξ)=
1
2 ∫−∞

∞

f (x )cos(2πξ x )+
1
2
π ξ g (x )sin (2π ξ x)dx in

y (x ,t)=∫
0

∞

a+ (ξ)sin(2πξ( x+t))+...+b-(ξ)cos (2π ξ(x−t))d ξ .



Beispiel 3 (partielle DG): Wärmeleitungsgleichung

Sei T ( x , t ) die Temperatur an der Stelle x zur Zeit t und a>0 die Temperaturleitfähigkeit 
des Materials. Dann lautet die homogene Wärmeleitungsgleichung:

∂
∂ t
T (x , t)=aΔT (x ,t )  . 

Wählt man als Material einen dünnen Stab (eindimensionaler Fall) , so 

geht die Gleichung über in ∂
∂ t
T (x , t)=a ∂

2

∂ x2
T ( x , t) . Die Randbedingung ist

T (x ,t )=g ( x , t)    für t=0 .

Wendet man auf diese Gleichungen die Fouriertransformation an, so ergibt das:

F (
∂T
∂ t

)(ξ , t)=a F (
∂

2T
∂ x2 )(ξ , t)  und F (T )(ξ ,t)=F ( g)(ξ ,t ) t=0

Mit der Differenziationsregel F ( f (n ))(ξ)=(i ξ)nF ( f )(ξ) ergibt das

F (
∂T
∂ t

)(ξ , t)=−aξ2F (T )(ξ , t) und F (T )(ξ ,t)=F ( g)(ξ ,t ) .

Diese Gleichung ist eine gewöhnliche DG der Form h ' (t )+kh (t)=0 in t mit der Lösung

h( t)=h(0)e−kt bzw.  F (T )(ξ ,t )=F (g )(ξ , t)e−t ξ
2

. Durch Anwendung des Rücktransportes

 F−1 erhält man T (x ,t )=F−1
(F (g )(ξ , t )⋅e−t ξ

2

) .  Daraus folgt mithilfe des Faltungstheorems

T (x ,t )=
1

√2π
F−1

(F (g ))∗F−1
(e−tξ

2

)=
1

√2π
g ( x , t)∗F−1

(e−tξ
2

) und da 

F−1(e−t ξ
2

)=
1

√2π
∫
ℝ

e iξx e−tξ
2

d ξ=
1

√2π
∫
ℝ

e i xξ−t ξ
2

d ξ=
1

√2π √
π
t
e
(ix)2

4t =
1

√2t
e
−x2

4t

unter Anwendung der Formel ∫
−∞

∞

eby−ay
2

dy=√
π
a
e
b2

4a .

Also über Definition der Faltung T (x ,t )=
1

√2π
g ( x , t)∗

1
√2t

e
−x2

4t =
1

√4π t
∫
ℝ

g (ξ)⋅e
−(x−ξ)

2

4t d ξ .


