Lagrangians and Hamiltonians, Ubungen zu P. Hamill
Manfred Horz

1. Grundlegende Begriffe

E 1.1 (Seite 5): Anfangsgeschwindigkeit v, und dann wird es beschleunigt zu a=—bv , wobei b
konstant istund v die Geschwindigkeit:

Losung: X(¢)=—bx(t)= L —bzf dz_f —bdt+c=1n|x(t)|=—bt+c=

(1)

1x(t)|=e"“=x(t)=4e™” v=x(0)=A=k(t =>fx Jdt= vo_[eder=>

x(t)—x(O)z_Tvoe*b%:'x(t)=x0+%(1—eibt) und  v(¢)=vye ™ .

x(t)
: v(t) .

E 1.2 Ein Korper der Masse m hat die Beschleunigung a =—£x
m

a) Wie lautet die Bewegungsgleichung?

b) Lose die Bewegungsgleichung.

c¢) Bestimme die Werte der Integrationskonstanten, wenn der Korper aus der Ruhelage bei x = A
bewegt wird.

Losung:

a) x(t) +£ x(t)=0 Gewohnliche homogene lineare DG 2. Ordnung
m

b) Die charakeristische Gleichung lautet r°+a,=0 oder r2+%=0 fiir den Losungsansatz

x(t)=e" . ru:ii\/k mit den Basislosungen &', wz\/ * und der allgemeinen
: m m

—iwt

. iw . . +5 L. 1 .
Losung x(t)=c,e™ +c,e ™ oder iiber die Eulersche Formel e “=cost=*isint . 5 die

Summe der Basislosungen:

%(ethJre'Wt) ;(coswtﬂsmwﬂrcos( wt)+isin(—wt))=coswt und —%i die Differenz
der Basislosungen: %i(eim—efm)z%i(coswt+isinwt—cos(—wt)—isin(—wt))zsinwt sind

wieder Basislosungen in reeller Form und damit die allgemeine Losung: a,coswt+a,sinwt .

Also  x(t)=a,cos \/k t+a,sin \/ﬁt
m m



c) x(0)=A:>x(t)=Acos\/£t+azsin\/£
m m

v(t)=—A\/£sin \/kt%—az\/kcos\/kt 0=V(0)=a2\/£=>a2=0
m m

m

t

E 1.3 In ebenen Polarkoordinaten ist der Ort durch r=r7# gegeben. Gesucht sind Darstellungen
fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten 7,4, #,.

Losung: Die Einheitsvektoren bzgl. der ebenen Polarkoordinaten sind definitionsgemaf:

f=e, Einheitsvektorvon 7 ,also F=r¥=re,
A . .
¢=e, orthogonaler Einheitsvektor dazu (sozusagen von ¢ )

e,=(cos¢,sing)  e,=(—sin¢,coso)

=¢é,=¢(—sin¢,cosp)=de, und €,=¢(—cosp,—sinp)=—¢e,

dre . .
Geschwindigkeit: v=7= dt'=ife,+re',=ife,+r(|)e¢=v,,+v¢
mit den Skalaren v,=/ und v,=r¢ oder ;;:,':( r(p)
r
d(retré) d(be,)

:‘;:

ISy

Beschleunigung: =ietié,+ié +ré=ie+2ipe,tr

dt dt
=7 e,+2i”(i)e¢+rd}e¢+rd)e'¢=i>e,+2f”(i)e¢+l”(.|.>e¢—7”q.)zer$

52(?—1"d)z)e,+(27>d)+rd'))e¢=d’r+d’¢

mit den Skalaren a,=#—r¢° und a,=r$+2i¢ oder d=i=

?—r¢2
ro+2i¢

Bemerkungen: Es gibt mehrere Mdglichkeiten im 3D die Koordinaten eines Punktes zu
bestimmen, die kartesischen (x,y,z) , die zylindrischen (p,¢,z) oder die sphirischen

(r,0,¢) , die bei spezifischen Problemen unterschiedlich gut geeignet sind. Aber es sind jeweils
drei Koordinaten im 3D notwendig und hinreichend. Um alle Darstellungsmdglichkeiten von
Koordinatensystemen begrifflich zusammenzufassen, priagt man das Konzept der generalisierten
Koordinaten (q,,q,,q,) .Fiir 2 Teilchen hiitte man dann ein 6-Tupel (¢, ¢,. 959495 9¢)
wobei die ersten drei Zahlen die generaliserten Koordinaten des ersten Teilchens, die drei ndchsten
die des zweiten Teilchens beschreiben. Fiir N Teilchen hat man dann ein 3N-Tupel

(¢,,95.95,--,95) . Die entsprechenden Geschwindigkeiten bezeichnet man dann mit ¢, und
die Beschleunigungen mit ¢, . In der obigen Ubung eines Teilchens im 2D wiire



(g1,¢92)—(r,¢) und (q,,q4,) — (#,r¢) und (Vorsicht!) nicht (#,$) und
(¢,,q,)~ (F—r¢>, ré+2i¢) die Darstellung in Polarkoordinaten. In physikalischer Manier wird
die Darstellung ¢,=q,(7,¢,¢t) und ¢,=q,(r,¢,t) (mit zusitzlichem Zeitparameter) angeben.

Dadurch wird aber zum Ausdruck gebracht, dass ¢, nicht einfach r ist, sondern von r und ¢
(und normalerweise in der Physik von t) abhdngt, ebenso natiirlich ¢, .

Allgemein schreibt man die Transformationsgleichungen in physikalischer Manier von kartesischen
qlqu(xl , X0, X3, 0, Xy, t)

in generalisierte Koordinaten als 92~ ¢ (%, x 20 X530 X t) , wobei wie {liblich die ¢, einmal

Qn:qn<xl’ 'x2’ x3 reres xn’ t)
(links) als Variable und einmal (rechts) als Funktionsname auftaucht.

Die inverse Transformation von generalisierten in kartesische Koordinaten hat dann die Form

x1:x1<%;92:‘]3)---;9n:t)
x2:x2<ql"b_’%"“’qn’t) , wobei beidesmal im 3D n=3N fiir n Teilchen ist.

xnzxn<Q1’Q2’Q3: s qn’t)

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Moglichkeit einer inversen Transformation ist, dass die
Funktionaldeterminante (Determinante der Jacobi-Matrix J) nicht Null ist.

Die Jacobi-Matrix J E der Transformation der Koordinaten K _=(x,,...,x,) in die Koordinaten
% oy %
« | 0x1 0x, T 0Ox,
Ky:(yl:---:y,,) lautet JKT"’: ..
C |9y, 9y, dy,
ox on. 7 ox

Beispiel von oben:
Die Transformationsgleichungen von den ebenen Polarkoordinaten in kartesische lauten

— _Jo2 2
x,=x,(r,¢)=rcos¢ V—”(xl,xz)—\/xl+x2

. und die inversen X,
X,=x,(r, ¢)=rsing »=0(x,, x,)=atn (=)
X1
or Or *i !
A A 2 2 2 2
Die Jacobi-Matrix J von (x,, x,)nach (7, ¢) 0x, 0x,|_ \/x1+x2 \/x1+x2 , deren
99 0¢ X 1
Ox; 0x Xi+x,x, XtXx,
. Vit o . .
Determinante det J :ﬁ ist nicht definiert fiir x,=—x, oder x,=0 . Sie ist ungleich
XiT Xp) Xy

Null im Definitionsbereich, wenn der Punkt (x,,x,) nichtim Ursprung liegt.



S

j/

det Jnach x, parametrisiert

Die Substitutionsregel fiir Integrale lautet:

Ist f I—IR eine stetige Funktlon und g:[a,b]—1 stetig differenzierbar, also aus C' , dann

gilt: ff x)dx= f)f

Beweis: da f stetig, besitzt f Stammfunktion F:/—IR . Nach der Kettenregel der DR gilt
(Flg(x)))'=/(g(x))g"(x) ,also gilt

| rle(x) g (x)ax=[F(g(x)1:Z=F(g(b)-F(gla)=[F(»)11=50)= [ f(y)dv .

Beispiel: fxe dx———f —2xe Ty T ——feydy=%[ey]ol=%(l—l)wo,32

Eine Verallgemeinerung dieser Regel fiir Funktionen mit mehreren Variablen ist der

Transformationssatz:

Seien U,V <SR" offene Mengen undeine Funktion, g:U—V ;x—g(x)=y (V=g(U)) ein
Diffeomorphismus, J, die Jacobimatrix vongund f:V—-R;y— f (y) eine Funktion. fist
genau dann integrierbar, wenn die Funktion fog|detJ,| iber U differenzierbar ist. Dann gilt:

jf x))detJ ,|d" x= ff

Zusatz: Falls f(y)=1 , soist f 1d" y=vol(g(U)) das Volumen des Gebiets g(U) .
g(U)
Ist g affin, also g(x)=Ax+b ,soist J,=A unabhingig von x !. Die linke Seite ist dann

f|detJ |d" x=|det J, |fd x=|detJ, |vol( ) . Insgesamt hat man dann

vol( (U))=|detJ ]vol( ) . Ist g(U) ein infinitesimaler Quader mit dem Volumenelement
dxdydz und ebenso ndherungsweise U mit dem Volumenelement drd0d ¢ , so ist

dxdydz=|detJ ,|drd 6d ¢ (*)

Das gilt aber nicht nur fiir affine Abbildungen.



'Fiir n=2 sieht das folgendermafen aus: g(x)= gilxx)|_(an an)fx ], (b
g (x,x,)| \ay ay)l\x, b,
og, 0g,
_[a, x,+a,x,+b, _|0x, Ox,|_[ay ap iy
ay X, +ayx,+b, ‘ l0g, 9g, ay dp
ox, Ox,

Bemerkung: Am einfachsten merkt man sich die Gleichung durch:
y=g(x) und d"y=|detJ,|d"x

Beispiel 1: Das obige Beispiel n=1 . f:V=[-1,0]-=R;f(y)=¢"
g:U=[0,1]-[-1,0],g(x)=—x" detJ,=—2x .

Beispiel 2: Transformation ebene Polarkoordinaten in kartesische.

g R'X[0,2n[—R*;(r,0)~ g((r,¢))=(rcosdp,rsing) Sei f:R’->R Funktion.

orcos¢ Orcoso

or oo cosdp —rsing 2 . 2
| arsing  drsing sing  rcosd det J ,=rcos ¢+rsin” ¢=r SO
or oo

21 «

ff(x,y)dxdy:f ff(rcosq),rsinq))rdrdcp
RR® 0 0

E 1.4 Aufstellen der Transformationsgleichungen von kartesischen Koordinaten in sphérische.
Berechne die Jacobi-Determinante fiir diese Transformation. Welche Beziehung gilt fiir die
Volumenelemente beider Systeme in Bezug auf die Jacobi-Determinante.

atn(l) x>0
N o
x=rsinOcos rEVXty tz Sgn(y)a x=0
Losung: y=rsinOsin¢ und O=acs|( ——— 2) atan2(y, x)= y
z=7cos0 Vit y 4z atn(=)+n x<0Ay=0
¢=atan2(y, x) *
am(L)—n  x<0A y<0
x

orsinBcos¢ OrsinBcosd OrsinBcos

or 06 0o 0 5 s
x,y,z_| OrsinfBsing OrsinOsing OrsinBOsing st CQSq) reos C95¢ —rsm s ¢
J g¢= 5, 70 56 =|sinOsing rcosOsind rsinBcosP
orcosH orcosf or cosf cost —rsinf 0
or 00 oo
det J ' =r"sin’ Ocos’ ¢+ sin’Osin’§+ 7> cos’Osin O cos’p+ 7 cos’Osin Osin” =
r,0,¢

=r’sin O (sin’Bcos’ ¢p+sin’Hsin’ ¢p+cos’Bcos’ ¢p+cos’Osin’ ¢ )=
=7’sin 0 (sin’0(cos’¢p+sin’ ¢)+ cos’0(cos’p+sin’¢))=r"sin O(sin’0+cos’0)=r’sin 0 , also



detJ"'1 =r"sin® . Mit (*) folgt =dxdydz=r"sin0drd6d¢
r,0,0
E 1.6 . y = (tan ¢)x+c
)Ty | —%
(x,y)=tanp=<  (tan¢)x—y+c=0 .
X

Die Zwangsbedingung ,,gerade Linie* ist also holonomisch und skleronomisch. Jedem Punkt ist
eindeutiger Winkel zugeordnet. Die Zuordnung Punkt Winkel ist aber keine Eins-zu-Eins-
Zuordnung, da jedem Punkt der gleiche Winkel entspricht.

2

2
E 1.7 x—2+% + Z—Z— 1=0 , also holonomische (und skleronomische) Zwangsbedingung.

S5}

a c
Rotation um Verbindungsachse
E 1.8 oMo Molekiil aus zwei Atomen.
+—>

Vibration langs Verbindungsachse

1 Vibration ldngs Verbindungsachse

1 Rotation um Verbindungsachse

3 Rotationen, je eine um die x,y,z-Achse
1 Rotation um ihren Mittelpunkt

Von den 3 Translationsbewegungen abgesehen, hat das Molekiil also 6 Freiheitsgrade

E 1.9 Bei Zimmertemperatur ist die Vibration eines O, Moleliils eingefroren. Es hat demnach
noch 5 Freiheitsgrade von den 3 Translationsbewegungen abgesehen.

Q Rotationsachse

Example 1.1
— Korper

Sei P; ein beliebiger Punkt des Kdrpers, der um eine beliebige Einheits-Achse £ um den
infinitesimalen Winkel € gedreht werde und dadurch den Punkt P; zum Punkt P'; bewegt. Die

virtuelle Verschiebung sei 8r;, von P, nach P,’ : 8r,=e(QXr,) .Die virtuelle Arbeit, die



durch eine Kraft F; ,dieauf P, wirkt, ist dann
SW.=F, -5r,=F, (eQxr,) Spagredilt ¢ ) (r,XF,)=eQ -M, ,mit der Drehwirkung

(Drehmoment) M, ,dasauf P, wirkt. Die gesamte virtuelle Arbeit (sie soll Null sein, auf den
Korper soll keine Anderung der Drehbewegung stattfinden) ist dann
0=0W=YeQ -M,=cQ) M,=cQ -M .Daaber € beliebig war, kann das

gesamt

Skalarprodukt nur Null sein, wenn M =0

gesamt —

E 1.10 Man betrachte ein System aus vier Partikeln, das in kartesischen Koordinaten beschrieben
sei. Wasist F,, ?

Losung: Die Konfiguration ist:  (x,, Xy Xy, X4, Xs5,Xg, Xg,Xg, X9, X0, X, X,,) .Die Kraft
F,, wirkt in x-Richtung auf das 4. Teilchen.

E 1.11 Auf ein Teilchen wirkt die Kraft mit den Komponenten £, und F, . Bestimme die
generaliserte Kraft in Polarkoordinaten.

) ] . Ox oy . 0x oy . o e
Losung: Q,—FXE—FFyE Qo= FmeF Fym mit x=r -cosO und y=r -sin0O ,
also Q,=F, «cosb+F -sin0 und Qy=—F, -r -sinb0+F -r -cos6 .

E 1.12

% F MT y
F (m) v My g . T
X

Die beiden Blocke seien im Gleichgewicht. Die Schnur sei inelastisch und es gebe keine Reibung.

Zeige durch Bestimmung der virtuellen Arbeit, dass das Gleichgewicht M 2% erfordert.
Losung: Das KS sei an der y-Achse gespiegelt. F (M )=—M -g , F (M)=0 ,

Fy(m)z—m g F_(m)=0 .DieKonfigurationsei (r,,0,7,,0,) . 0,=0 o0B.dA.

O, =—Mgsinb , Qy=—Mgr,cos8 QO =-mg-0=0 Qy=—mgr, .
. : o,
Seinun O gegeben, dannist &, =tan— und 08,=0 .
1 2 r2

0
Alsoist 0=0W =0, 06, +0u8,+Q, 8 +0p 8 =—Mgsin08, +0+0—mgr,tan—
1 1 2 2 2 2 1 7

2

6I’ 6[” 6V . . 6}"
= Msin00, =mr,tan— =M sin®@ —=mtan— . Fiir sehr kleine x wiees fiir — der Fall
' r, r, r, r,
ist, ist tan x=x , also haben wir M sinO=m=M = ,me
sin

Elementar wire die Losung folgendermaBen: Die auf der schiefen Ebene nach unten ziehende Kraft
F, ist F

e |
‘ ~
| >i9
[ AT

Mg



F,=Mgsin® F,=mg =Mgsin0=mg=Msin0=m .

E 1.13 Ein Teilchen bewege sich auf einer Linie mit konstantem r von 6, nach 6, . Zeige, dass
die Linie eine Gerade im 7,0—Raum ist, nicht aber im x, y—Raum .

r(t)=r, , 0(¢t)=(0,-0,)t+0, 0<t<I
x(t)=r(t)cosO(t)

y(t)=r(t)sin0(z)  x*(¢)+y°(¢)=r"(¢t)=r; Imx,y-KS handelt es sich um einen Kreisbogen
mit Radius », von 0, bis 6,

E 1.14 Die Gleichung y=3x+2 istim x,y—Raum ecine gerade Linie. Welche Form hat die
Kurve im 7»,0—Raum ?

Losung: x=rcos0; y=rsin0

3x+2=rsin0
3rcosO+2=rsin 0
7 (sin0—3cos0)=2 | | 0
2
p=—
sin 6—3cos 6

—31J15ﬁ—1)

der 0=
oder acs ( 5

Beispiel 1.1 fiir die Bewegungsgleichung des Federpendels

e

Eine Feder habe die Federkonstante k. Man hiangt ein Gewicht der Masse m an das untere Ende der
Feder. Zieht man die Feder samt Masse um x Einheiten nach unten, so wirkt die Spannkraft F
zuriick, die proportional zur Auslenkung x ist: F=—kx

1. Nach der klassischen Mechanik (2. Gesetz von Newton) gilt folgende Gleichung mx=F

also mx=—kx oder genauer mi(t)=—kx(t) t€I=[t,,t,] .Lost man diese lineare DG 2.



Ordnung nach x(#)=x(¢) auf, so erhilt man x(t)zalcos\/£t+azsin\/£t . Mit den
m m

Randbedingungen x(0)=0 und x(0)=1 erhilt man die Schwingung x(¢) :\/ % cos \/ Ly
m

2. Nach der analytischen Mechanik (Euler-Lagrange) ist die Lagrangefunktion L=7—V mit
Tzém x(¢)* und Vzékx(t)2 L :% mx (1)2—%/{ x(¢)* . Denn die potentielle
Energie V berechnet sich {iber die Arbeit, die die Feder durch die Auslenkung geleistet hat:

x(t) x(t)
v=[ F(g)de=[ k%d%z%kx(t)z .

Die Lagrangefunktion ist also abhingig von x(¢) und i(¢)

3. Die Euler-Lagrange-Gleichung 4oL oL =0 ist das Herzstiick der analytischen

dt 0x Ox
Mechanik.
Setzt man unser L hierin ein, erhélt man:

40 (lmx(t)z—%kx(t)z)—i(lmx(t)z—%kx(t)z)zo

dt 6% 2 dx 2
%(mx(t)) + e(t)=m(6)+ke(£)=0 wie oben,

Bemerkung: Die kinetische Energie.

Herleitung: Ein Korper der Masse m werde durch die Kraft F aus der Ruhelage heraus
v(0)=0 entlang des Weges y:t—s(¢t) ¢€[0,1] beschleunigt.

Die dabei verrichtete Arbeit W ist:

WS(O)HS(]):!F-ds:h!:ma -ds:m.!:a -a’sdsfvdtmfa -vdtadt::dvmfv -dv:mfvdv:
t, Vo Vo
1 2\}1 1 2
=m5v |vl)=§mv1 da v,=0 .

Also ist die kinetische Energie, die er mit der Geschwindigkeit v,=|v,| oder einfacher v=|v|

. X
erreicht hat Tzémv2 .Mit v=x giltdann T:%mx2 oder mit x=| j

z
in kartesischen Koordinaten: 7= % m (x2 + );2+22)
Y »
Beispiel: Ein Pendel der Linge 1 mit der anhéingenden Masse m. 1(3;\‘\ P o
Y Nullpotential h = 0



Die kartesischen Koordinaten von P sind:  x =(/sin0 =1 cos0) '
und x=(I6cos0,/0sin0) und x’=10>cos’0+/’0°sin’0=1"0"

Die potentielle Energie ist im Punkt (0,—/) gleich Null, maximal ist sie bei den Umkehrpunkten
der Schwingung. Die Potentielle Energie ist V=mgh . h=I[—|y|=[—Icos0 , so ergibtsich
V=mgl(1—cos0)
1

Die kinetische Energie ist 7= % my’= % mi'= 5 0* .

Die Lagrangefunktion hat also folgende Gestalt L=7—-V = % mi* 0 —mgl(1—cos0)

Sie hingt von den Variablen 6 und 6 und natiirlich indirekt von der Zeit t ab.

Driickt man die verschiedenen Moglichkeiten der Variablen x und X bzw. 6 und 6 in

generalisierten Koordinaten aus, so hat man bei einem Teilchen die Abhéngigkeit von der

Ortskoordinate ¢  (x bzw. 0) und der Geschwindigkeit ¢ (& bzw. 0) . Also ist
L=L(q,§) bzw. ausfiihrlicher mit dem Zeitparameter L=L(q,q.t)

Fiir N freie Teichen ohne Zwangsbedingungen im 3D gibt es N-mal drei Ortskoordinaten und

genausoviele Geschwindigkeitskoordinaten, also hat man

L=L(q1,qz,q3,...,q3N,q'l,q‘z,qp...,q;N,t) oder kiirzer L=L(ql.,c]i,t) , i=1,...,3N

Folgende Beispiele leiten mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung weitere Bewegungsgleichungen,
also Differentialgleichungen her.

Beispiel 1.2 Atwoods Maschine (ohne Reibung).

~ Rolle
I S W Nullpotential V =0
Inelastische Schnur der Lénge
X, 1 =x+ x, (Zwangsbedingung)
Xl
m

Die kinetische Energie der beiden Massen ist 7'= % m, xf+ % m, xi

Die potentielle Energie des Systems ist V=m,gx,+m,gx,

Da x,=l-x, gilt X,=—x, und x'22=x12 und also:

1 2 1 . 1 .
L=T—V=5m1x12+§m2x12_g(mlx1+m2x2)=§(m1+m2)x12_g((m1_m2)x1+mzl)
: . d oL OL
Die Euler-Lagrange-Gleichung T or Ax
oL d oL oL
ﬁz(ml_f—mz)xl Eﬂ:(”’lﬁ‘mz)xl ax (m,—m5,) , also



d oL 0L .. . my—m,
@ ox ox Umrme gl ) =0=d= e
. . . I m—m, ,
Das ergibt nach zweifacher Integration: x,(¢)=— t"+c ttc,
2% m+m,

Beispiel 1.3 Ein Zylinder vom Radius a und der Masse m rollt auf einem fest verankertem zweiten
Zylinder mit Radius b ohne zu rutschen. Bestimme die Lagrange-Funktion und die
Bewegungsgleichung fiir die kurze Zeit bevor die Zylinder sich trennen.

A

y

Die Kinetische Energie T des kleineren Zylinders setzt sich aus zwei Formen zusammen, der
Energie der Translation 7', und der der Rotation T

Der Weg der Translation ist ein Viertel der Kreisbahn mit dem Radius r=a+b . Es gilt

rot
P=x=(x,y)=(rsin0,rcos0) undalso x=(r0cosd,—rfsin0) undalso x’=r’0> und
damit Tmzémrz@d:%m(aer)zﬂ'z .

Fiir die kinetische Energie der Rotation 7,, gilt allgmein:

,K B = \@
@ o ( ;,(b, -

”F*‘\ ************ ‘*%****‘f”’,”’ Rotationsachse
dm sei ein infinitesimales Massenelement des starren Korpers K, das auf dem kleinen Kreis mit
Radius r=|r| um die Rotationsachse mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w=¢ rotiert.

Die kinetische Energie des Massenelements dm ist %a’mv2 .Der Ort r des Elements ist

r:(rcosq)) und die Kreisgeschwindigkeit v:’-,:(—r.q)sinq)) und vz:i*z:rz(l;z:’”zw2 ,

rsin ¢ rpcoso
also ist die kinetische Energie des Elements %dm o’ Integriert man nun iiber den gesamten
Korper, so erhdlt man E, = f %rzwz dm 2% u)zf rPdm mit J= f r*dm dem Tragheitsmoment
4 Vv vV
1 2 . . 1 2 dm . .
oderkurz E, = 5 J o~ (in Analogie zu 5 MV ). Da Y p(r) lokale Massendichte ist

kann das Integral umgeschrieben werden zu E m,z%wzf r’p(r)dV . Ist die Massenverteilung
vV

N | —

homogen p(r)=p ,solautet E

i

ro

mz(pf rde) und szfrde
vV V



Das Tragheitsmoment eines Zylinders mit Radius rist: dV =rdrd ¢dz ,

h 2 r h 2n
1

fr dv = fr drdodz=[ [ [ Pdrd¢dz= ff—r d ¢dz= f27t—r dh=27—r"h

00 0 4

p—— und V=nr’h also J= lrt h zém r~ . Damit ist die kinetische

4 wrlh 2
2 1

. . 1 1 . o .
Rotationsenergie £, ,= 5 ) M r =3 ™ ‘0’ . Die gesamte kinetische Energie ist demnach
1

kin 5
ap=b0 (denn der abgefahrene Bogen ist beim groen Kreis 50 und beim kleinen a¢ )gilt
%m éz(a2+23b+%b2)

E m(a+b) 0>+ Z a’9* . Daneben der Zwangsbedingung r=a+b die Bedingung

und also a2¢2:b262 hat man FE,, =

Die potentielle Energie E ,,,=mg h=mg(a-i—b)sin(%—@):mg(a—kb)cos 0

Die Lagrange-Funktion ist also L :% mo? (a’+2ab+ % b*)—mg(a+b)cosH

. . . d oL 0L doL 0L
. - 252 Y20 bzw. =0
Die Euler-Lagrange-Gleichung ist iy oq bz 790 00 und davon ist
d oL d 2 3\ 2 3.4
— = +2ab+—)0 |= +2ab+=5")0
400 di (m(a a 2b2) ) m(a a > )6 und
oL _

0= —mg(a+b)sin® und

die Bewegungsgleichung ist m(a’+2ab+ %bz) 0=—mg(a+b)sind

Beispiel 1.5 Ein sphirisches Pendel bestehe aus einer Kugelmasse m, die an einem nicht dehnbaren
Seil der Lange 1 hangt.

N

X 0 m

Bestimme die Lagrange-Funktion und die Bewegungsgleichung.

m(x*+y*+22)—mg(z+1) ,bei z=—I istdie potentielle Energie 0 und

[NSY N

Losung: L=

maximal bei z=/ . Fiir die Koordinaten gilt: x=/sinOcos¢ , y=/sinBsing z=IcosO
und demnach x=/(6 cos®cos¢—¢sin ¢sinB) und

x’=1 (0" cos’Bcos” p+¢’sin’Osin’¢p—2 O dsin Osin pcos Bcos )
y=1(6cosBsin p+¢sin Ocos¢p) und



(6 cos’ 0sin’ q>+q> sin Gcos ¢+26q)s1n651n¢c056cosq)) und z=-/0sin® und

y =1
=100 =x+ )y +2°=12(0>+¢’sin’0) und damit
Lzém 2(0°+¢*sin’0)—mgl (1+cos0)=L(0,9,0, )
doL 0L ~0
Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind dr o 00
doL dL_,
dtop 0¢

Die erste Gleichung ist ml*0—ml’ q;zsin Ocos 0—mglsin6=0 .
Die zweite Gleichung ist  mI*(¢psin’0+2¢pOsinHcos6)=0

Die Bewegungsgleichungen sind nach Vereinfachungen demnach

é:q)'zsine cos@+%sin8
d=—2¢0cot0

E 1.15 Atwoods Maschine, diesmal mit Trigheitsmoment J der Rolle und ihrem Radius R.

1.V 1 2
—J == Jx
2 R 2R?

Losung: Die Rotationsenergie der Rolle ist %J w’=

L:%(ml"_mz)xlz—'_%']éz_g((m1_m2)x1+mzl):L(xl’e’xl’6)

d oL 0L ;
e 0=0
dt 96 00 O@ " —m
dOL_OL_; %=t
dt 0x, 0x, i

Wird die Rolle als diinner Zylindermantel gesehen und gilt dann J =M R* und bringt man die

Masse M =é mit zu der kinetischen Energie T zé(m1 +m,)x,> , so erhielte man

T zé(m1 + mﬁ-%) xf . Die Zeitableitung von der partiellen Ableitung von T nach x, wire

dann (m,+ mﬁ-é) %, und und die Ableitung von V nach x, unverindert g(m,—m,) ,sodass

die Euler-Lagrange-Gleichung die Gestalt hitte:  (m,+m,+ é) %=g(m—m,)=



X,=g ————=— , was aber m.E. nicht ganz korrekt ist.

Bemerkung: Sei L 2% m(x*+y*+z2)—mgz=L(z,%,¥,z) die Lagrange-Funktion eines sich im
Gravitationsfeld (nahe der Oberfldche der Erde) ansonsten frei bewegenden Teilchens.

z o Teilchen
Oberfldche

Dann ist FrN mx=:p_  Impuls (linear momentum).
X

Odersei L =% J0* die Lagrange-Funktion eines sich frei bewegenden Rades mit

Tragheitsmoment J.

Dann ist g—ézJ 0=: L Drehimpuls (angular momentum).

Der Impuls bzw. Drehimpuls sind beidesmal die partielle Ableitung der Lagrange-Funktion nach
der jeweiligen Geschwindigkeit ¢=x bzw. 6 . Man nennt daher

den generalisierten Impuls oder den zu ¢, konjugierten Impuls.

Eine Koordinate, die in der Lagrange-Funktion nicht auftaucht, nennt man zyklisch oder
ignorierbar. So ist in der Lagrange-Funktion L 2% m(x*+y*+z3)—mgz=L(z,%,y,2) bspw.x

eine zyklische Koordinate (auch wenn sie implizit iiber die Zeitableitung vorkommt).

d oL 0L

Die Euler-Lagrange-Gleichung o 2a 0 hat nun folgende Gestalt, wenn ¢, zyklisch ist:
q; 04,
d 0L oL oL d 0L . d
———=0 —=0 . —=p; ——=0 —p,=0 1
& oq, , da 34, Oder da 3d, p; und &g, ist P und also

p,=constant . Der generalisierte Impuls bzgl. einer zyklischen Variablen ist also konstant.

E 1.18 Bestimme jeden konstanten Impuls beim sphirischen Pendel.

Losung: Die Lagrange-Funktion ist L 2% m( Pa );2-1- zﬂ—mgz —mgl oder kiirzer



L =% m(x*+y*+2))—mgz=L(z,x,7,z) ,dadie Konstante mg/ in der Euler-Lagrange-
Gleichung keine Rolle spielt.

Die Koordinaten x,y sind zyklisch. Also werden die konjugierten Impulse p, und p,
erhalten.

E 1.19 Erzeuge die Lagrange-Funktion fiir einen Planeten, der die Sonne umkreist. Bestimme die
erhaltenen konjugierten Impulse.
Losung:

5P
r(t) » (Xay)
¥

=Ll ._[x|= r(t)cgs@ i X)2 fcpsG—rQsinB
2 y| \r(t)sin0 v \rsin®+r0cos6
22 2 242 . 2 22 .2 212 2
X =rcos 0+r 07sin"0—-2r70sinBcos®  y =r"sin"0+r 0 cos 0+ 2rirOsinBcosO
=>r‘2=)é2+);2=r‘2+r26'2 und damit Tz%m(f2+rzéz)
Mzm ﬁL:%m(f2+r262)+GMzm:L(r,i",G) . 0 ist zyklische Koordinate.
r r

V=-=G

Also wird der Drehimpuls J 6 erhalten.

E 1.20 Zeige, dass solange die kinetische Energie nur von den Geschwindigkeiten und nicht von

den Koordinaten abhéngt, die generalisierte Kraft gegeben ist durch QI:S—L :
q;
) . . . : o . Ox, oT
Losung: Die generalisierte Kraft ist definiert als Q,:= Z F, o %:0 (*) nach
k=1 q; i
Voraussetzung.
L oV 0x, OL_90T 0V -0V
Das Potential ist V=—) (F,x, )=———=2_ F,—=0, . =————"= =0, .
ka 1) 0g; ; " og, 0q, 94, 9q, 0y,

Bemerkung: Ist eine Koordinate ¢, zyklisch, so ist der generalisierte Impuls p, konstant. Es
wirkt also keine Kraft F; in Richtung von ¢, (sonst miisste sich ja dieser Impuls verdndern).
Das System ist also invariant gegeniiber Verdnderungen von ¢, .Ist g,=0 , so bleibt eine
Drehung des Systems um 6 ohne Folgen. Wir haben hier eine Rotationssymmetrie. Der
umgebende Raum ist isotrop. Ist ¢,=x, , so verdndert eine Verschiebung in Richtung x; nichts,
das System ist translationssymmetrisch, der assoziierte Impuls ist konstant. Jeder zyklischen
Koordinate entspricht also eine Symmetrie:



Zyklische Koordinate | x; r 0 t

Symmetrie x;- Translation Streckung Rotation Zeittranslation
homogen radialhomogen | isotrop homogen

Erhaltung (linearer) Impuls | Skaleninvarianz | Drehimpuls Energie

E 1.21 Welches sind die zyklischen Koordinaten beim sphérischen Pendel? Bestimme die damit
verbundene Symmetrie.

Losung: L :% m()éz+);2+ 22)—mgzz L(z,%,¥,%) .Die zyklischen Koordinaten sind x und y.

Also werden die konjugierten Impulse p, und p, erhalten. Die Symmetrie ist die
Translationssymmetrie auf der x,y-Ebene. Eine Verschiebung des Pendels entlang dieser Ebene
ergibt keine Verdanderung des Systems.

Bemerkung: Aus der Homogenitit des dreidimensionalen Raums ergeben sich neben der
Impulserhaltung das zweite und dritte Axiom Newtons:

91k .
Sei ein System aus N Teilchen gegeben und dem Vektor r,=|g,, (k=1,...,N) der Orter der

Y
Teilchen. Das System werde nun global verschoben um eine infinitesimale Groe € , so dass
r,— r,+e€ firalle k gilt. Die Geschwindigkeiten r, sollen unverdndert bleiben und die Zeit
t sei,eingefroren”. Die Verschiebung r,— r,+ € istalso eine virtuelle dr =€ . Fiir das
Differenzial dL von L(gq,, ¢, t) giltallgemein aufgrund der Leibnizschen Kettenregel

3N
oL oL oL
dL=Y "Zdg+> Z=d §.+Z=dt
;661,« & ,;861 ot

und da die Zeit eingefroren ist und die Geschwindigkeit sich bei der virtuellen Verschiebung nicht

andert soll, gilt fiir die virtuelle Verdnderung der Lagrangefunktion: 0L =Z oL dq, oder wenn

i=1 i

oL
04,
dq, N

man mit a_L:: oL =V L und mit dr= dq, bezeichnet, so gilt 6L=28—L dr, .

a—L q3

04,

e 0L
Es gilt weiter 0 L= Z P €=¢€ Za— da € fiir alle k gleich ist.
r, pam

Nun kommt die Homogenitit des umgebenden Raums zum Einsatz, d.h. es gibt keine innere
Verdnderung des Systems, die Bewegungsgleichungen bleiben unveriandert, d.h. L vor und nach der



virtuellen Verschiebung bleibt gleich: also ist 0 L=0 und damit

N
L_
2570

Da die Euler-Lagrange-Gleichung hier %S—Lk = S—fk lautet, folgt di g—— 0 oder
N N P
di Z a—Lz di Z = p esame— 0 Mit den assozierten generellen Impulsen  p,=| p, .
k= k=1 ’
P

Damit ist p,,,,, konstantund damit die Impulserhaltung (etwas kompliziert) nachgewiesen.
Interessant ist diese Rechnung aber fiir Newtons Gesetze:

In Vektorform gilt fiir die kinetische Energie 7= % mv'= % mi i+ mit |ir|=v .T hingt hier

also nur von den Geschwindigkeiten 7 und nicht von den Koordinaten r ab.

_ov
aql,k F
: oV oV o
Da —V=F, r=F q;tF,q,,TF5,4q;, ist “or “dq =| F |[=Fx und
k
05,4
OL_0T oV __ oV oL . v 0L .
— folgt —=F dd t —=0 gilt
ar. or, Grk ar, olg or, L und da weiter wegen Z::a gi

N
Z F,=0 . Dasistfir N=2 das dritte Gesetz von Newton (Actio=Reactio) F,=—F, .
k=1

. . oL . oL d oL _d
. - —=F F, =
Und da mit der Euler-Lagrange-Gleichung und or, o gilt o, Py T 3 =

das zweite Gesetz F=p (unddaserste flr F=0=v=0 oder v=const ) hergeleitet.

D, 1st

Die Newtonschen Gesetze sind also eine Folge der Homogenitidt des Raums! Ist eines der Gesetze
nicht streng giiltig ( — Relativitétstheorie), so ist der Raum also nicht homogen.

Der Drehimpuls oder der Schwung der Drehung.

Bei Translationsbewegungen besagt das 1. Newtonsches Gesetz, dass die Geschwindigkeit v
eines starren Korpers sich ohne Kraftweinwirkung nicht verdndert F=0=v=0 . Es muss also
eine Kraft auf den Korper eingewirkt haben, damit sie sich verdndet v#0=F#0 . Je grofer die
Kraft, desto grofBer die Verdnderung. Die Kraft hdngt aber auch von der trigen Masse m ab. Je
groBer die Masse, desto stirker muss die Kraft sein, um den gleichen Betrag der
Geschwindigkeitsdnderung herbeizufiihren: F=ma .



Fiir die Rotationsbewegung gilt das ganz dhnlich. Der Korper K der Masse m sei mit einem Faden
der Léange r (dessen Masse vernachléssigt werde), der im Punkt M fixiert ist, verbunden und rotiere
um M mit der Rotationsgeschwindigkeit ® . Wirkt keine (zusétzliche) Kraft (von der
Zentripetalkraft abgesehen) auf den Korper ein, so dndert sich @ nicht (Tragheitsgesetz der
Rotationsbewegung).

Um die Beziehungen der notwendigen Kraft auf einen Korper zu bestimmen, damit dieser rotiert,
betrachtet man am einfachsten einen idealisierterweise ,,massenfreien® Stab der Lange 1, der sich
um eine reibungsfreien Drehachse bewegen kann und an dem am rechten Ende ein Kugel der Masse
m hingt und der sich infolgedessen nach unten bewegt. An der Stelle x, die von der Drehachse um r
entfernt ist greife eine Kraft F nach oben an.

F

r
Drehpunkt Z IX

lim

Wie grof3 muss die Kraft F sein, damit die Drehwirkung der Kugel kompensiert wird und der Stab
im Gleichgewicht bleibt, sich also weder noch unten noch nach oben bewegt?

Laut Hebelgesetz (siehe eine mathematische Herleitung iiber Folgen in

http://philmath.org/wordpress/wp-content/uploads/2017/03/Schwerpunkt.pdf ) heben sich die
beiden Drehwirkungen (Drehmomente) auf, wenn m /=F -r .IstF nur infinitesimal groBer

als m_l so dreht sich der Hebel nach oben. Sein Drehmoment M ist also M =F"r
r

Betrachten wir nun wieder die Figur auf der vorderen Seite, bei der sich ein Korper K der Masse m
im Gleichgewicht befinde und kraftfrei um das Zentrum Z rotiere.

An dem Korper greife nun tangential zur Kreisbewegung eine Kraft F an, die den Korper
beschleunigt und auf eine héhere Geschwindigkeit bringe.


http://philmath.org/wordpress/wp-content/uploads/2017/03/Schwerpunkt.pdf

Die infinitesimale Bahn ds entspricht dem infinitesimalen Drehwinkel: ds=r -d 0 . Die

Geschwindigkeiten sind dann %z r % oder v=r o ,wobeiv die Bahngeschwindigkeit

istund o die Winkelgeschwindigkeit. Ein nochmaliges Ableiten nach der Zeit ergibt

) ) . . F )
v=r - und nach dem 2. Newtonschen Gesetz v=r w=— oder F=rmw
m

Das Drehmoment wird damitzu M =Fr=r"mo oder M=mr’®d .Da die KraftgroBe F von
dem Angriffspunkt abhidngt, um eine feste Drehbeschleunigung ® zu bewirken, ist sie nicht die
alleinige Ursache fiir die Wirkung, sondern F-r also M.

Das Drehmoment iibt also die gleiche Funktion bei der Drehbewegung aus wie die Kraft bei der
linearen Bewegung: F=m-v istanalogzu M =mr>¢ .Wenn bei der linearen Bewegung die
trige Masse m der Bewegungsinderung Widerstand leistet, so ist es bei der Kreisbewegung mr’ .
Daher bezeichnet man mr’=:J als Triigheitsmoment. Also gilt M=J® oder M=Ja ,
wenn man die Winkelbeschleunigung mit o= bezeichnet.

Greift die Kraft nicht rechtwinklig zum Radiusvektor (oder nicht tangential zu Kreis) an, so ist die
tangentiale wirkende Kraft F, gegeben durch F =F'sino und das Drehmoment ist dann

|IM|=rF =rFsino=rXF ,sodass nicht nur die Betrdge sondern der Kraftvektor und der
Radialvektor zum Zuge kommen. Man wahlt im positiv orientierten 3D  rXF und nicht FXr
weil dadurch der Vektor M mittels der Korkenzieherregel (Rechte-Hand-Regel) die Richtung der
Drehbewegung angibt, d.h. in Z nach oben zeigt.

Der Drehimpuls L oder I einer Drehbewegung entspricht dem Impuls p einer
Translationsbewegung. Wenn eine Kraft in das System einwirkt, so dndert sich bei der linearen
Bewegung der Impuls: F= 4 )2 _d my .
dt dt
Der triigen Masse m bei der linearen Bewegung entspricht das Trigheitsmoment J=r"m bei der
Kreisbewegung.
Wenn sich bei der linearen Bewegung bei Krafteinwirkung mv verdndert, so diirfte es bei der
Rotationsbewegung Jw=r"me sein. Also . Der Drehimpuls miisste also der Gleichung
L=r"mo geniigen. Wihlt man die Bahngeschwindigkeit v=rw , so lautet die Gleichung
L=rmv=rp .



Um zu sehen, wie der Drehimpuls im 3D erscheint, betrachten wir zunichst die
Winkelgeschwindigkeit im 3D.

Insofern der Winkel zwischen v und r ein rechter ist, gilt fiir den Betrag der
m_M_|r||v| _|r|lv]sinmt/2 _|rXv]|

|7 » P’ P’

Winkelgeschwindigkeit:

Gibt man die Winkelgeschwindigkeit im 3D als Pseudovektor an, der aus dem Betrag der
Winkelgeschwindigkeit besteht und eine Richtung erhélt (ganz dhnlich wie beim Drehmoment),
indem man den Einheitsvektor der Drehorientierung als ihren Einheitsvektor e, wahlt (Rechte-

rxvy

2
r

Hand-Regel). Damit erhdlt man w=

Die Gleichung L=r"mo fiir den Drehimpuls ldsst sich damit umschreiben zu

rxXv

2
7

2
L=r"m

=mrXv=rXmv=rXp L=rXp

Nach diesen Vorbereitungen soll nun gezeigt werden, dass die Erhaltung des Drehimpulses L eine
Konsequenz der Isotropie des Raumes ist. Zunéchst die

d u, v, d U, Vi— Uy V, Uy Vit U, V=l Vy—Us v,
Anmerkung: E"X":E u, | X{v, :E UV —U Vs [T Uy vy F UV — i vy—u, vy | =
U, vy U V,—UyV, UV, U Vy— U,V — U, V,
U, V3~ UV, Uy Vy—uy v, u Vi U v u v
=l vy v =, vy [ FTluy Vi —u vy [= [y | X v, [T w, |X] Y, :WXv+u><E .
Uy vy—i, Vv, U V=i, v, U, V3 Uy Vs
) ) ) o . dL drXx dr d
Differenziert man den Drehimpuls zeitlich, so ergibt sich I 271’ = X p+rX Tf’ =
) . . dL
=vXp+trXp=rXF=M da v und p linear abhingig. Also W:M

Wirkt keine dufBere Kraft auf das System ein, so ist p=mv =0 und damit ist wegen v=rm

auch ®=0 undalso M=r"mon=0 .Das bedeutet nun, dass Cil—thMzﬂ und alsoist L

konstant.



Beispielweise ist so zu sehen, dass das Drehmoment eines Planeten um die Sonne (der also im
Gravitationsfeld der Sonne ist) konstant ist:

Die Zentralkraft F geniigt der Gleichung F= f(r)# . Fiir das Drehmoment gilt also:

M=rxF=r f(r)#x#=0 und damit wird der Drehimpuls erhalten.

Mit Hilfe der Lagrange-Methode erhélt man das Resultat folgendermal3en:

Man betrachte einen Kdorper, der sich in einem Raumgebiet bewegt, in dem die potentielle Energie
—GMm

nur von r abhiingt V=V (r) , wie das bspw. wieder im Gravitationsfeld gilt V=

Die Transformationsgleichungen fiir ebene Polarkoordinaten sind:

xzrcpsﬁ und also jcz'rcpsB—rQsinG '
y=rsin0 y=rsin0+r0Ocos0O

Fiir die kinetische Energie gilt dann: T Z%m (x2 + );z)zém (f2+ P 82) und fiir L
L=T—V=%m(f2+r262)—V(r)zL(r, i,0) , 0 istalso zyklische Koordinate.

Ihr konjugierter Impuls p,= Z—g =mr’@ ist das Drehmoment M. Der ist aber konstant, da 0

zyklisch ist.

Nun soll gezeigt werden, dass die Erhaltung des Drehimpulses aus der Isotropie des entsprechenden
Raumes folgt.

Ein System werde um einen virtuellen Winkel 0¢ um eine Achse rotiert. Der Pseudovektor
0¢ ist wie iiblich langs der Achse orientiert und hat den Betrag 8¢ . Das Koordinatensystem
sei so plaziert, dass sein Ursprung auf der Rotationachse liege. Jedes Partikel des Systems am Ort
r, wird um den Vektor dr, verschoben und die Geschwindigkeiten v, , werden die Richtung
(nicht die GroBe) um dv, verdndern.

Es gilt |dr,|=0¢r,sin0 und demnach d¢Xxr,=8r, (*) (8¢ LOr, Ar,L8r,)
Ahnlich gilt ungefihr v, =8¢ Xv, (**)

Der Raum sei nun isotrop angenommen, d.h. Drehungen des Systems haben keinen Einfluf} auf die



Lagrange-Funktion, die Bewegungsgleichungen bleiben unverdndert: 8L=0 .

0=0L= ZQE’ +ZaL —;(S—FLE) L oL dv, | . Ersetzt man gemaf der Euler-

i=1 a q[ i=1 aqz k a vk
Lagrange-Gleichung oL durch d0oL_d P.= D, , Letzteres ist der konjugierte Impuls, so
or, dt ov, dt

N
ergibt das Z(pkf)rk—i-pkf)vk):O .Mit (*) 0¢Xr,=dr, und(**) O0v,=0¢Xv, erhdlt man
k=1

N
nach Ersetzung Z ( P,OOXr,+p,dpX vk)z 0 Durch zyklische Vertauschung der Spatprodukte
k=1

und mit v,=F, hatman

N N
];6(]’ '(rkxpk+’;k><pk) Z

&|Q

d ~ d ~ d
Xp,)=00 — Xp,=0¢ — > L,=0¢ —L
” Pk ¢ dt;;rk Pi=09 dt}; $=00 d

Da 0¢#0 und %L =M und 3¢ und M nicht orthogonal sind, ist das Skalarprodukt nur

dann Null, wenn 4 L =0 ist, und damit ist der Drehimpuls erhalten geblieben.

dl gesamt

E 1.22 Verwende die elementare Vorgehensweise um zu zeigen, dass der Drehimpuls eines Systems
von Teilchen konstant ist, wenn keine duleres Drehmoment auf das System einwirkt. Verwende
dazu das dritte Axiom von Newton in seiner starken Form, die besagt, dass die beiden gleichgrof3en
entgegengesetzten Kréfte auf einer Strecke wirken, die die beiden Teilchen verbindet.

Nun soll die Erhaltung der Energie diskutiert werden.
Die kinetische Energie 7', eines Teilchens, auf das eine dulere Kraft F wihrend seiner Bahn

von s, nach s, einwirkt, wirdauf 7, erhoht: 7,=T 1+f F-ds

S

Ist die Kraft konservativ, d.h. hdngt der Energiegewinn f F-ds nicht von der konkreten Bahn von

s; nach s, ab (wie bspw. die Kraft in einem Gravitations-oder elektrostatischen Feld, die so
genannten Gradientenfelder), so ist F-ds das Differential einer skalaren Grof3e, die sogenannte
ou

0x

Arbeitsfunktion U: dU=F-ds oder F =d—U= ou
ds ay

ou

0z
die negative Arbeitsfunktion: ¥=—U und damitgilt F=—VV . Dann ergibt das obige

=V U . Die potentielle Energie V ist

Theorem der Arbeitsenergie: 1,=T 1+_[ —~V V-ds oder

Sy



T2—T1=_Sf ~VV-ds

S

Da VVids=—F-ds=—dU=dV ,ist

T,—T\=[ -V V-ds=—[dv=v(s)-V(s,)=V,=V, oder T,+V,=T,+V,

5y sy

Da die Gesamtenergie des mechanischen Systems E=T+V istbedeutet 7,+V,=T,+V, ,

dass die Gesamtenergie erhalten bleibt, wenn das System von einer Konfiguration zu einer anderen
unter dem Einflul konservativer Krifte iibergeht.

Die Bedingung, dass eine Kraft konservativ ist, ist dass sie gleich dem negativen Gradienten einer

Skalarfunktion ist, wie F=—V V | das ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass die Rotation

der Kraft Nullist: VXF=0 .

Denn VX-V /=—Vx(V/)=—(VxV)f=01=0 .Umgekehrtsei VXF=0 ,dann sind
V.F linear abhiingig, dh. F=cV=-Vc,

Jetzt soll gezeigt werden, dass die Energieerhaltung eine Konsequenz der Homogenitiit der Zeit
ist.

Die Zeitableitung der Lagrange-Funktion L=L(q,¢,t) istallgemein:

dq, d g
%: (quI dzl—i_Squ dctll +%—L und mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung 2—5—%2—;
L odL d oL ,0L44,| oL
It —= —+=— *). Da ab
S ( it oq, 04, dt) 5 (- Daaber

i . 8_ _ al . oL Produktregel d 8L 8L dq
tzi:q’f}' —Z 7 (qi - ) = Z( i aq,+a g dt ) folgt nach Ersetzung des rechten

dl_d~ oL 9L
2.4

= + =
&4 5. a1 oder die beiden ersten Terme zusammengefasst
d . 0L _6L
E(L_Z %a—q-,.)— 5

Unter der Energiefunktion h versteht man /h=h(q,¢,t): Z ql a4, —L , sodass das obige

Terms in (*)

Resultat als oL__dh geschrieben werden kann.

ot dt
Wenn nun die Homogenitit der Zeit angenommen wird, so Andert sich die Lagrange-Funktion
zeitlich nicht, d.h. 0 —%—f —% =0 , d.h. die Energiefunktion ist konstant. Ist damit aber auch

die Gesamternergie E=T+V konstant? Dazu folgende Uberlegungen:

Die kinetische Energie T ldsst sich in folgende Anteile zerlegen: 7=7,+7,+7, , wobei

T, der Anteil ist, der nicht von den Geschwindigkeiten abhéngt, 7', der Anteil, der eine
homogene Funktion 1. Grades der Geschwindigkeiten ist und 7', der Anteil, der eine homogene
Funktion 2. Grades der Geschwindigkeiten ist.



Dabei heifit eine Funktion f (x)=f(x,,...,x,) homogen vom Grad k, wenn fiir alle

a gilt: f(ax)=d" f(x)

Diese Zerlegbarkeit soll zundchst nachgewiesen werden fiir ein System aus N Teilchen:

N . . .
Dann ist die gesamte kinetische Energie 7' zém Z (xl2 +yi+z] ) , mit den
i=1

Transformationsgleichungen x=x,(q,,....qy,t) und der Zeitableitungen

x und

xi_za qk—i-a—t’ folgt xf=Za g+ atl 28 qk 2 5t dg, ~qG+

k=1

ox, ox, Y Ox, . Ox, S ox, )2 Y 0x, Ox,

o x, ?
ot

wobei wegen (a1+...+an) =af+...+an+2(a1a2+.. +a,a, )+2(a2a3+...+a2an)+...+2an_1an

u S Ox, | ? Y Ox, . Ox,
oder Z a;a, und demnach Z—qk = Z —q,; q, und also
= 0 j10q; 7 0q

2= ﬁ“ %q%q = ax»ﬁx-q ox.\
i aq] jaql i k

j=1

il oy, . 0y, il 0y, 0y, 6yi2
yi2 Z q ql 2 qk at
2

Jil= 16% 1 0q, i1 0t 0q,

al 0z, 62 N 0z Oz, oz.
i ,; o4, ) 25150, 5

Y 0x, _axA - 0y 0y . 0z 82.
Z 5 q,a + 25 q,a G+ 2 o
q9, ji=1 ‘]1 = 1661, 6‘11
ul x.8x< Y 0y, ay 0z, 0z,
+2) g, +2) ——1g 2 '
Z@t@qqk klara &1 0g, 7

ol (o=
ot ot

N N
1 Z Z axiaxi_'_ayi@yi_i_aziazi
2 j=1\0q;0q, 0q,0q, 0q;0q
ox,0x, 0y, 0y, 0z, azi),

9,9+

-+ Lt
ot 0q, ot 0q, 0t 0q, |
o 2 oz 2
AN

ot | "\ ot

0x; 0x; +8yl. ﬁyi+6zi 0z,
a%a% 86]_,'6% aq_jaql

N
L& [dx, 0x;, Oy, 0y, 0z 0z, | . . .
lemZZ( + T )Qk:T1(Q1w-qu)

)qqu:T2(ql""’qn)

ot d0q, Ot 0q, Ot 0q,

ox,\" [oy.\ [o6z)

B ) o) "o

Ersetztmanin 7, ¢, durch ag, soist T,(ag,,..,aq,)=aT,(q,,..,q,)
Ersetztmanin 7, ¢, durch g, soist T,(ag,,...,aq,)=c’T,(4,,....q,) -



Damit ist die Behauptung der genannten Zerlegung gezeigt.

Da die kinetische Energie T zerlegbar istin 7'=7,+7,+7, und demnach
L=T-V=Ty+T +T,-V=(T,—V)+T,+T, mit L,=T,—V , L=T, und L,=T, mit
L, homogenin ¢ vom Grad l und L, homogenin ¢ vom Grad 2.

Nach der Eulerschen Homogenitéitsrelation gilt allgemein fiir eine Funktion

f(x)=f(x,,...x,) die homogen zum Grad k ist, dass leaf kf .

0L, , oL,
Es gilt qu 54, —0 ,da L, nichtvon ¢, abhingt, also bzgl. ¢, konstantund 8_':() .

qi
: S . 0L v . 0L, : :
Nach Euler gilt dann Zq[?zl -L,=L, und Zq[a. =2 L, und in der Summe ist
= q; = q;
X Yo 0Ly L+ L) & Yo 0L,
4= ; = 6],- g —L +2L, und
; aq, ZI 94 ; q; -1 04
Z ——L L+2L,~Ly~L,~L,=L,~L,

Falls nun in den Transformationsgleichungen der Parameter t nicht explizit vorkommt also
x,(q,,....,q,) undnicht x,=x,(q,,..,q, t) ,dann verschwinden die particllen Ableitungen
nachtund 7,=7,=0 .Dannist 7=7,=L, und L,=-V ,sodass gilt
h=L,—L,=T+V=E .

Unter diesen Bedingungen wird also die Gesamtenergie E erhalten, da h erhalten bleibt.

Wenn man S—L durch den generalisierten Impuls  p, ersetzt, hat man
Z q,a——L Z Gg.pi—L(q,q,t)=:H=H(q,p,t) istdie Energiefunktion durch
i=1
die Hamllton-Funktlon dargestellt, insofern ¢=¢(q, p.1)
Ist h bzw. L eine Funktion in Abhdngigkeit vom Ort und der Geschwindigkeit, so ist die
Hamiltonsche Funktion vom Ort und Impuls abhédngig.

E 1.23 (a) Zeige, dass F :(—y ) nicht konservativ ist. (b) Zeige, dass dahingegen F :(y )
X X

konservativ ist.



P —0x
T S L
Losung: a) |=—[X]| «x Y 1= 0|#0 , also nicht konservativ
oy 0 0z 2
= ox oy
z ox Oy
0 —0x
aax y SZ 0
b) | [X[ l=| £ |=|0|=0 ,also konservativ.
oy 0 0z 0
. ox_oy
z ox 0Oy
3’y
E 1.24 Zeige,dass F=|,*4+1| konservativ ist.
97’
2 3
0 09z _8(x +1)
a 2 8y 0z
X"y 2 2 0
Losung: 0 Ix L+1l= 03Xy 09z |- 0 |=0 , also konservative Kraft.
oy ) 0z ox 2 2
0 9z 5 3x°—-3x
P o(x +1)_83X y
0x oy
E 1.25 s.o. Seite 23
E 1.26 Beweise Eulers Theorem.
Losung:
f(ox,+..+ax,)=d" f(x,, ...,xn)zdif(cxxl+...+cxxn)=j—a(ockf(xl, X))
afx—|— +afx—kock1f LX) 6f =k f(x x,) .

o0x, 0x

n

E 1.27 Zeige, dass z ln(f) homogen vom Grad 2 ist.

Losung: (tz)2 ln(%) :t2(22 ln(i)) .

oL,
04,

E 1.28 Zeige, dass Z g, =2L,

oL, oT,
Lo ;912 o7 2L, | da mit
dsung; qu 5 =>4, 5~ 21=2L; .dami

1



' _1 SN (0% 0x 0y 0y, 0z 0z
Iy=T <q ""’qn>:_m . l+ d l+ : l q9;49
2= 1 2\g, 2 Z Z 0q,0q, 0q,0q, 0q,;0q, !

i=1 j,I=1

1 & & [(0x,0x, 0y,0y, 0z 0z,
T,=T,(aq,,..,ag,)==m +
(ad) 2 22 (aq,aqz 0q;0q, 0q;0q,

i=1 j,I=1

)qa% aT

homogen vom Grad 2.

Virialsatz: Fiir ein geschlossenes konservatives System (wie fiir einen Planeten, der einen Stern
umkreist) ist der (arithmetische) Mittelwert der kinetischen Energie proportional zum Mittelwert
der potentiellen Energie: (T )oc (V) .

Fiir das Planet-Stern-Beispiel gilt: (7 )=— %< V)

Beweis: In kartesischen Koordinaten ist die kinetische Energie

N . . .
T(x,)=T(x, 5, 2,) ; m Z (xf-i— y? +zi2) , die nur von den Geschwindigkeiten abhéngt, eine
- -, OT
homogene quadratische Funktion, so dass nach Euler gilt: x, 6—_ 2T .

Wenn die potentielle Energie nicht von den Geschwindigkelten abhingt, kann der Impuls als
N

_ oL _oT oV _oT o I . . .
D= 3%, =3 %, 8%, = ax dargestellt werden und damit gilt 2T—; x;p; .Die Zeitableitung

N
von Zx,.p,. ergibt Zx pPi= th x;p;) Zx p,+2x p; und also ist

i=1 i=1 i=1

a’tz X;pi— Zx p; (*). Nach Newtons 2. Gesetz gilt F;=p, und in einem
i=1

konservativen System ist F=—V Vz—a—V ,sodass p,=— or
0x; ox;

. In (*) eingesetzt ist das

N N
:%Z X Pt 2. x,.g—;/ . Fir die Mittelwerte der Terme ergibt sich
i=1 i=1 i

d < 5oV
2T)=( % p.+ 22

Fiir den zeitlichen Mittelwert einer Funktion f:[0,0[—IR, ¢+~ f(¢) gilt bekanntlich

le))=tim g J i)

T

Und (f(t)+g(1))= }gng t)+glt )dt—}ggrff dfﬂljg c [ g(0)dr={7(0)+g 1)
3 Lo

sodass (2T)= iz x.p.+i ar pr
iz 'S '8xi l i= 1 8x
N N
Z p;dt=lim = dex p,—hm (Z X; p;l —Z x; p;| )20
=1 T i=1 0

L3 {2



N
wenn vorausgesetzt ist, dass Z x; p; zu jeder Zeit endlich bleibt. Anders gesagt, wir nehmen an,

i=1

dass die Bewegung begrenzt ist.

N

So bleibt iibrig 2<T>=<Z xi2—5> .
i=1 i

Wenn die potentielle Energie eine homogene Funktion vom Grad k von den Ortern x; ist, dann
ist der rechte Term nach Euler & (V') ,sodassgilt 2(T)=k (V) also (T )x(V) .

_ —GMm

Im Beispiel eines Planeten, der um einen Stern kreist, ist V' (7)
r

F(r)=—GMm % . Die Arbeit W, die man aufbringen muss, um einen Korper der Masse m
r

innerhalb des Gravitationsfeldes des Korpers der Masse M von r, nach r, entgegen der

Gravitationskraft F zu transportieren, ist Wz_f F(r) -dr .Da dr derKraft F

ry

entgegengesetzt ist, ist F -dr=F (r)drcosn=—F (r)dr und szF(r) -dr:—fF(r)dr

ry

Da F(r)=-— GMm ist Wz—f F(r)dr:—f _sz‘/[m dr= —GMm "=GMm 11 . Damit
r r, ry r ’ ro 1y
hat der Korper der Masse m einen Zuwachs an potentieller Energie AV =GMm FL—FL) , die er
0 1

in kinetische Energie umwandeln kann, wenn er von r; nach r, zuriickkehrt. Die potentielle
Energie ist an der Stelle Null, an der sie nicht mehr in kinetische Energie umsetzbar ist. Das ist bei
r=0 der Fall. Bei r=0 liegt bzgl. der Kraft und der Potentialdifferenz jedoch eine
Singuléritit vor. Man miisste also den Radius des Korpers der Masse M als Nullpunkt setzen (wie
es im Gravitationsfeld der Erde sinnvoll ist), weil sich der Korper der Masse m dort im Allgemeinen
nicht weiter bewegen kann; oder aber man setzt den Bezugspunkt ins Unendliche, sodass man
dieser Singuldritit entflieht oder der genaueren Betrachtung der Verhiltnisse auf dem Korper der

Masse M. Dann ist AV =GMm (l— %)= GMim ;r:=r, .Im Unendlichen ist die potentielle
r r
Energie V., maximal. alsoist V,=V,, .— GMm
r
b vir)
Vmax 7777777777777777777777777777777777777777777777777777777
GMm/rmin 777777

i o
min



GMm - VleX = GMm + c— Vmax *

r r

Da T(r)+V(r)=c=>T(r)=c—V(r)=c+

Je kleiner 1, desto groBer wird die kinetische Energie T(r) . Da T(o0)=0=c—V,k =c=V
GMm
=>T(r)=—"-— .

max

GMm
r

und die endlichen

Setztman V,, =0 , wasm. E. eher Unsinn ist, so ergibt sich V, =—

potentiellen Energien ¥, sind dann negativ.

£ vi(r)

-¥

max

77777

Wiéhlt man V(r):—@ ,soist V(ar)=

zum Grad k=—1 ,sodass gilt 2(T)=—(V) . Da E=T+V gilt
(E)=(T)+(V)=(T)—2(T)=—(T) ,was besagt, dass die gesamte Energie negativ ist und der

—GMm =o' (= Gj\/lm) und V demnach homogen

Betrag der mittleren kinetischen Energie % mal dem Betrag der mittleren potentiellen Energie.

Ein anderes Beispiel: betrachte die Masse einer Feder. Die potentielle Energie ist V=%K)c2 und

damit k=2 undsomit 2(7T)=2(V) oder (T)=(V) .

Probleme:

1) Ein schlauer Physikstudent behauptet, als er liber eine rote Ampel gefahren ist, vor Gericht,
dass es weder moglich war zu stoppen noch weiter zu fahren ohne tiber die rote Ampel zu
fahren oder die Geschwindigkeitsbegrenzung zu iiberschreiten. Wir wollen untersuchen, ob
die Behauptung glaubwiirdig ist oder nur der Vorstellung eines iiberarbeiteten Studenten
entsprang.

Wir nehmen an, dass das Auto des Physikstudenten mit konstanter Geschwindigkeit v,
fuhr, die dier erlaubte Hochstgeschwindigkeit war. Als die Ampel von Griin auf Gelb
schaltete, war seine Entfernung zur Ampel d. Er hatte eine Reaktionszeit von T und das
Auto bremst mit einer konstanten Entschleunigung a, . Die Ampel bleibt auf Gelb fiir die
Zeit t. .Bestimme die Bedingungen unter denen das Auto weder stoppen noch mit v,
weiterfahren kann ohne {iber Rot zu fahren. Verwende dariiberhinaus realistische Werte fiir



T,t;,a, und v, um zu bestimmen, ob diese Situation tatséchlich auftreten kdnnte oder
nicht. (Lose die Aufgabe unter Verwendung einfacher kinematische Beziehungen).

2. Die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung
Einfiihrende Beispiele
1. Die kiirzeste Verbindungslinie zwischen zwei Punkten auf der Ebene

y A

P,

Die Lange der Kurve zwischen dem Anfangspunkt P, und dem Endpunkt P. ist [ :J" ds , wobei
PM

ds eine infinitesimale Lange auf der Kurve ist.

ds=\dx*+dv* +dy’' == f\/dx +dy’= fdx\/l+d fdx\/l+y
x?
Gesucht ist nun eine Funktion f:x— y=y(x) fiir die das Integral I minimal wird.

Das Integral soll verallgemeinert geschrieben werden in der Form [/ =f o(y)dx , wobei

'xu

=1+ y' ist, also eine Funktion von y, das aber selbst eine Funktion von x ist.
¢ 1ist also eine Funktion einer Funktion, was man als Funktional bezeichnet.

In dieser Formulierung ist also eine Funktion y=7y(x) gesucht, die das Integral von ¢ ()
minimiert.

Fiir andere Probleme ist dann ein anderes Funktional gegeben.

2. Brachystochrone




Eine Perle soll von einer oberen Stelle P, zu einer rechts unterhalb gelegenen Stelle P, auf

einer reibungsfreien Schnur nur unter Einwirkung der Gravitationskraft sich fortbewegen. Welche
Form muss die Schnur einnehmen, damit die Perle in kiirzester Zeit in P, ankommt?

Die Zeit, die die Perle braucht, ist die Strecke durch ihrer Geschwindigkeit, infinitesimal: df =£
v

Am Anfang sei die Zeit ¢=0 und die kinetische Energie ebenfalls 7,=0 .
Ist ein Objekt der Masse m, das die Strecke h zuriicklegt, formt einen Teil seiner potentiellen

VA
~ @m (t=0,T=0)
h

Energie in kinetische um. Es ist 4= % gt’ , die erreichte Geschwindigkeit v=g¢ und die

vergangene Zeit tz\/ 2h . Die kinetische Energie ist dann
g

Tzémvzzémgztzzémgz%zmgh und die Geschwindigkeit ist v=gt=g\/&=¢2Tg .
g

Die infinitesimale Zeit dt, die die Perle braucht um bei der Geschwindigkeit v=+2hg die Strecke
ds \/dx2+dzz 1z

ds auf der Kurve zuriickzulegen ist dt=—=
v

2gz 2gz

t, X, 2
Die GroBe, die mimimiert werden soll ist also 7 =te=f dt =f \/ I ;rgzz dx und das Funktional ist
0

2
q)(Z,Z'):\/1+Z

2g7

3. Geodite (Orthodrome)

Eine Geodéte bzw. genauer die Orthodrome ist die kiirzeste Verbindunglinie zwischen zwei Punkten
auf einer Kugeloberfliche. Sie ist ein Segment des GroBkreises. Hier sei nur das geeignete
Funktional hergeleitet.

ds sei ein Wegelement auf einer Kugeloberfldche mit Radius r.



Dannist ds’=r"d 6" +r’sin’0d ¢ (,,Dreieck” rot, blau, bordeau) und die Lénge des Weges ist

P, 0, ———————— -
I=£ds=refu \/H-%Sinzﬁdﬂ mit dem Funktional ¢(6,cp’):\/1+cp’sinze mit cp'=j—cg

Im Allgemeinen wird das Funktional von zwei Funktionen abhingen wie

dy(x)
dx

y=y(x)und y'=y'(x)= o=0(x,»,»")

Nachdem die Funktionale beschrieben wurden, soll jetzt diejenige Funktion bestimmt werden, die
das Integral minimiert bzw. stationir machen wird.

Als Beispiel soll das erste, das der kiirzesten Verbindungskurve zweier Punkte, dienen.

& y(x)+en(x) mit
verschiedenen € > 0

V f\ n(x)
VA a

Die blaue Gerade y=y(x) ist natiirlich die kiirzeste. Es werden nun andere Kurven gezeichnet,
die die beiden Punkte auch verbinden und aus der Addition von y(x) und Variationen der Kurve
n(x) ,also en(x); e>0 hervorgehen: Sie mégen Y=Y (x,e) heiBen:

Y=Y(x,e)=y(x)+en(x) .DieKurve m(x) mussanden Stellen x, und x, beidesmal
Null sein, damit P,und P, Punkte der Graphen von Y =Y (x,¢€) sind:
Y(x,,e)=y(x,)+en(x,)=y(x,)+0=y(x,) ,ebenso fir x,

Die Linge von diesen Kurven Y=Y (x,e)=y(x)+en(x) ist

fds fdx\/l—i-Y (x,e) fdxcp X, Y,¥Y") mit ¢(x,7,7")=V1+Y'(x,e] .Das

Integral hangt Wegen der Integratlon nach x nicht mehr von x ab und ist daher nur ein Funktional
von €

Y(x,€) soll nun in Abhiingigkeit von € so gewihlt werden, dass (€) minimal (stationér)
wird. Im normalen Infinitesimalkalkiil, bei dem man den stationdren Wert einer Funktion f
bestimmen will setzt man das Differential df = f'(x)dx=0 .

Hier wird nun die ,,erste Variation“ 87(€):=1(e)—1(0) Null gesetzt: 8I(e)=0 .

Die Taylorreihe fiir  f(x) um die Stelle x, ist:

S (x)=1(x0)+ f " (xo) x— x0)+ S ) =)’ ZO_O:

k .
(x—x,)" oder mit nur



2

endlich vielen Summanden: f(x)=f(x0)+f'(xo)(x—xo)Jr%f ' ’(xo)(x—x0)2+0(x—x0)3

wobei hier der Summand O(x—x,)’ fiir den Rest steht und ,,Ordnung hoch 3“ genannt wird.

I(€) wird nun um die Stelle x,=0 als Taylorreihe entwickelt und nach endlich vielen Schritten

abgebrochen, hier nach der ersten: I(e)zl(O)—i—%k_o €+0(€%) .

dI(e)=I(e)—1(0)= d—le l._o ‘€ (mit Abbruch nach dem ersten Schritt ohne Rest) mit

l..o0=0 ,da €>0 und in das Integral eingesetzt:

_ e 9L ar
81(€e)=0 ergibt: de|€:0 e=0 oder Tl

j—l|E 0 —efdx¢(x,Y,Y')|€:0=O .Sowohl Y alsauch Y’ sind Funktionen von € ,

sodass die Leibnizsche Kettenregel nachdem der Differentialoperator % ins Integral gezogen
0¢ 0 Y o oY’
oY ¢ oy’ oc

wurde, ergibt: f dx ( l._o=0 . (¥) Die partielle Integration auf den zweiten

Ye ’ Xe Xe p.L
Summanden angewandt ergibt: f dx 09 oY’ _ f 09 i(d—Y)a?x =f 09 d (%—Z)z

oY’ de | 0v'Oe| dx S oY
_09 0¥ td[o¢)or - oY _
==y o¢ ;[dx(ﬁY )ae .Damit Y=y(x)+en(x) a—e—n(x) und
. 0 0Y .,
n(x,)=n(x,)=0 ist a;p,g!x‘f()

) Jaf2oor v [202r d (o0 oy

00 d o op d | 09 .
= | dx| =~ oY dx
J‘ x(aY dx( Y) l._o=0 . Mit der Abkiirzung f( ) Y dx(@Y' hat die

Gleichung folgende Gestalt: f dx f(x)n(x)|_,=0 .Da m(x) unabhingigvon e und die

Abhingigkeit von fvon € durach die Nullsetzung auch aufgehoben ist, ist das Integral nur noch
von Y' abhingig. Daweiter m(x) von den Endpunkten m(x,)=mn(x,)=0 abgesehen eine

beliebige unendlich oft differenzierbare Funktion ist, kann das Integral nach du Bois-Reymond nur

_n o0 d [ 0¢ B : L
Null werden, wenn £ (x)|._,=0 ist, d.h. EYar ( 37 )| =0 , was gleichbedeutend ist mit
o¢p d | 0o :
Zr_Z = Y= =0 .
3y dx(@y’) 0 ,da y fiur €=0

Die letzte Gleichung ist die Euler-Lagrange-Gleichung.

Fiir das Problem der kiirzesten Kurve hat man also mit ¢(x,y,y ") =1+ y'?



2y1.y!! _0<=>

o d

8([)) d y' N

— == |F0e0-—F——F——=0=y""VI+y"—y"
dx 14y 214y 7

"=0V1+y”=y’ley''=0oy'=ce y=cx+d .Die kiirzeste

oy dx\oy'
oy (1+y?)=yy''ey

Kurve ist also eine Gerade.



