Geometrische Maxima

Manfred Horz

1. Dreieck mit maximalem Flicheninhalt bei gegebenem Umfang

Beweis von Polya, dass geometrisches Mittel kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel.
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Die Gleichheit gilt, wenn ——1=0<x,=x, filirallei und damit sind alle x, gleich.
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Satz von Heron (Archimedes):

Der Flicheninhalt F eines Dreiecks mit den Seiten a, bund cist F=vs(s—a)(s—b)(s—c) mit
2s=a+b+c .

Beweis:
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Satz: Das Dreieck mit grofSitem Flidcheninhalt bei festem Umfang ist ein gleichseitiges Dreieck.

Beweis: Seien die Dreiecksseiten wieder mit a, b und ¢ bezeichnet. Also a+b+c=const=:2s .

Dann ist der Flicheninhalt F=vs(s—a)(s—b)(s—c) .Er ist maximal, wenn

F?’=s(s—a)(s—b)(s—c) maximal ist und das ist wegen der Konstanz von s der Fall, wenn

(s—a)(s—b)(s—c)=:x,x,x, maximalist. x,x,x, =x_g33x_a3
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. Das ist der Fall, wenn x,=x,=x; ,also s—a=s—b=s—c und das gilt, wenn

a=b=c ist, das Dreieck also gleichseitig ist.
2. Die maximale Fliche einer geschlossenen Figur mit gegebenem Umfang ist der Kreis

1. Die Fléache, die eine geschlossene Kurve einschlief3t, berechnet man iiber eine parametrisierte
Kurve k:
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Ist die Kurve positiv orientiert, also gegen den Uhrzeigersinn, so ist die Fliche negativ, im andern
Fall positiv. Die Kurve wird zerlegt in zwei Teile, der obere negativ orientiert, der untere positiv
orientiert:

X. ¥ F Y
Alz_ff(x)dx oder parametrisiert x*=x(t*) P A
A
. dx 1
mit ¢,<¢<t, und E=x’(t)2dx=x'(t)dt * T
. —P x
t F
A= [ y(t)x'(¢)dt A
Iy
X, t
Az:f g(x)dxzfy(t)x’(t)dt A,
X ty — = S _P X

Da A, positivund A4, negativ ist die Differenzfliche A4=A4,+ 4, die Fliche, die
die gesamte Kurve einschlief3t.

Also A:fy(t)x’(t)dt+fy(t)x'(t)dtzfy(t)x'(t)dt . Wendet man auf das letzte Integral
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Da [y(t)x(e)f;=p(t)x(t,)=p(t,)x(r)=0 ist A=}y(t)x’(t)dt= —y'(t)x(r)dr .

Bildet man das arithmetische Mittel der beiden gleichwertigen Integrale, erhélt man
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Das Funktional ist also ¢ :% 45 yx'—y'xdt
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2. Die Kurve soll eine feste Lange L haben. Die Linge der geschlossenen Kurve ist das Integral
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3. ¢=¢(x,y,x’,y',¢t) hatnurtals unabhéingigen Parameter.
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folgenden Euler-Lagrange-Gleichungen:
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Unbestimmte Integration ergibt
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Das ist aber die Gleichung eines Kreises mit Radius A um den Mittelpunkt M (a,b)



