Taylorentwicklung

Manfred Horz

Die Linearkombination von Potenzfunktionen x* nennt man Polynomfunktionen oder
ganzrationale Funktionen P(x)

P(x)=a,x"+a,x' +a,x*+... +anx":Z a,x" ,nheiBt der Grad der Polynomfunktion, a, die
k=0
Koeffizienten der Polynomfunktion.

Beispiel 1: P (x)=—1+2x+ 4x°— % x* ist eine Polynomfunktion 3. Grades mit rationalen

Koeffizienten.

Beispiel 2:  s( t)=%a0t2+ vot+s, ist eine Polynomfunktion 2. Grades mit reellen Koeffizienten,

die die Bewegungsgleichung (Weg-Zeit-Funktion) fiir gleichméBige Bewegungsabliufe (etwa freier
Fall in der Nihe der Erdoberflache) angibt.

Polynomfunktionen sind sehr leicht zu differenzieren und zu integrieren und sind wieder
Polynomfunktionen:

n—1

P'(x)=a,+2a,x+..+na, \x"'=Y ka,x""
k=0

1 1 n - k
fP(x)=c+a0x+5a1x2+...+n+l a,x H:l;) ] e

Eine Polynomfunktion n-ten Grades ist durch ihre Koeffizienten eindeutig festgelegt. Man konnte
sie also auch als n+1-dimensionalen Vektor bzgl. der Basis  {1,x,x",...,x" } darstellen:

P(x)= . Die Koeffizienten sind wiederum durch die Ableitungen P an der Stelle 0 und

n

gewissen (blau geschriebenen) Zahlen gegeben, die durch das Ableiten entstehen.

Beispiel 1: P (x)=—1 +2x+4x2—%x3 P(0)=P"(0)=—1

P'(x)=2 -1+4 -2x+(—%) 3x° .
1 I)I!(O) 8

P''(x)=4 2 ‘14+(—=) -3 2 =——=

(x) (=3) 3 2x  —— T=4




P”'( ):(_l) 321 5'2((.)1)=—5 . Man erkennt hier im Nenner die Fakultét.
_P(0) __P'0) ,_P'(0) 1_P'"'(0)
Insgesamt hat man —1= 07 2= T/ 4= > ) 37 , sodass das
’ '’ rrs 3 (k)
Polynom auch in der Form P(x)zP(O)JrP (O)x+P (O)x2+P (O)x3:z P (O)xk
0/ 1!/ 2! 3/ = k!

geschrieben werden kann.

Das Erstaunliche ist nun, dass man beliebige Funktionen mit geniigend hohen Ableitungen durch
solche einfachen Polynome anndhern kann.

Beispiel: f (x)=sin(x) istunendlich oft differenzierbar.

Fr(x)=cos(x) f''(x)==sin(x) f'""(x)=—cos(x)f¥(x)=sin(x), ...

Ich bilde nun das Polynom 1. Grades und das Polynom 3. Grades als Ndherungen der Sinusfunktion
um die Stelle 0:

(o)
0 k./
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x*=sin(0)+cos(0)x=x

b
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sin(0) xz_cos(O) x3—x—lx3
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D /“(0)

x*=sin (0)+cos(0)x—
— k
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¥

Das Polynom 5.Grades schmiegt sich noch besser an:

_sm(O)xz_cos(O)x3+51n(0)x4+cos(0)x5:X 1 5, 1 s
2 6 24 120 6 120

x*=sin (0)+cos(0)x

3 f(k>(0)



Sei f:ISR—R eine Funktionaus C""' (d.h. n+1 mal stetig differenzierbar), dann heifit das
Polynom

das n-te Taylorpolynom von f an der Entwicklungsstelle x, .

Man sagt, dass die Funktion f bis zur n-ten Ordnung durch das Taylorpolynom entwickelt
(expanded) wurde.

Dabei gilt fiir alle x€/ wund jede beliebige Entwicklungsstelle x,€1

j" (x—2)"

2L ()

o (x—xo)k—i-

n (k)
-y 1
k=0 X,

Dabei heift das Integral das integrale Restglied R, /', , das angibt wie sehr sich die Funktion f
von dem Polynom unterscheidet.

all (x—xo)k fir n—oo

Ist f€C” und konvergiert die Folge von Taylorpolynomen Z

gegen f(x) ,so heiBt die Reihe

? (x_xo)k

o (k)
¥)=3 J

die Taylorreihe von f. Ist x,=0 so nennt man die Reithe auch Maclaurin-Reihe.

Beweis von (*) tiber vollst. Induktion:

. _ =f(0)(x) )0 , _ x ’
tar n=0 £ ()=l e UL gz (= 4 ] (2

Das ist der Hauptsatz der Differenzial-und Integralrechnung.

IS: n—nt+l :IV: f(x Zf +j =2 () g

n+l

IBfZ

x xo)k+j 7(()6 Z)};Hf("”)(z)dz

n+1)!

Beweis: Das Integral der IB wird {iber die partielle Integration umgeschrieben:

>n+l

j<€n_+zl)./ £z de=

(x_Z>n+l

(n+1)

n+1 :| f I’l+1 ) f(n+l)(z)dZ:

n+1



)n +1

_% f(”“)(xo) und auf das Integral die IV angewandt.
n+1)!

n+1 (k) RY n+1
. S (xo) Y (X_Z) (n+2) _
Also gilt Z(:) o (x—x,) +! (n1)] "N z)dz=

-0

und blau ) zur kleineren Summe zusammengefasst werden.

Bemerkung: Die Taylorreihe muss erstens nicht fiir jede Funktion konvergieren, (bspw. nicht fiir
Inx an der Stelle 1) und zweitens, falls sie das tut, nicht gegen f konvergieren ( bspw.
1

_ie ¥ x#0
=% o

sie das aber im Allgemeinen.

an der Entwicklungsstelle 0). Fiir die ,,iiblichen* Funktionen der Physik tut

Philosophische Bemerkung: Es besteht eine gewissen Ahnlichkeit zwischen dem Verhiltnis von
rationalen Zahlen zu irrationalen auf der einen Seite und dem Verhéltnis von Taylorpolynomen zu
den transzendenten Funktionen wie bspw. die trigonometrischen oder die Exponentialfunktion.
Die irrationalen Zahlen sind im Allgemeinen geometrisch definiert so dhnlich wie auch die
trigonometrischen Funktionen. Man néhert die irrationalen Zahlen iiber rationale an, indem nach
einer Dezimalstelle abgebrochen wird ebenso wie man transzendente Funktionen iiber
Polynomfunktionen, also rationale, annihert.

Es sollen noch die wichtigsten und einfachsten transzendente Funktionen mit ihren
Taylorpolynomen an der Entwicklungsstelle x,=0 angegeben werden (MacLaurin-Reihen):

3 0 2k+l
——+——. ——— firall
sinx=x ¢ 120 /;) 2k 1) r alle x
2 © 2k
CcosSx= 1——+——. Z ) fur alle x

2 24 =

2 0 k
e =l+x+>+..=Y = firallex
2 iz k!

Und fiir den Logarithmus an der Entwicklungsstelle x,=1

lnx:(x—l)—(x;1)2+(x;1)3—...:i(—1)“1@ firalle x€]0,2]



Besonders schon ist, dass die Entwicklungen auch fiir Funktionen mit mehrerer Variablen moglich
sind.

Es sollen Funktionen mit zwei unabhédngigen Variablen x , y betrachtet werden.

Sei /:G<SIR*->IR , wobei G ein Gebiet sein soll. Die Entwicklung von f bis zum
Taylorpolynom 2. Grades an der Stelle (x,,y,) :

f(x:J’)Nf(XO’yo)"'vf(xo:yo) '(x_xo +1 Hf(xo:J’o) :

R AR UE Y%l | wobei
y=yo) 2 y—yo) y—yo))
V der Gradientund H , die Hessematrix ist (also das Analogon des Gradienten fiir die 2.
Ableitungen) oder ausgeschrieben:

2 2
of 9L (x40, v0) (x0. 3,)
Flx,v)~ f(xo, yo)+ ax(xo’y()) X—X, +l X—Xx, ox> U0 0x0 070 X=X,
» » 2 2
ﬂ( )| A\ 2\y—y, o f ( ) ( ) Y=o
ay xOryO ayax xO yO 2 xo,yo

Beispiel: f (x,y)=sin(x)sin(y) an der Entwicklungsstelle (0,0) und (m/2,7/2) .

Zunichst die Ableitungen: a—fzcos( )sin( y) —fzsm( )cos( y)

oy
azf__. . ﬁzf__. . af 8f_
g b)) 5 e

(x)cos(y) ,sodass der

Gradient von fist V f= cos(x)sin (y; und H (cos(( x)sin(y) COS(X)COS()/))

sin(x) cos( / Jeos(y)  —sin(x)sin(y)
a) (0,0): f(x,y)~0+(8 i )(( )(i)) ( )( )—xy:Tzfm,o)

Gradient ist Null. Hessedeterminante ist negativ (-1). Hier liegt also ein Sattelpunkt vor.



) 1|0 x—m/2 x—m/2 0 ||fx—m/2]|_
b) (n/2,%/2):  f(x,y) 1+(O (y n/2)+2(y 7[/2)(( —1))()/—7[/2)

:1—(x—T[/Z)Z—(y—T[/Z)ZZTzf(n/z’n/z)

Gradient ist Null, Hessedeterminante ist positiv (1), also Extrempunkt. Weiter ist
of’

F |2, n2)=—1<0 . Hier liegt also ein lokales Maximum.
X

Bemerkung: Approximiert man die Funktion f durch das Taylorpolynom 2. Grades, so nennt man
dieses Taylorpolynom auch die Schmiegequadrik von f.

Ist die Funktion f eine Funktion mit mehreren Variablen, so ist ihre Schmiegequadrik folgende:

Tof o= f (e #V £ () =g+ (x=xg) {H (5] {x=x,)]

of o' f o' f

8—x1(x°) 0x 8x1( %) axlaxn(x")
Dabeiist V f(x,)= : und Hf(xo) : : oder

af 62f o’ f

ox, (xo) 0x 6x1( x) - 0x,0x (xo)

die Matrizenmultiplikationen ausgerechnet

f xo +Z

8xk 0 xk ka 5 e x sz)(xk_ka)



Beispiel: [ (x,y,z)=x+ye %:1 a—zez g—fzyez VfT=(1,eZ,yez

oy z
af o' f 0 azfzo o' f 0 62f:0 of _ -
0x’ 0x0y 0x0z 0yox 0y 0yoz
00 0
o' f Of . f
:O = = H: z
rox 0 Bzoy ¢ Gare HS0 0 &
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f(x:yxz)mf(xo’J’o’Zo)""l _(x_x0)+620(y_y0)+yero(Z_ZO)+
+%(O(x_xo)2+0(x_xo)(y_yo)+0(x_xo)(z_zo)+0(y_yo)(x_xo)+0(y_yo)2+ezu(y_yo)(z_zo)+
+0(Z_Zo)(x_x0>+ezo(z_zo)(y_yo)—i'yoezo(2_20)2)

Speziell fiir die Entwicklungsstelle  (x,,v,,2,)=(1,2,1) :
f(x,y,z)Nl—l—Ze—i—(x—1)—i—e(y—Z)—i-Ze(z—l)—I—%(e(y—Z)(z—l)—i—e(z—l)(y—2)+2€(z—1)2)

f(x,y,z)%x+ez(y+z—2)+e

oder fiir den Ursprung:  f(x,y,z)~x+y+2yz

Das n-te Taylorpolynom von f = f(x,,...,x,) an der Entwicklungsstelle x, unter den
entsprechenden Voraussetzungen ist:

D S T

x sz)(‘x x01)+

i I
n

1 o f
+§i;;_l ox,0x, axk(xo)(xi_in)(xj_ij)(xk_xok)+"'+

n

1 _Jf _ _
+ Z 8x ( )('xi, xoil)"'('xin in,,)

nl, = 8x

Fiir die Variationsrechnung:

Bezeichnet das Differenzial dx die infinitesimale Anderung des Wertes X, so bezeichnet
df  die damit einhergehende infinitesimale Anderung des Funktionswertes f (x) :

df = f(x+dx)—f(x) .

Ist f eine Funktion in mehreren Verinderlichen f (x,,...,x,,¢) und erfahren die Koordinaten eine
infinitesimale Anderung dx,...,dx,, dt ,so ist die entsprechende Anderung der Funktionswertes

df = f(x,+dx,,...x, +dx, t+dt)—f(x,,...x,,t)= afa’x+ +afdx +afdt .
ox, ox, ot



Im Unterschied zu einer wirklichen, physikalischen (zeitlichen) Anderung, versteht man unter einer
Anderung, die die Zeit fest lisst, eine virtuelle Anderung. Dadurch ist df=0 und die Anderung
des Funktionswertes schreibt man nach Lagrange mit 0 / sowie die entsprechenden
Koordinatendnderungen mit 0x,,...,0x, .Somit ergibt sich entsprechend:

Of=f(x+8x,,.x,+8x,,1)= f(x,,....x,,1)= gfax - +S){6x

Man nennt den Ausdruck 0 f'= Sf dx,+..+ gf dx, die erste Variation der Funktion.
X, X

Man kann auch die infinitesimalen Elemente dx; durch endliche ausdriicken: 0x,=e€a, , wobei
a, die Richtungskosinus sind und € eine positive Zahl, die man gegen Null streben ldsst.

Man hat dann 6f:%eal+ +ﬂea e(g—fal—i-...-l-ﬁan) oder
1

ox X, 0x

n n

8 _9f g 4.+

€ _le Wa

die Anderungsrate der Funktion in die gegebene Richtung, durch die Richtungskosinus ausgedriickt.

Wenn die Funktion einen stationiren Wert hat, so muss die Anderungsrate in jeder Richtung Null
sein, also muss gelten

ﬂa +.. +ﬁa =0

Ox, ox,
fiir alle Richtungen (a,,...,a,) (undalsoauch & f=0 ).Dann miissen die Koeffizienten auch
alle Null sein: /\ of =0 .
0x;

Umgekehrt ist /\ %zo ,dannist & /=0 und auch die Anderungsrate in jede Richtung
k k
Null.

Alsoist /\ g—fzo oder O f=0 hinreichend und notwendig fiir einen stationdren Wert von f.
k OXk

n 2
? o f a;a, .Man erhilt dies auf folgende
i1 0x,0x,

Die zweite Variation der Funktion ist & f:=¢

Weise:
fy)=f(y,..y,)=f(x+ea,, .. x,+ea,) y,=x=(x,,..,x,) mit e=0 .

f(y) werde an der Stelle y, durch das Taylorpolynom 2. Grades approximiert:

of 1y _Of _ _
f(y) .Vo +Z oy, .VO) (J’k yOk) lkzl aylayk(J’0)(yi in)(yk yOk)



Aufgrund der Kettenregel gilt

d(x, +
of _of . (x, eal):af und of __of , sodass wegen

O0x; 0y dx 0 Vi 0y;0y, 0x;0x,

Vi~ Yo=X,tea,—x,=ea, gilt

1< 0°f
a,+— , d
f(y)—f(y,)= Z an 2”{2::1 a)Ci(,axk(x)ea,eak oder
1.y @
f(y)-r(y,) Nez an ‘a, +2e ) k_lvafm(x)aiak und da

f(y)—f(yo):f(x1+ea1, v x,t+ea, )—f(x,,...,x,)=8f gilt weiter

- 0 1,y &
Sf~e) —f(x) -ak+5€2 2 lax({x (x)a,a,
i k= i k

Wenn nun x cine stationédre Stelle ist, dann ist A 2—f=0 ,also fallt der erste Summand weg
k X

und es bleibt auf der rechten Seite —e )a.a, iibrig. Fiir sehr kleine € konnen die

8 X, 8 X
i,k=1 k
hoéheren als die 2. Glieder (die ja in 3. und hoherer Potenz von € vorkommen) ohnehin
vernachldssigt werden.

Es bleibt also die Variation in zweiter Potenz erhalten und die wird mit &° f bezeichnet:

n a2f
62 — 2 A
f € ot axiaxk (x)atak
Ist nun zusitzlich & />0 fiir alle Richtungen a=(a,,...,a,) ,dann ist
f(x+ea,,..,x,+ea,)— f(x,,...,x,)>0 und x muss mithin eine lokale Minimumstelle sein.

Ist zusitzlich &° /<0 fiir alle Richtungen a=(a,,...,a,) ,dann ist

f(x,+ea,,..,x,+ea,)— f(x,,..,x,)<0 und x muss eine lokale Maximumstelle sein.

Das Vorzeichen der zweiten Variation liefert also ein Kriterium fiir die Art des Extremum,
vorausgesetzt, dass &’ f #0 in jeder Richtung.

Es ist jedoch nicht immer notwendig, die zweite Variation zu bemiihen, falls aufgrund des Problems
klar ist, dass etwa ein Minimum vorliegen muss. Dann reicht die stationére Stelle aus.



