Darstellungstheorie

Manfred Horz

Die (lineare) Darstellungstheorie versucht schwer zu durchschauende Eigenschaften von gewissen
Gruppen (oder Algebren) durch strukturerhaltende Abbildungen auf Matrizen, deren Eigenschaften
gut untersucht sind zu klédren. Ist in einem Vektorraum eine Basis vorgegeben, so konnen
(quadratische) Matrizen als Beschreibungen von Automorphismen (bijektive strukturerhaltende
Abbildungen, d.h. bijektive lineare Abbildungen) des Vektorraums in sich selbst angesehen werden.

So spielen Darstellungen in der Elementarteilchenphysik und Atomphysik eine wichtige Rolle,
ebenso in der Molekiilphysik und Chemie, aber auch innerhalb der Mathematik, wo sie ihre
Anfange hatte (Frobenius), ist sie von eminenter Bedeutung. Beispielsweise wurde beim Beweis des
Primzahlsatzes von Dirichlet (dass jede arithmetische Folge unendlich viele Primzahlen als Glieder
enthilt) oder beim Beweis des groflen Satzes von Fermat ( x"+ y"=z",n>2 keine Losung in

IN ) die Darstellungstheorie verwendet.

Beispiel 1: Sei K ein Korper, der auch als Vektorraum (Koordinatenraum) der Dimension 1
aufgefasst werden kann. Die invertierbaren 1 x 1 Matrizen, also i.A. die Zahlen, sind dann aus
K =K\ {0} ,die die,,Automorphismen® von K —K bezeichnen, die allgemeine lineare
Gruppe bzgl. der Multiplikation: GL(1,K) . Dennist k€K\{0} , dann ist
¢:K—K ;arq(a)=k -a eine Homomorphismus, denn o(ha+b)=k (ha+b)=

=k ‘ha+k -b=Nk -a)+k-b=Ng(a)+q(b) . wistinjektiv:p(a)=¢(b)=>ka=kb=a=b

und surjektiv:b€EK = es existiert ein a €K mit b=¢(a)=ka da a=-— ; da k#0 . Also ist

| o

¥ ein Automorphismus.

Die Darstellung, die jedem Gruppenelement g€G den identischen Automorphismus

¢la)=1 -a id,=1 zuordnet, heiBt triviale Darstellung: 1:g— 1

Beispiel 2: Eine Darstellung der zyklischen Restklassengruppe
Z,=Z[2Z={[0],[1]} mit der Addition ist die Abbildung auf die komplexe multiplikative

Einheitengruppe € =C\{0} , die das Gleiche ist wie die Gruppe der Automorphismen
GL(1,C) : [0]—e"’=1=id; [1]—¢"'=—1 .Dieser Homomorphismus (die Darstellung)

ist sogar injektiv. Man nennt die Darstellung dann freu. Diese Darstellung hat die Dimension 1, da
der Vektorraum C als Koordinatenraum tiber C , der sogenannte Darstellungsraum die
Dimension] hat.



Beispiel 3: Sei G die Restklassengruppe  (Z; +)=({[0],[1].[2]}.+) und V=IR® Vektorraum
1 0 0

mit der Standardbasis €;;=|0 |- €¢11=|1].€2;=(0]| .Fir [0] sei p[O]:IR3—>IR3 linear mit
0 0 1

€lo1P o1 01=€0] 5 €117 €01 =€) €21 €lojs (=€ »also  Proy=id . Sie ist sicher
) . .. . . 3. . _ .
ein Automorphismus. Fiir [1] sei pp:R*=R" linear mit e;y~e 1, 0=€¢ 1 >
eP e 1=Cn) > €7 € =C€n; - Auch hier liegt ein Automorphismus vor:

a
P|| b :pm(a6[0]+be[1]+c6[2]):ap[l](e[0])+bp[1](e[l])+Cp[1](e[z]):ae[1]+be[2]+ce[O]: a
C

9

S

. . D3 3 4. . _ . — .
Und fiir [2] sei pp:R*=R™ linear mit ey~ €51,001=€01 5 €1 €21e111=C0] >
€1 €21 =€p1; - Diese Abbildung ist ebenfalls automorph, denn

a b
Pry|| & :p[z](aem]+be[1]+ce[2]):a9[2](8[01)+bp[ZJ(e[l])JGC[ZJ(e[z]):a epthegtee = c
C a

p: Z3—>Aut(IR3) ist eine lineare Darstellungen von Z; , die jeder Restklasse eine zyklische

Permutation der Koordinaten von |R’> zuordnet. Man sagt, dass die Darstellung vom Grad 3 ist.
Weiter ist p:G— Aut(V) ein Homomorphismus, der die Struktur der Gruppe, d.h. die
Restklassenaddition auf die Struktur der Automorphismengruppe, d.h. auf die Hintereinanderaus-
fiihrung iibertrigt: bspw. ist [1]+[2]=[0] inGund Pro1=Pr11+(21=P11°P21 , da

p[o](a,b,c)Z(a,b,c) und p[1]°p[2](a:b:c):p[l](b:cya):(a:b»c)

Da jedem Automorphismus @: ¥ =V  bei einer gegebenen Basis B=1{b,,...,b,} vonV eine
quadratische Matrix A=(a;) zuordenbar ist: @ (6,)= Z a5b; mit det A#0 und umgekehrt,

kann die Gruppe dieser invertierbaren (d.h. reguliren) Matrizen GL(n,K) , die sogenannte

allgemeine lineare Gruppe (general linear group) anstatt der Automorphismengruppe gewahlt

werden. Im Fall dieses Beispiels sind die zugeordneten Matrizen: M =E M, =

S = O
— o O
S O =



1 0
0 1| . p([0])=E;p([1])=M ;p([2])=M, oderkurz: p([k])=M,
0 0

p([k1+[11)=p([k]) -p([/1)=M, -M, .Wihlt man anstatt der ganzen Automorphismengruppe
die Untergruppe der drei angegebenen Automorphismen bzw. die drei angegebenen reguliren
Matrizen (die eine Untergruppe der SL(3,IR) ist, da alle ihre Determinanten 1 sind), so ist die
Darstellung nicht nur ein Homomorphismus, sondern sogar ein Isomorphismus.
Definition 1: Ein Homomorphismus p:(G,*)—>GL(V )=Aut(V) von einer Gruppe G in die
Automorphismengruppe (Aut(V),°) eines Vektorraums V iiber einem Korper K heif3t lineare
Darstellung von G. Es gilt also: p(g*h)=p(g)°p(h)
V heiflt der Darstellungsraum und die Dimension (Grad) der Darstellung wird als Dimension
des Darstellungsraums definiert: dimp:=dimV .
Ist eine Basis von V gegeben, so konnen die Automorphismen durch Matrizen mit Eintrdgen aus K
angegeben werden. Die ,,general linear group GL(V) ist dann isomorph zu GL(n, K) der
allgemeinen linearen Gruppe der invertierbaren Matrizen, mit n=dimV .
Ist der Darstellungshomomorphismus injektiv (Monomorphismus), so nennt man die Darstellung

treu.

Satz 1: Fiir jede Darstellung p:G—GL(V) istauch detp:G—GL(1,K); g~ detp(g) eine
(eindimensionale) Darstellung.

Beweis: detp(g*h)=det(p(g)op(h))=detp(g)-det p(h)

Beispiel 4: (Verallgemeinerung von Beispiel 3)
Sei (G,°) eine endliche Gruppe der Ordnung m und V ein Vektorraum der Dimension m. Seine

Basis B sei indiziert mit den Elementen von G:  B=1{b,/g€G} . Fiirjedes g€G sei

P! V-V Homomorphismus mit pg(bh>|—>bgch , heG .Esgiltalso

pe (V) =p (2 by =2 aup, (b)=2 by p, istinjektiv, denn  p,(v)=p, (u) e

heG heG heG



< Z ahpg(bh)_z ﬁhpg(bh):()<:> Z (ah_ﬁh)bgoh:()@h/E\Gah:Bh:)V:u )

heG heG heG
Pg ist surjektiv: Zundchst wird gezeigt, dass die Links-Operation gauf G: G—G;h—~goh
surjektiv ist, denn zu kK €G Dbildet man das Inverse zu g und verkniipft es linksseitig mit k:

h:=g 'okeG .Zu k€G gibtesalsoein h€G mit k=goh ,da goh=gog 'ok=k

Sei nun V:;O‘kbkEV .Zu keG gibtesin h€G mit k=goh |, also gilt

V= Z OLgohbgch: Z agohDg(bh):Dg(Z OLgchbh) mit Y= Z agohbhe 4 .Alsoist Pg ein
heG heG heG

heaG
Automorphismus von Vauf V. Und p:G—GL(V); grp , 1st lineare Darstellung von G vom

Grad m und heiBt die reguliire Darstellung von G.

Beispiel 5 und Definition 2: (Verallgemeinerung von Beispiel 4)

Sei X eine endliche Menge (Indexmenge) und G operiere auf X von links, d.h.

>:GXX—X (g, x)~gl>x mitden beiden Postulaten:

(1) Identitét: N el>x=x

x€X

. 1 o .. ) A\ ch\D>x=oD>(hD>
(2) Vertriglichkeit mit Gruppenverkniipfung: ¢ heGixe X(g )D>x=gD>(hl>x)

was bedeutet, dass g°/ eine Komposition der Einzeloperationen bewirkt.

Die Operation gP>X vongaufalle x€X bewirkt auf X eine Transformation

0,:X—>X;x~0, (x)=gl>x ,die bijektiv, also eine Permutation von X ist: 1. injektiv:

0,(x)=0,(y)=gD>x=gD>y=g D> (gDx)=g '>(gD>y)Z(g "o g)>x=(g og)>y=
:ebx:eby(:lgx:y und sie ist surjektiv: Sei  ye X=x:=g¢ '[>y xist Urbild vony:

0,(x)=gDx=g>(g D y)=(gog ')>y=eD>y=y
G nennt man auch die Transformationsgruppe von X.
(In Beispiel 3 war die Transformationsgruppe G=(Z;,+) und X=R® . g=[1] etwa

operierte auf X folgendermaBen: 6,,((a.b,¢)):=p((a.b.c))=[11>(a,b,c)=(c,a,b)
Man erkennt hier die Permutation sehr einfach.)

V sei ein Vektorraum mit Basis B=1{b,/x€X} .Fir g€G sei p,:V -V, b.rp,(b)=b,..



eine lineare Abbildung.

Sic ist injoktiv:  4-VEV mitu=2, ab iv=2 b, o (4)=p (v)=>

xeX xe€X

=p (2 o,b)=p (D B.b,)= D ap,(b,)=2 B.p,(b,)= D ocxbgm—ZXﬁxbgﬁo:

xeEX xeX xe€X xeX xeX

=2 (0 =B)bes=0= N a,=p.>u=v

xeX

Sie ist surjektiv: Sei veEV mitv=) B.b, ui=2 Bxbg*‘DXEV . Dann gilt:

x€X x€X

pg(u>=pg(2 Bxbglm)= 2 Bbylbyn )= 2 By = 2 b= 2 BBy

vex vex
Alsoist p,EAut (V) und p: G- Aut(V);grplg) :=p, eine lineare Darstellung von G und
sie heiBt die Permutationsdarstellung von G bzgl. der Indexmenge X. Denn G permutiert die
Indizierung der Basis B={b,/x€X} vonViber 0,:X—X;x~0,(x)=¢g>x und damit die
Koordinaten von V bzgl. B. Man kann das gut sehen, wenn man anstatt die Indizes der

Basisvektoren mittels g zu permutieren b —b die Indizes der Koeffizienten mittels

gbx

o ' permutiert o o o', und die Basisvektoren fest lasst, was auf das gleiche Ergebnis

herausliuft. Ist bspw. ndmlich =R’ und u=0,b,+0,b,+a;b€V und 6,(1)=2;
0,(2)=3,0,(3)=1 also die Permutation 0,:(1,2,3)~(2,3,1) , dann st

)=a’lpg(bl)+a2pg(b2)+a3pg(b3):a‘lbng+a2bgl>2+a3bgl>3:a1b2+a2b3+a3b1:
bitobytoyby=a . bito,,byta by mit eg,l(1,2,3)=(3,1,2) . wobei

p, (u
O3

Definition 3: Zwei lineare Darstellungen p,:G— GL (V,),0,:G—>GL(V,) der gleichen Gruppe
und gleicher Dimension hei3en dhnlich oder dquivalent oder isomorph ( P;,~p, ), wenn es
einen Vektorraum-Isomorphismus T:V =V, gibt,der P1 in P2 transformiert, d.h. der die
Gleichung T°p, (g)=p,(g)ot oder top,(g)ot'=p,(g) oder p,(g)=1"op,(g)ot fiiralle

geG erfiillt:



V=V,
pilg)d In.leg)  (kommutierendes Diagramm)
Vier,

Ist B, eine Basisvon ¥, und B, Basisvon ¥, und schreibt man die Automorphismen
p,(g) bzw. p,(g) in Matrixform R, , bzw. R, , ,dann miissen diese Matrizen (fiir alle g)
dhnlich sein, d.h. es muss eine invertierbare Matrix T existieren, sodass fir alle g€G gilt:

T R, T '=R,

8 "

Solche Darstellungen konnen also identifiziert werden. Jedes X€V, entspricht dem T(x ) eV, .

Beispiel 6: Sei G=<a>={e,a} und V,=R’ mit Standardbasis B,={e,, e}

und pl(e):idVl und pl(a):Vl—>V1 linear mit e,~e, e,»—e, ,dh.ist v=0,e,t0e,

p.(a)

0‘0) > ( o ) x-Achsenspiegelung. Die zu P, (e)

dann ist pl(“)(v):aoeo_alel , d.h.
oy -0y

1 0

0 1):E und diezu py(a) gehdrige Matrix ist Rl’”:(l 0)

gehorige Matrix ist Rl,e:( bo
V,=C mitBasis B,={L,i} und p,(e)=id, und p,(a):V,~V,;v=a+ibov=a—ib ist

ein Homomorphismus, der zugleich injektiv und surjektiv ist, also ein Automorphismus.

1 0

0 1)=E und diezu  p,(a) Rz,az(l 0)

Die zu p,(e) gehorige Matrix ist R2,e=( 0 -1
P1 und P2 sind also lineare Darstellungen von G in  GL(IR?) bzw. GL(C) vom Grad 2.

Der Vektorraum-Isomorphismus ist  T: R’-C;t (ogeptay e )=ay+o,i ,denn T istlinear, er

ist injektiv und surjektiv. Man zeigt leicht, dass p,(e)=1"'op,(e)ot .Ich zeige
pi(a)=t"op,(a)ot .Sei v=0yep+a,e,€R’ ,dannist p,(a)(v)=ae,—a e,

t(v)=oyta,i pyla)(ogtoi)=o—a,i T (ag—0i)=0ge,—ae, - Alsosind die beiden

Darstellungen dquivalent. Die Matrix T ist die Einheitsmatrix.



Bemerkung: Ist e das neutrale Element der Gruppe Gund g~ das Inverse des

-1

Gruppenelements g , so gilt (1) ple)=id, (2) p(g =p(g)
Beweis:
(1) Sei weV beliebigund v=p(e)'weV ,dannist

w=p(e)v=p(e*e)v=(p(e)op(e))v=p(e)(p(e)v)=ple)w ,alsoist ple)=id, .

-1 —1

) plg)'=id,op(g) ' =ple)oplg) ' =plg *g)oplg) =(p(g ' )op(g))oplg) =

=p(g )olp(g)op(g))=p(g ' )eid,=p(g™') .

Bemerkung: Die Aquivalenz von Darstellungen ist eine Aquivalenzrelation und zerlegt die Menge
aller Darstellungen in Klassen. Treue und Dimension sind Klasseneigenschaften, d.h. sie bleiben
erhalten unter Transformation in dquivalenten Darstellungen.

Beispiel 7: 1. Eine treue 2-dimensionale Darstellung von Z,=Z/nZ ist

21k . 2nk
cos( , ) —sin( . )
: . [ = i €N, k€N
p:2,~GLI2,R)[k1=p((k)=| " S| mit 0
sin ) cos|( )
n n
2k . (2mk
cos|( ) —sin( ) ok ok
denn: a) det " " =cosz( )+sin2( )=1 , also sind die Matrizen
. k 2k n n
sin ( . ) cos( . )

reguldr und aus GL(2, R) und sogar aus SL(2,R) , also Drehungen der Ebene um den Winkel

2nk
a:
n

b) P ist ein Homomorphismus:

2nk, 2mnk, . (2nk, 2mnk,
cos + ) —sin( +—2)

oLk + U D)=pllk+hD)=l 0 % ot anp [FPURD (lk])
sin ( " 1+T2) cos( " 1+Tz)

da fiir die Drehmatrizen P gilt: p(oH—B):p(cx) -p(B) .

P ist injektiv: p([kl])=p([kz]) . Das ist im Grundbereich [0,27[ nur moglich, wenn



1 k, . k, k, .
cos(a)=cos(2m—a) oder cos(2n7)=cos(2n—2n7) , wobei 2n—2n7:2n7 , das gilt

wenn k,=n—k, . Fiir die gleichen Sinuswerte muss dann gelten:

k —k
sin(2m—)=sin(2n (n—ky) )=sin(2m—2m—)=sin(—2 n—)=—sin(2x—) und das gilt nur,
n n n n n

wenn 27[—1=0\/2Tt—l=rt<:>k1=0\/k1=2 .
n n 2
n n_n
Dk =0=k,=n=[k ]=[k,] 2)kl:5:k2=n—§=§=>k,=k2=>[kl]:[kz] .
27
2. Ist C —e " die erste n-te primitive komplexe Einheitswurzel, so ist

p:Z,—GL(1,C)=C";[k]~p([k])=C]

n

eine treue Darstellung der Restklassengruppe der

Dimension 1.

denn: Die reguldren 1x1-Matrizen aus C sind die komplexen Zahlen z auler der Null, da
2nik
det z=z#0 sein muss wegen der Regularitit: € .Fir 1<k<n sind die p([k])=e "

die primitiven komplexen Einheitswurzeln. Liegt k auBerhalb, so wiederholen sich die
Einheitswurzeln zyklisch.

P Ist Homomorphismus:

2ni(k,+k,) 2mil(k,) 2mi(k,)

p([kl]+[k2])=p([k1+kz])=e " =e " e " :p([kl])+p([k2]) und da der

C - Vektorraum C isteindimensional, da {1+i} Basisvom C :zubeliebigem z€C mit
b+a

2
z=A (14i) . Alsoist P eine eindimensionale Darstellung.

und kzz—b_a , sodass

z=a+ib gibtes einen Skalar A=A,+iA,€EC mit A= 3

2mik, 2mik, k

Sie ist treu, also injektiv, weil:  p([k,])=p([k,])=e " =e " :e’”zO:%zlﬁklzkz
2

Jeder Restklasse wird also eineindeutig eine primitive Einheitswurzel zugeordnet mit gleicher
Gruppenstruktur.

P Ist aber nicht surjektiv, da nicht jede komplexe Zahl die Linge 1 hat.

Definition 4: Sei U<V ein Unterraum von Vund p:G—GL ( V) eine lineare Darstellung von

G auf dem K-Vektorraum V. Der Unterraum U heil}t invariant oder stabil (unter p ) oder

p-invariant oder Unterdarstellung von V, gdw g/e\G pg( U)eu , (pg :=p(g)) oder, dass



AN A\ pg(x)EU
g€eG xeU '

Bemerkung: Beschrinkt man die Automorphismen Pg auf U, so sind die pg :U-U
Automorphismen von U und natiirlich immer noch linear, und es gilt: p" ist weiter ein
Homomorphismus, denn  p(g*4)(v)=p(g)ep(h)(v) gilt ja allgemein fir alle vEV , dann gilt
es erst recht fir alle veU , also gilt p"(g*h)=p"(g)op’(h)

Alsoist pY:G—GL(U) eine lineare Darstellung von G auf U, so dass es gerechtfertigt ist, U als

Unterdarstellung zu bezeichnen.

Bemerkung:
(1) Natiirlich ist V auch eine Unterdarstellung (invarianter Unterraum) von V.

(2) Der triviale Unterraum {0} ist stets Unterdarstellung (invarianter Unterraum) von V:

denn A A plglue{0} ,da p(g)o=0 .

gEGue{0}
1 3
Beispiel 8: Wihlt man im Beispiel 3 den Vektor V=e¢o;+¢€;;;1€5,=|1|€R" und als Unterraum
1
a
U=<v>={x/x=|4|;a€R} von p=R’ ,so gilt fiir beliebiges Py EAut(V) ,
a

k€{0,1,2} - xé\Up[k](x)Zx

Also ist U (besonders) invariant unter P und U ist demnach ein Unterdarstellung und die
Beschrinkung pY:Z;—Aut (U) von P auf U eine lineare Darstellung der Dimension 1.

Definition 5: Eine Darstellung p:G—GL (V) bzw. der Darstellungsraum V heif3t irreduzibel,

wenn es nur die beiden p-invarianten Unterrdume {0} und V gibt, andernfalls heil3t sie
reduzibel.

Beispiel 8 zeigt, dass die Darstellung  p: Z;— Aut(R’) reduzibel ist. Jedoch ist die Darstellung
p|U:Z,—Aut(U) von Z, irreduzibel
Bemerkung: Die Darstellungstheorie bemiiht sich um die Klassifikation irreduzibler (einfacher)

Darstellungen. Die irreduziblen Darstellungen einer Gruppe sind sozusagen die Grundbausteine der
Darstellungen der Gruppe.



Definition 6: Sei V ein K-Vektorraum und U und W zwei Unterrdume. Dann heif3t der von
UuW erzeugte Unterraum die Summe von Uund W: U+W=<UUW> .
Gilt zusdtzlich UNW={0} , dann heiB3t die Summe direkt und wird geschrieben als

UeW (die innere direkte Summe).

Satz2: UtW={xeV/ V X=u+w}

welU wew . Ist die Summe direkt, so ist die Summe

1
eindeutig: U®W={x€V/ V x=u+w} undesgilt: dimU@®W=dimU +dimW
uelU,weW

Beweis: Sieche mathematische Notizen.

Bemerkung: 1) Ist V=U®W |, sonennt man U und W zueinander komplementér und
V=U®@®W eine Zerlegung von V.

2) Ist U Unterraum von V, so gibt es immer (mindestens) einen zu U komplementdren Unterraum
W. Meistens mehrere (siche mathematische Notizen).
Beispiel 9: V=R’ U=<{(1,0,0),(0,1,0)}> wW=<{(0,0,1)}> dannist V=Ue&W

W ist das Komplement von U in V und umgekehrt.

Definition 7: Sei V=U®W .Eine Abbildung p,:V -V x=u+ww~u heilt Projektion von

Vauf U. Und analog p,: V-V ;x=u+w~w die Projektion von V auf W.

Beispiel 10: V=U®W mit V=R’ U=<{(1,0,0),(0,1,0)}> Ww=<{(0,0,1)}>

a a 0 a a a 0 0
PR =R x=p|=p |+ 0|>|[p]| und Pw:R=R:x=[p|=|s|+[0]|~|0] sind die
c 0 c 0 c 0 c c

beiden Projektionen.



Satz3: V=U®®W .Die Projektionen sind lineare Abbildungen. Fiir die U-Projektion

py VoV, x=utweu gilt

@) im(py)=p,(V)=U @) ker(py)=p,(0)=w @) pylx)=x firalle xeU
Also gilt: V=im(p,)@ker(p,) undanalog V=im(p,)@ker(p,) oder

V=U®ker(p,) bzw. V=Waker(p,)

Bemerkung: auf (1) kann verzichtet werden, da (1) aus (3) folgt:

er(:3>)pU(x)=x=>x€im(pU) also  U<im(p,)

xeim(pU)ﬁerx=pU(y) pov)=py(y,+v,)=y,€U>x€U also im(p,)SU

alsoist im(p,)=U ,also (1).
Beweis: pU(x1+x2>:pU(ul+W1+u2+W2):ul+u2:pU(xl)+pU('x2)

pU(kx)szO"(u"'W)):pU()"“+}"W)=}"u:)"pu(x)
(1) yEpU(V)=>y=pU(x)€U mit xeV=yelU . y€U=>y=pU(x)mit xEV:>y€pU(V) .

2) po(0)=0+W=W

3) XEU=>pU(x)=pU<u+0)=u=x



Beispiel 11: V=R> U=<{(1,0)}> (x-Achse), W=<{(0,1)}> ,dannist V=U®W .
py V=V, x=ut+weru oder (a,b)=a(1,0)+b(0,1)(a,0) Projektion auf x-Achse.
im(p,)={(a,0)/a€R}=U  ker(p,)=1{(0,b)/bER}=W  p,((a,0))=(a,0) also

V=im(p,)®ker(p,)

W= ker(pU)

I I P U=im(p)

Satz3'": Ist p:V —V linear mit in/rI\l(p)p(X):x ,dannist V=im(p)®ker(p) und

p ist Projektion von V auf im(p) ,d.h. p:V=im(p)®ker(p)—im(p) u+wru
Beweis: =i x€imp( p)@ker(p)=x=u, +1,= plx)=plu,) + plu;)=p (u,}+0=u €V
u,Eker (p)SV =>u,€V=x=u,+u,€V

=: ker(p)SV und im(p)sV .

Fall 1: Ist V=im(p)=V=im(p)®ker(p) mit ker(p)={0} weil ker(p)2{0,x} mit
x#0=>dim ker( p)>1 im Widerspruch zu Satz 2.

Fall2:Ist psim(p)=V=im(p) UR (RistderRest). Sei x€V.

Ist x€im(p)=>x=x+0 eindeutig und also x€im(p)®ker(p)

x¢im(p)=x#0 (da p(0)=0) und xER; Vv p(x)=yund p(y)=y=p(x—y)=0

Ist yeim(p)

also x—y€ker(p) Also x=y+(x—y) mit y€im(p) und x—y€ker(p) . Annahme, die



Summe wire nicht eindeutig, d.h. es gibe z€im(p) und x—zE€ker (p) mit z#y und
x=z+(x—z) =p(x)=p(z)+p(x—z)=p(z)=z undda p(x)=y=z=y Wid. Also istdie

Summe eindeutig und demnach x€im(p)®ker(p)

P

Sei veEV mit v=u+weo p(ut+w)=p(u)+ p(w)=u+0=u

Also ist p Projektion von V auf im(p)

Beispiel 12: V=R’p:V =V ;(a,b)~(b,a) istlinear mit im(p)=V und ker(p)={0} und

V=im(p)®ker(p)

Bemerkung: Beispiel 12 ist Beispiel fiir Fall 1 und Beispiel 11 fiir Fall 2.

(bijektive Beziehung zwischen was genau? >S.6)

Satz4:Ist p:G—GL(V) eine lineare Darstellung von G in V und ist U ein Unterraum von V,

N p,(U)cU
g€l

der invariant ist unter G (d.h. , also Unterdarstellung von G). Dann existiert ein

Komplement Wvon UinV( V=U®W ), das auch invariant unter G (Unterdarstellung von G)

N\ p,(W)cw

1st: 2eG

Beispiel 13: =R’ , U=<{(1,0,0),(0,1,0)}> G=({[0],[1]},+)=Z,

p:G— Aut(V),;ppy=id, ,pyy:(a,b,c)~(b,a,c) Homomorphismus, da
PP =id v =Prg) .

U ist invariant unter P ,da p=id, und p,y(a,b,0)=(b,a,0)€U . Zu U gibt es das

Komplement W =<{(0,0,1)}> mit p,,(0,0,¢)=(0,0,c)EW | das also invariant unter G ist.

Beweis: Sei W' ein (beliebiger) komplementédrer Unterraum von UinV: V=U&W'

(siehe math. Notizen). Sei p, die U-Projektion von V auf U. Nach Satz 3 gilt: U=im(p,,)



W'=ker(p,) xé\UpU(X)z

Seinun P, das arithmetische Mittel der Konjugierten von p, bzgl. der p, g€G

Dy= oF d( G) Z PeoPy° Py ¢ . Essoll gezeigt werden, dass Py eine Projektion von V auf U ist.

g€l

Pe sind Automorphismen von V nach V. Also auch p:
Zuerst: PV -V istlinear. Sei x€V o, (x)€V , pylp, (x))EU
—1 * . .
pe(Pulp, (x)))€U (*) weil U stabil unter G.

Da py,p,, P, :V—V zum Endomorphismenring End (V) gehdren, ist auch
-1 . Z o o -1 . .
§p:=PgoPu°Py €End (V) ,also linear. Also auch . Pe°Pu°Pe  und da mit einem
ge
Endomorphismus ¢ auch A¢ mit A€EK auch p; undzwarist py:V—U | denn:

xEV:cpg(x)EU nach (*). Also auch Z‘écpg(x)EU und
g€

ﬁU(x)zord(G)xEU:pU Zq)g EU . AuBerdem: im(pNU)QU (*%).

ord

Ist x€im(p,) ,also x€U=p, (x)€U da p,:U—U Automorphismus.

pU<p;1<x>>=p:<x>, Da QUPU<X>=X C a¥)=p,pulp (x)=p, 0, (x))=x=
N pNU(x):X )

Z cp =ord (G)xeU=p, (x xeim(p,)
U

g2€CG

ord ZCPg =x€U | also

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 3' fiir P, erfiillt und es gilt, da fir x€U= p, U('x )=x
und mit P, (x)€im(p,) auch x€im(p,) mit (**): im(p,)=U .Nach Satz 3' folgt:

V=U@®ker(p,) und Py ist Projektion von Vauf U:  p,:U®ker (p,)~ U u+wou .

Zu zeigen bleibt, dass ker () invariant unter G ist: g/e\G pgker (pu))Sker(py) .

Dazu soll nachgewiesen werden, dass P, mitallen P, mit 2<€G kommutiert,

hé\G Pro Pu=Pu°Pi (+++). da alle Abbildungen aus dem Ring End (V) sind

~ -1 -1 1
P42 PyoPy =P,° Ord(G Zpg PuoP, |°p; —Ord(G)th P.° PuoP, °P,

g€G geG



_ 1
Z ph*go pUOp(h*g)"_ 01"d<G)

g2€G

1
ord (G)

> Pie® PuoPmg=Py ,da hEG bijektiv auf G

g€CG
operiert.
Sei xeker(p,) und g€G = p,(x)=0= p,op,(x)=p,° ,(x)=p,(0)=0 dh

pg(x)Eker (p,) und damit P, ker (p,)—ker(p,) oder pg(ker (p,))ker (p,) q.e.d.
Bemerkung: Sei V ein K-Vektorraum. Der Endomorphismenring End (V) ist ein K-Ring (siche
mathematische Notizen).
Satz 5: Ist der Vektorraum zuséitzlich mit einem Skalarprodukt <x|y> versehen (das semilinear
in y ist, linear in x und positiv definit) , das unter G invariant ist, d.h. dass

<p g(x ) ng(y) >=<x|y> fiiralle g€G ,undist U invariant unter G, so ist das orthogonale

Komplement W von U in V stabil unter G.

Beispiel 14: Sei =IR> und <x|y> das Standardskalarprodukt, das unter
G=({g, g }.°) mit g,=id, und g,(a,b)=(a,—b) (x-Achsenspiegelung) invariant ist
unter G: <g1(a,b)|g1(c,d)>=ac+bd=ac+(—b)(—d)=<(a,b)|(c,d)> s fir g, trivial.
Sei U=<{(1,0)}> mit W =<{(0,1)}> .U iststabil unter G: Sei x€U=x=(\,0)
g, (x)=g,(h,0)=(1,0)€U . Auch W =<{(0,1)}> iststabil unter G: x€W " =x=(0,u)
und g, (x)=g,(0,u)=(0,—u)ew~

W~ muss jedoch nicht stabil sein, wenn U nicht stabil ist, wie folgendes Bsp. zeigt:
U=<{(1,1)}> nichtstabil,da g,(1,1)=(1,—1)U .Auch W =<{(—1,1)}> istnicht

stabil, da g, (—1,1)=(—1,-1)gw " .

N g(U)

Beweis: Sei U Unterrum von V stabil unter G, d.h. 2€G SU  Das orthogonale

1. —
Komplement von U ist 4 .—{xEV/yé\U<x,y>—0} . Sei xéW" und yeU=

=><x,y>=0und g(y)eU . <g(x), g(y)>=<x,y>=0=>g(x)eW" ,alsoist W"

invariant unter G. Weiterist V=U@®&W ™" ,daerstens UNW" ={0}: Sei xeUNW "=



xEUAXxEW '=<x,x>=0=>x=0 .Dass W?* Unterraum von V ist, ist klar:

X, X, EW S, yEU=<x,+x,|y>=<x,|y>+<x,|y>=0+0=0=x,+ x,€W .
MNEKAXEW ", yeU=<hx|y>=A<x|y>=k 0=0=>hxeW " .Bleibt zu zeigen, dass
VeUeW" (die Umkehrung ist klar). Seialso x€V .Sei x, die senkrechte Projektion von

x auf den Unterraum U, wobei U die orthonormale Basis B={u,,...,u, } habe. Dann ist

m
xuzz <x|u,>u, ,denndamit X, Projektion, muss gelten <x—x,|x,>=
i=1

<x—z<x|“i>”i |Z<x|”i> ”i>=<x|z<x|”i> ui>_<z<x|ui>ui|z<x|ui>ui>:

1 1 1 1 1

Z<x|ui><x|ui>_z<x|ui><x|ui>:0 . Dann ist x:xu+(x—xu) mit XVEU und

1 1

x—x, €W . Letzteres gilt, da <x—xu]u>:<(x—z <x\u,»>u,»)lz U= =
1 1

<XIZOL,~”[>—<Z<XIM[>”[ | ZOHMPZZ<X|M,~>0_%—z<xlui>@:0 qed.
; i i ; i

Damit hat man unter der Voraussetzung der Existenz des Skalarprodukts einen anderen Beweis von
Satz 4.

Bemerkung: Die Invarianz des Skalarprodukts bedeutet, dass, bei gegebener orthonormalen Basis

{e;} vonV, die Matrix R, von Pg unitir ist. .....

Definition 7: V0V ,:={ (vl,vz), Vi€V, v,€V,}  heiBt die (duBere) direkte Summe der Riume
V, und V, .Sind p,:G—GL(V,) und p,:G—GL(V,) zwei Darstellungen der Gruppe G,
dannist p,®p,:GoGL(V,@V,) , (p@p,)(g)(v,,v,):=(p (g)v, p.(g)v,) oderkurz
pl@pl(g)=(pl(g),pz(g)) die direkte Summe der Darstellungen von pP; und P, ,die

wieder eine Darstellung von G ist.

pl(g) 0 ) da

In Matrixschreibweise ist (pl (g ) » P2 (g )):
0 P, ( g)



((91(()8) 0 )(Vl)) :(p1(g;V1)T@(vl,vz).(p1ég) 0 ):(pl(g)vl,pz(g)vz)

p.(g) \v, p,(g)v, p,(g)

Fir eine erweiterte direkte Summe P,®p,®p;®...® p,,(g ) gilt in Matrixschreibweise:

plg) 0 0 0
0 pz(g) 0 0
0 0 p3(g> 0
0 0 0 p.(g)

Definition 7: Eine Darstellung p:G—GL (V) heiBt vollstindig reduzibel oder vollreduzibel,

wenn sie irreduzibel ist oder wenn sie sich als direkte Summe von irreduziblen Darstellungen

schreiben lasst: DZSIPi , [ Indexmenge und p; irreduzibel.

,.

Beispiel 8: G=Z; .7 ,GL(1,C)=C";[k]—~e ist treue Darstellung vom Grad 1.

i

Cy=e’ ist die dritte primitive Einheitswurzel. Das Bild p(Z,)={1,C;, 2;?} ist isomorph zu

Z,={[0].[1].[2]} .
Eine weitere treue Darstellung vom Grad 2 derselben Gruppe wire etwa:

1 0

iz L2 1) =[O

) , die dquivalent ist zur treuen Darstellung P, vom

k
selben Grad : p2:Z3—>GL(2,C);p2([k])::(%

. Die Matrix (_01 (1)) mir threr Inversen

((1) _01 ) stellt den notwendigen Isomorphismus fiir die Aquivalenz dar.

Die Darstellung p; ist reduzibel. Sie ldsst sich schreiben als direkte Summe von P,®p , wobei

: 0 1 0
P, die triviale Darstellung ist mit 0,([k])=ide=:1 pOEBp:(pO(g) ):( ):p1

0 plg)) (0
und pa@p,=|Ple) 0 ))z(lé‘ O)sz |

0 polg) 0 1

Werden die Drehungen im |R*> ausgefiihrt, so lauten die Drehmatrizen um den Winkel o :



D = cos(a) —sin(a) e . 7 L .
a (sin (o) cos(a) ]| ° Fiir die zyklische Gruppe 4£; ergibt sich dann die Darstellung

cos(%k) —sin(23—n-k)
p:Z,—>GL(2,R);[k]~ =D,,,

vom Grad 2. Diese Darstellung ist
. 27 2m 3
SIH(T'k) COS(T'k)

irreduzibel: Jeder echte nichttriviale Unterraum U von |R> ist vom Grad 1 und hat die Gestalt

Vi
V)

Vi
Vs

eR?/ V
AER

U=

=7"(Zl)] ,wobei @, #0Va,#0 . Sei k=1 .Eswird gezeigt, dass
2

. . . . V
Dy, UEU , dass also U nicht p-invariant ist. Sei 07| '|€U=
3 v, v, a,

v‘)=7\(al) mit A#0

kalcos(%)—kazsin(%) 27t
(V1)= ZU , denn sonst wiirde gelten mit COS(T)ZICH und

halsin(%)-l—)»azcos(%)

.2 o
sm(%):cz () hayc,—hayc,=hia; und (II) Aa,c,+ha,c,=ha, '

2 2 A#0 ) 2 2\ _ : :
)\'(alaZCl_al cz)_x(azcz+alazcl) =>_alcz_azcz:cz(az'i'al)_0 - Das ist aber nicht

a
170 Also ist p irreduzibel.

.2
moglich, da cz=sm(7n)¢0 und a,

Bemerkung:

1) Darstellungen vom Grad 1 sind immer irreduzibel, da der Darstellungsraum nur den trivialen
Unterraum und sich selbst als Unterraum hat.

2) die triviale Darstellung mit Darstellungsraumdimension grofer 1 ist reduzibel, da fiir jeden

Unterraum U gilt: id, USU .

Definition 8: Sei G Gruppe. Zwei Gruppenelemente g,,£,€G heiBen konjugiert zueinander,
wenn es ein Gruppenelement #E€G  gibt, sodass gilt: g, =hg,h”'

GgG'={hgh'/heG} heiBt die Konjugationsklasse von g.

Bemerkung: Da die Konjugation eine Aquivalenzrelation ist, wird G in Konjugationsklassen
vollstindig zerlegt.



Satz 2: Jede Darstellung einer endlichen Gruppe ist vollreduzibel.

Satz 3: Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe ist gleich der
Anzahl der Konjugationsklassen derselbigen.

Definition 9: Sei p:G—GL(n,K) eine lineare Darstellung in Matrixform.

Die Abbildung y,:G—K;g—7y,(g)=spur(p(g)) heiBt Charakter von p .

Beispiel 9: 0:Z,—GL(2,C)p([k]):=

1 0
0 Ck) hat den Charakter y,=1+C} (k=0,1,2)
3



