Hamiltonsche Mechanik

Manfred Horz

Hamiltons Ansatz fiir die analytische Mechanik bedeutet einen ganz neuen Weg, der fiir die
theoretische Physik von groflen Nutzen ist. Einige seiner Methoden flihren direkt in die
Quantenmechanik.

1. Legendre-Transformation

Den Graph einer konvexen Funktion (also einer Funktion bei der zu je zwei Punkten ihres Graphen
die Verbindungsstrecke oberhalb des Graphenabschnitts liegt; wie das bspw. fiir die Normalparabel
gilt) kann man auch als die Einhiillende (Enveloppe) ihrer Tangenten beschreiben:
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Man ordne einem Punkt (u/f (u)) der Funktion u— f(u)=u" die entsprechende Tangente zu:
t:y=f(u)+ f'(u)(x—u) und schreibt sie in der Standardform y=mx+c :
indem man fiir x=0 setzt und den y-Achsenabschnitt ¢ der Tangente als
c=f(u)+ f'(u)(0—u) oder c¢=f(u)—uf'(u) erhilt, so dass die Tangente durch die
Parameter m und ¢ bestimmt ist:  (m/c)=(f"(u)/ f(u)—u "' (u)) .

Man hat dann die Zuordnung des Punktes (u/f (u)) zur Tangente in der Form

(ul f ()= (f ")l f (w)=u f'(w)  bspw. (1/1)=(2/=1)

le

m=2

(1/1)=(2/-1)

-
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Umgekehrt kann man von der Tangente mit den Parametern (2/—1) auch wieder den Punkt des
Graphen berechnen, ndmlich als Schnittpunkt des Graphen von f und der Tangente:

y=2x—1
y=x"

=>x’=2x—1=(x—1/=0=x=1Ay=1 also (1/1)

Schreibt man  f'(u)=:v(
(ul f ()= (f ()] f (w)=u f"(u))
auch (u/f(u))—=(v/f(u(v))—u(v) -v) indemman f'(u)=v nach u auflost:
u=f1""(f"(u))=f""(v)=u(v) .Man bezeichnet die funktionale Beziehung
v/ fu(v)—u(v) v) mit vog(v):=f(u(v))—u(v) -v als die Legendre-Transformierte
von f, auch mit /* bezeichnet.

Fiir das Beispiel u— f (u)=u’: f'(u)=2u=:v=v(u) und uzu(v)zlvzlv(u) und
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f(u(v))=u2|u:ivz v’ und somit g(v)=f

A=

Betrachtet man die beiden Ableitungen  f'(u)=2u=v und f"* '(v):—% v=—u ,so sind sie

beinahe invers zueinander. Um dies zu erreichen, wahlt man anstatt ¢ auch —c und erhilt dann

f(v)=ulv) v=71(u(v)) , womit die Inversitit der Ableitungen garantiert wird:

- df ,_dg
Y di % v

u v u und vSuSv Jalso g'(f'(u))=u und f'(g'(v))=v oder

g'of'=id, und f'og'=id, .

Geht man von einer Funktion fin n Variablen #=(u,,...,u,) aus: f=f(u)=f(u,,..,u,) und

wihlt die partiellen Ableitungen von f: S—fZ :v, kann man eine neue Funktion g= /"
u.

1

definieren:

f ::Z uvi—f .
i=1
Zwischenbemerkung: Wie oben gesehen, kann die Transformierte auch negativ angegeben werden:

fr=f —Z u,v; ,1in welcher Form sie in der Thermodynamik angewendet wird.
i=1

Nimmt man das Differenzial von g unter Beachtung der Linearitit des Differenzials und der

n

Produktregel: dgzz (ui dvi-l-vidui)—zn: g—fduizzn: uidvi-l-zn:
i=1 i=1

i=1 i=1 OU;
_of_
' Ou,

i

vi—%) dul:,; u,v, ,da

v 0 und damit dg =Z u.dv, ,so sieht man, dass g eine Funktion in Abhéngigkeit der
i=1



n

v, ist: g=g(v,,..,v,)=g(v) . Und daraus folgt weiter dg=>, g—gdvi mit ul:g—g .
V.

i=1 i i

Damit hat man eine schone Symmetrie in den beiden gegenseitigen Darstellungen von fund g:

f=f(u, .., u,) mit 8f =v, und g(v z u,v ..,u,) einerseits und
ul
. 0g .

g=g(v,,..,v,) mit e <=y und f(u z u,v,—g(v,,..,v,) andrerseits.
Sind nicht alle Variablen an der Transformation beteiligt, sondern nur u,, ..., u, , die aktiven
Variablen, und die iibrigen von ihnen unabhédngigen Variablen w,,...,w, , die die passiven
heiBen, nicht, so dass die Funktion = f(u,,...,u,,w,,..,w,) wiederin f* transformiert
wird mit a—fz. v, (i=1,..,n) ,dann ergibt sich

n
fL:Z uv.—f(uy, o tt,, wy,..,w,)
i=1

Das Differenzial von f* ist: df*=)_ (u,dv,+v,du,) Z 8—f Z a—f =
i=1 = i=

—Zu dv, +Z

)d z 91 dw,= z u,dv,— Z Sv]‘: dw,; . Andrerseits ist das

w; i=1 i

Differenzial von f* ,da f“=f"(v,,..,v,, w,,..w,) folgende LK:

n L m L
dft= Z; % dv,+ ; % dw, , sodass der Vergleich der beiden Gleichungen fiir df L ergibt:
of'__of
ow; ow;

2. Anwendung in der Thermodynamik

Ist ein physikalisches System gegeben, dessen potenzielle Energie oder kinetische Energie als ein
Ganzes beziiglich der Umgebung nicht interessiert, wohl aber die energetischen Mdglichkeiten
innerer Transformation, so wird dieses Reservoir an Energie die innere Energie U des Systems
genannt. Ist das System abgeschlossen, so ist die innere Energie konstant, und befindet es sich im
thermodynamischen Gleichgewicht, so ist seine Entropie S maximal: dS=0 . Wichtige Groflen
eines thermodynamischen Systems sind zusétzlich das Volumen V, die Temperatur T, der Druck
p, Teilchenzahl N und die Enthalpie H. Auller den thermodynamischen Potenzialen U und H gibt
es noch sechs weitere, wovon noch die Helmholt; freie Energie F und die Gibbs-Energie G
genannt werden sollen.

Die innere Energie U ist eine Funktion der Entropie S und des Volumens V und eventuell der
Teilchenzahl N: U=U(S,V,N) oder bei konstanter Stoffmenge U=U(S,V)

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik beschreibt die Anderung der inneren Energie als



Summe aus Warmezufuhr/Wiarmeabfuhr in/aus das/dem System und der Arbeit, die das
abgeschlossene System ausfiihrt:

dU=80+3W =T dS—pdV

Da andrerseits hier U=U(S,V) ist dUz—%S a’S+—ngV , sodass gilt
oU oU
—:T —_— .
0S und v P

Die anderen thermodynamischen Potenziale (die Energien sind: also freie Energie, Enthalpie und
Gibbs-Energie) kann man nun mithilfe der Legendre-Transformation aus der inneren Energie
herleiten.

Beispielsweise soll die freie Energie F eines idealen Gases betrachtet werden, bei dem das Volumen
V (und die Teilchenzahl N) konstant ist, U=U(S):

U=U —(S %—(S{): U—ST ist die Legendre-Transformierte von U. Es gilt also F=U—-TS

F ist eine Funktion von T und V. Um das zu sehen, bilde man das Differenzial dF :

dF =dU—d (TS )=dU —TdS—SdT =(TdS — pdV )—TdS—SdT =— pdV —S dT .
Also ist F in der Tat eine Funktion in T und V.

Fiir die Enthalpie H=H(S, p) ist die Herleitung iiber Legendre aus der inneren Energie
U=U(V) , S konstant:

H=U'= U—Vg—l;:U—V(—p)=U+pV=H=U+pV

mit dH=dU+d(pV)=dU+ pdV +V dp=(TdS— pdV )+ pdV +V dp=TdS +Vdp ist H in der
Tat eine Funktion in S und p.

Fiir die Gibbs-Energie G=G(T, p) istkeine Variable fest (T, p und S, V sind alle verschieden),
so dass jetzt gilt fiir die innere Energie U=U(S,”) und damit:

G= UL:U—S%—[;—Vg—gzU—ST—V(—p)zU—TM—pV:>G=U—TS+pV .

dG=dU—d (TS)+d(pV)=dU—TdS—SdT + p dV +V dp=(TdS — pdV )— TdS— SdT + pdV +V dp=
dG=Vdp—SdT , also ist G Funktion von p und T.

3. Anwendung auf die Lagrangefunktion

Die Lagrange-Funktionist L=L(q,,...,q,,q,,....q,.t) .Fiir die Legendre-Transformation sind



die ¢, die aktivenund ¢, und ¢ die passiven Variablen. Die transformierte Funktion heif3e H.

8_L= p; der generalisierte

Die Transformation sei nach der Form  f*=Y" u, 9f _ f .Da PF
- u;

i

konjugierte Impuls ist, lautet die Transformierte H :Z g.p. —L(q 4, t)

i=1

dH = Zq,dp,+p,dq, dL= Zq,dp+2p,dq, Z 'dq, Z d 4~k di=

i

—Zq dp,— Z 6—Ld ——dt , also ist H Funktion von p,,q, und ¢ . Also ist

H(q, p,.,t)=z G,p; —L(q,,4,,t) .Sie heift dic Hamilton-Funktion.

i=1

.2, m
4, +—=

Beispiel 1: Gegeben sei ein freies Teilchen. L=T7-V = % mq’ = >

. m .
3 %2"'?‘132

wr g o
2 m’ T 2m 2m

Beispiel 2: Eine Scheibe der Masse m mit Radius r rolle eine schiefe Ebene der Lange | hinab ohne
zu rutschen.

Der Neigungswinkel der schiefen Ebene sei o , die zuriickgelegte Strecke s und der Winkel um
die sich die Scheibe bisher gedreht hat sei 0 .

Das Tragheitsmoment der Scheibe ist / =%mr2 und die kinetische Energie T’ _1 ms’ -|—l 16°

2
Die potentielle Energie ist ¥ =mg(/—s)sina . Damit ist die Lagrange-Funktion

! m32+llGz-i-mg(s—l)sina=lmS2+lmr292+mg(S—Z)Sin(l

L(s,0,5,0,t)=T-V 5 3 5 1

Die Hamilton-Funktion ist also

H(s,0,p., p, t)zp‘ys+p66—(%msz+%mr2 6°+mg(s—1I)sino | wobei die generalisierten



Impulse pszﬁ—LzmSﬂ&:& und  py= oL _1, . 2=h=2-P0
m

sind. Also hat man fiir H:

05 06 2 mr’
H= p. =42 p"z— Pi_ p; = +mg (I—s)sina=-— 2 + £ Py s+mg(I—s)sina .
m mr 2m mr m mr’

4. Hamiltons kanonische Gleichungen (Hamiltonsche Bewegungsgleichungen)

Bei der Herleitung der Hamiltonfunktion aus der Lagrange-Funktion die Variablen ¢, die aktiven

und ¢, ¢ die passiven waren, gilt ——=p, und symmetrisch a—H:q‘ .

a4, o p;
Weiter gilt aus dem gleichen Grund und wegen der Beziehung zwischen aktiven und passiven
. . OH 0L
Variablen insbesondere ——=— .
dq; O0g,
Aufgrund der Euler-Lagrange-Gleichung ist g—i —% S—;: und wegen g—qu =p, gilt
g_ci:pi und mit —%—quZS—i ergibt das p;—?—Z

Damit hat man mit | p iz_%_lq_l und ¢,= Z_I; die wichtigen Hamiltonschen kanonischen

Gleichungen. Sie sind die gekoppelten Bewegungsgleichungen des Systems in der Form von 2n
Differenzialgleichungen 1. Grades.

(Man erkennt da eine gewisse Ahnlichkeit zu den DG der elektromagnetischen Wellen:
B=—rotE und E=rotB )

Eine andere Art, die kanonischen Gleichungen (Hamiltonschen Bewegungsgleichungen)
herzuleiten, wire:

Leitet man H(q,, p,,t Zq p; —L(g,,4,,t) nach ¢, partiell ab, so erhilt man:

a 6 L Euler- Lagrange -Gl. d 6 L generalisierter Impuls d
D L=0-2% L8 o —£
Ay 8, Tdt 04, dt

P==D;

6qz

1 llaql

und nach dem generalisierten Impuls abgeleitet:

OH_ o G.p -0 L(g,,4,,t)=¢,—0=¢, .Damit hat man wieder die kanonischen
6 D a D, j=1 770 D
Gleichungen.
) ) ) ) ) N ) oOH oL
Nimmt man die partielle Ableitung von H nach der Zeit, erhélt man direkt ¥ = BN

Fiir die totale Ableitung nach der Zeit ergibt das mit Beriicksichtigung der kanonischen



Gleichungen:

d 0H O0H . O0H_ .. . 0H_O0H dH_0H
H(q(t), plt),t)=—-q+

= = pgtgpt—=""
di aq 1T, P T hatabt G =5 palse Srm= und
. OH__0L dH__ 0L . : : .

mit Y Py hat man TR T Falls die Lagrange-Funktion nicht explizit von der

Zeit abhingt, also %20 , so ist die Hamilton-Funktion konstant, also eine Erhaltungsgrofle.

Die Hamiltonsche Funktion bestimmt {iber ihre Bewegungsgleichungen die zeitliche Entwicklung
der Teilchenorte und der Teilchenimpulse.
In der Quantentheorie erhélt man meist durch die kanonische Quantisierung den Hamiltonoperator

H ,indemman H=H(q,p,t) alsFunktion der Ortsoperatoren g und Impulsoperatoren
p=(p., p,, p.) mit px=—ihai etc. oder p=—iAV betrachtet, wobei noch die
X
kanonischen Vertauschungsrelationen zu beachten sind. Der Hamiltonoperator bestimmt dann in der

Quantentheorie die Zeitentwicklung des Zustandsvektors |[{ > in der zeitabhéngigen
Schrédingergleichung

olp>

a7 =—iH|{y>

Beispiel: Ein reibungsfreier harmonischer Oszillator mit Masse m und Federkonstante k hat die
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potentielle Energie V:% kx* und die kinetische Energie T =%m x° , was die Lagrange-

.y
+—r
!

Funktionzu L=T-V = % mx’— % k x* ergibt. Zundchst soll die Hamilton-Funktion angegeben
werden:
H(x,p.,t)=xp, —L(x,%,t) mit pxzé—;zmx oder x=2x , also
0x m
px 1 px l px 1 2 1 2
H=——— —|— k + k H =—p.t+=k
Y = Ak = H(x, pt)=g—pi+kx
Hieraus die kanonischen Gleichungen: X—a—H=& und p, .= a—Hz—kx
op, m ox
o . oy p ) 1, . B
Fiir die zeitliche Impulsentwicklung: % (¢)=——— und x(t)——%px(t)=>px(t)+—px(t)—0
m

Zur Losung dieser DG:



die charakteristische Gleichung ist A°+ k_ 0=\ ,=* \/ ii und die allgemeine Losung ist
m ’ m

Ny [k
At iyt o .
p.(t)=C,e | +C,e ' oder in trigonometrischer Form

+ czsin(\/k t) oder mit wz\/ﬁ p.(t)=c coswt+c,sinwt
m m

px(t)zclcos(\/%t

Fiir die zeitliche Ortsentwicklung: %= Pa_—hx (1)+ k (¢)=0 mit den gleichen Lésungen:
m

m m
k
x(t)=alcos(\/at
k

so erhdlt man 0=a, und az=\/ﬂ und also x(t)=\/ﬂsin\/—t
k k m

+a2sin(\/£t) . Setzt man die Randbedingungen x(0)=0 und x(0)=1 ,
m

Fiir m=1kg und k=2kg/s" hitte man folgende Entwicklung: x(t) =\/i5sin V21

N,

Nun soll noch eine weitere Herleitung der Hamiltonschen Gleichungen aus dem Hamiltonschen
Prinzip gegeben werden. Das Hamiltonsche Prinzip besagt, dass die zeitliche Entwicklung eines

12

mechanischen Systems so verlduft, dass das Wirkungsintegral S :J" Ldt stationdr ist. Das heil3t
14

dass

65=0 [ Ldi=0 |

1

Das fiihrt einerseits zu den Euler-Lagrange-Gleichungen. Andrerseits eben zu den Hamiltonschen
Gleichungen.Die Methode von Lagrange behandelt die Zeitentwicklung eines mechanischen
Systems als die Bewegung eines Punktes im Konfigurationsraum. Die Methode von Hamilton
dagegen im Phasenraum. Fiir ein System aus N Teilchen hat der Phasenraum die Dimension 6N
mit den Achsen g¢;, p; i=1,...,n mit n=3N .

Die Hamiltonfunktion ist H (q,, p,,t) 22 G.p, —L(q;,q,,t) und das Hamiltonsche Prinzip also

i=1



05=0 f L a’t=6f (Z g,p.—Hl(q,, p,, t))dt=0 . In dieser Form geschrieben, nennt man es das
t, t, \i=1

15}
modifizierte Hamiltonsche Prinzip. Es ist von der Form 98 =6j flg.q,p,p,t)dt=0 .

1

Die Variationsrechnung zeigt, dass diese Bedingung genau dann zutrifft, wenn die 2n Euler-
Lagrange-Gleichungen erfiillt sind:

d0f 0f g ynga 29 0

=1,
di 04, g, didp, op =t

Auf die obige Form £ (q.4¢.p, p.t)=2. G.p,—H (g, p,.t) angewandt, hat man:
i=1

d 9 . _ 0 . i_:_aH .:_aH
dt—aq.l_(zilq,-p,- H(qf,p,-,t)) _c’iq,-(,Zprf H(q;,pi,t))@dtpi 0=0--— PTG,
40 (S, _ (S o_. OH _ _0H
dtap.i(Zilqipi H(qi,pi,t))—api(zqipi H(qi,pi,t))@o 0=g, ERCET)

In symplektischer Darstellung:

n

Man wihlt die 2nX2n—Matrix = [ :( Oi’ (1)”) wobei 0, die nXn—Nullmatrix ,

n n

9.

1, die nXn—Einheitsmatrix ist, und bezeichnet man mit mn= 9n | den 2n-Vektor der

by
Py
o0H
0 q,
o
.. . . O0H |9q .
generalisierten Koordinaten und Impulse und mit - 5 ]_; , dem 2n-Vektor der partialen
0 P
0H
op,
Ableitungen von H bzgl. der Koordinaten und Impulse, so lassen sich die Hamiltonschen
Gleichungen ¢,= ot und —p; _oH i=1,..., n als Matrixgleichung zusammenfassen:

o p; 0g,



oOH

0q,

oOH

91 0 0 0 1 0 af]z

q, 0 0 0 1 0 :

P oH

=1 a_H o 4, |_ 0 0 0O 0 O 11| 0q,
"om D -1 0 0O 0 O Ol oH
10 <10 00 ooy,

P, 0 o ... =10 0 ... 0 a7,

OH

op,

Was auch besonders fiir Computerprogramme vorteilhaft ist.

0 1) k) =2
m

Beispiel: harmonischer Oszillator: (q )z 1 o

p

4.1 Phasenraum und Phasenfliissigkeit

dt heilit in dieser Form (als

t) n
Das Wirkungsintegral Szf (Z gp—H(q,....q,,Pyrr P, t)

t, \i=1

Funktion von ¢, und p, ) das kanonische Integral. Die Variation dieses Integrals ergab die

kanonischen Gleichungen ¢ ,:g—H und p,=— 2—1; . Das System wird hier beschrieben in 2n

Variablen, g¢,,...,q,,p,,.... P, ,dasals Punkt in einem Raum der Dimension 2n, dem
Phasenraum, dargestellt werden kann. Die Lagrangesche Methode verwendet den n-dimensionalen
Konfigurationsraum, der nur die generalisierten n Ortskoordinaten ¢, ..., g, enthidlt und nicht die
generalisierten Impulse.

Wenn man einen festen Anfangspunkt im Konfigurationsraum, etwa den Ursprung, wihlt und die
zeitliche Entwicklung, d.h. die Trajektorien (Konfigurationsbahnen) untersucht, so gibt es hierfiir
unendlich viele Moglichkeiten, da die Geschwindigkeit im Konfigurationsraum nicht festgelegt ist.
Fiir jede der unendlich vielen moglichen Geschwindigkeit (Richtung und Grofe) gibt es dann eine
Trajektorie.

Wirft man etwa einen Korper schriag nach oben mit verschiedenen Geschwindigkeiten und
Richtungen, so erhilt man als Auswahl folgende Trajektorien, die sich {iberschneiden konnen:



¥

Die Trajektorien im Konfigurationsraum des linearen harmonischen Oszillator sind ganz
unaufregend:

oy

Im Phasenraum hingegen (falls H nicht explizit von t abhédngt) gibt es nur eine Bahn fiir einen
Startpunkt, da sowohl der Ort als auch der Impuls gegeben ist, sodass sowohl der
Geschwindigkeitsbetrag als auch die Bewegungsrichtung festgelegt sind. Die Bahn eines anderen
Startpunktes wird die erste Bahn nicht kreuzen, da die kanonischen Gleichungen pro Punkt

(¢, p) nur eine einzige Bahn im Phasenraum definieren.

Ich wihle wieder den linearen harmonischen Oszillator. Er hat die Hamiltonfunktion

H(x,p,, t)=ﬁpi+% kx’ a;{—i]= 0= H =const H ist mit der Gesamtenergie E identisch.

Durch Umformung der Gleichung der Hamilton-Funktion erkennt man, dass die Bahn (Orbit) im

(x, p,)—Phasenraum eine Ellipse mit Mittelpunkt (0,0) und den Halbachsen a —2E nd

k
2 2
b=2mE ist: ZrPil—xEjL 2x_E =1 , die je nach der Energie gréB?re oder kleinere konzentrische
k px

Ellipsen belegt. Fir k=2 und m=1

Die groBeren Ellipsen gelten fiir groBere Energie. / \

N/




Ist die Auslenkung x Null, so ist der Impuls und damit die Geschwindigkeit extremal und ist der
Impuls (Geschwindigkeit) Null, so ist die Auslenkung extremal.

Ein weiteres Beispiel sei das Fadenpendel:

. A
Fiir die kinetische Energie gilt:
1 2 _ g 1 o | ~ 1
T=—mv" und s=¢ [=2v=s5=[¢=>T=—ml" ¢ a b~ )
2 2 e > g
Fiir die potenzielle Energie: V=mgh=mgl(1—cos¢) , ~ | n

und damit die Lagrange-Funktion mit ¢:=¢  L(q,q)=T— V:%m g —mgl(1—cosq) .

) . . oL L
Hlg,p)=¢p —L(g,q) mit p=""=ml’g=¢=-"L5  also
0q ml
2 1 2 2
Hlq, p)=L5—>ml*L——mgi(1-cosq)=—L— —mgl(1—cosq) und damit die
ml~ 2 m-l 2ml
kanonischen Gleichungen: QZ—HZ% und pz—ﬁ—H:mgl sing und damit die
op ml dq
.__ D éjzgsinq
gekoppelten DGen 9 ml? , entkoppelt ergibt das »
D : p=mglsin ——
p=mglsing p=mg i
q—§q=0
Mit der Ndherung sing~gq erhélt man fiir kleine q (Auslenkungen) und also
ﬁ—§p=0
e rs le, r3

|51 =St 8y -
Die allgemeine Losung ist: ¢ (¢)=a,e'’ +a,e Vi plt)=be'" +bye

Phasendiagramm in (q,¢) g=w




Phasendiagramm in (g, p)

Beide sind im wesentlichen dieselben (verschiedene Ausschnitte und Konstanten). Jede Bahn ist die
Losung des dynamischen Problems mit spezifischen Anfangsbedingungen (q,, p,)

Eine andere Betrachtungsweise der Phasenraumbahnen besteht darin, dass man sich vorstellt, dass
das System aus sehr vielen Partikeln (bspw. Wassermolekiile in einem Fluss) besteht, wobei jedes
zu einer gegebenen Zeit einen spezifischen Punkt des Phasenraums einnimmt und damit einen
spezifischen Ort und spezifischen Impuls innehat. Man kann die griinen Punkte im oberen linken
Diagramm sich als solche Teilchen denken zum gegebenen Zeitpunkt. Wenn die Zeit voranschreitet,
so flieBen die Teilchen entlang der Bahnen. Die Stromlinien kreuzen sich dabei nicht.

Die generelle Losung des dynamischen Problems wird so durch den gesamten Fluss dargestellt.
Man kann so die Begriffe der Fluiddynamik auf Phasenraum anwenden und von Phasenfluss
sprechen.

So ist die Geschwindigkeit des Phasenflusses durch die kanonischen Gleichungen gegeben, und das
kann interpretiert werden als die Geschwindigkeit des realen Flusses.

In der Fluiddynamik ist man besonders an stationdren oder zeitlich konstanten Fluidfliissen
interessiert, d.h. dass in jedem Punkt die Geschwindigkeit konstant bleibt, das Geschwindigkeitsfeld
nicht von der Zeit abhéngt. Fiir den Phasenfluss bedeutet das, dass p, und ¢, zeitlich konstant

und demnach ot und ot unabhéngig von der Zeit sind und H nicht explizit von t abhingt.

0g, o p;
. oH . . . .
Das heil3t Wzo . Die totale Zeitableitung von H ist:
at =z oH 4.+ oH )2 =Z (—piq,.+q‘,.p,. =0= H=constant=E , d.h. die Energie wird
dt 5\ Og, 0 p; i=1
erhalten.

H=F definiert einen Hyperfliche im Phasenraum und das Partikel bewegt sich auf dieser Flidche
(beim harmonischen Oszillator sind es die Ellipsen, als Hyperfldchen des zweidimensionalen
Phasenraums).



4.2 Zyklische Koordinaten und das Routhsche Verfahren
Wenn eine Koordinate ¢, nicht in der Lagrange-Funktion L erscheint aber ¢, , heif3t sie
zyklisch oder ignorabel.
Wenn also g, zyklischist, gilt L=L(q,,....q, | qii1r-rqp>GrserGort)

Die Hamilton-Funktion jedoch wird nur eine Funktion der n—1 generalisierten Koordinaten und

der n—1 generalisierten Impulse sein, denn der konjugierte Impuls p kza—L der zyklischen

94y
Koordinate ¢, ist konstant: denn es gilt STL:O und aus der Euler-Lagrange-Gleichung
k
%%— g—;“kz 0 folgt %g—qu =0 alsoist S—QI.;: const=a, und damitauch p, . Also hat

man H=HI(q,, ...qu1»Qrs1r-rqp> P1»-o» Prts g Pisyrnr P,) >da o, eine Konstante ist,

hingt H natiirlich nicht im normalen Sinne von o, ab.

Beispiel: Ein Massenpunkt im nahen Gravitationsfeld eines Korpers.

FirLgilt: L(z,%x,y,z)=T—V= %(x2+y2+ #*)—mgz , oder in generalisierten Koordinaten

2

L(q3,q'1,q'2,q'3):2 q'12+q'22+q'32)—mgq3 Hier sind ¢, und ¢, zyklische Variablen.

Bspw. ist S_L: 0 und p1=£= m¢, zeitlich konstant. Analog fiir ¢, .Die Hamilton-
q,

04q,

3
o _ 1 1 . T
Funktion ist H=Zq;p;—L(%,ql,qz;q3)=pr+%p§+;p§—3(q12+q22+q32)+mg613=
i=1

1L 5 1 2, 1 > mp_mps mps _pitptps

2
:Epl‘i’zpz“’gpz.__m_ _____ m_"‘mg% m +mgq3=H(q3,Otl,Otz,p3) )

da p,=:0,=const und p,=:o,=const .

Es gilt oH _OH_Pi_ g, wie bisher fiir diese kanonische Gleichung.
a al a p1 m



Das gilt allgemein: Ist g, zyklischund p,=a,=const der konjugierte Impuls, so gilt weiter

die kanonische Gleichung 25 =q, .

k

Nehmen wir an, dass die ersten s Koordinaten ¢,,...,q, nicht zyklisch und die letzten n—s
Koordinaten ¢,,,,...,q, zyklisch sind.

In diesem Fall gibt es ein Verfahren von Edward Routh.
Man definiert der Hamilton-Funktion dhnlich eine sogenannte Routhsche Funktion

R: Z qipi_L(QI""’qs’ql’""qn’t) 7W0bei R:R(ql""’qs’q.]’""qs’ps+1""’pn’t) ’da

i=s+1
die Summation nur {iber die zyklischen Koordinaten geht.
Die partiellen Ableitungen der Routhschen Funktion sind:

OR __ oL OR__ L

_— .:l’.._} ; _—=— ':1,..., *

09, 0q; l ’ 04, 04, l * O
und

OR OR oL OR

- =—pP. | — —|—1’___, d - = =—09P. ; —=q. = +1,..., *x

og, P Tl Gy Ty T gy T e )

L . . d oL 0L .

Dafir i=1,...,s die Euler-Lagrange-Gleichungen Z%:% gelten und mit (*) demnach

doL_0oL_doR_OR
dtdq4, 0q; dtdq; 0q;

gilt: gelten sie fiir die Routhsche Funktion fir i=1,...,s auch.

Die Hamilton Gleichungen (kanonischen Gleichungen) ¢,= S—H und p,=— g—H gelten
p .

fiir i=s+1,...,n auch fiir die Routhsche Funktion R anstatt H gemal} (**), wobei man die
Impulse p, ersetzen kann durch die Konstanten «;

1

Wir haben also eine Mischung aus Lagrange - und Hamilton-Gleichungen.
Die Routhsche Funktion kann dann geschrieben werden als
R:R(ql’ cees qs’ ql’ e qs’ OLerl’ s an’ t)

Die o, konnen mithilfe der Anfangsbedingungen bestimmt werden. Man hat also die Anzahl der

Variablen von n auf s reduziert. Spéater (bei den kanonischen Transformationen) wird man die
Anzahl der Variablen sogar auf Null reduzieren konnen!)

Die Routhsche Funktion ist auch noch niitzlich, um die stetige (zeitinvariante) Bewegung zu
analysieren. Eine Bewegung heif3t stetig, wenn die nicht-zyklischen Variablen konstant sind.



Beispiel 1: Ein Planet, der sich auf einer Kreisbahn bewegt, hat eine stetige Bewegung, da die
nicht-zyklische Variable r zeitlich konstant ist. In Polarkoordinaten:

y
- m
O P(xy)
r e«
ool X

v

T:%mﬁ r:(x):(”(f)COSO):”-,:()'c):(i’cosﬂ—résine)

y| \r(t)sin0 | \rsin@+r0cosO
i’=i"cos 0+ 07sin’0—2r70sinOcos® =i sin’ 047" 07 cos’ 0+ 2riOsin O cos O

=i’=x"+3’=i"+r’6" und also T:%m(f2+rzéz)

V=-—G =% indalso L(r,f,6)=lm(f’2+r262)+£
r r 2 4

0 ist zyklisch und wéchst linear mit der Zeit. Der lineare Zuwachs zyklischer Variablen ist
typisch fiir stetige Bewegungen.

Bei der stetigen Bewegung sind, wie gesagt, die nicht-zyklischen Variablen konstant.

Fiir Systeme mit einer Routhschen Funktion der Form R=R(q,,....q,,G,, .., q,, Oy, O, 1)
Die Bewegungsgleichungen fiir die zyklischen Koordinaten

g—iz—pi und g—gzq‘i bzw. 2—§=q‘i fir i=s+1,...,n

besagen, dass  §.=¢.(q,,....q,, Gy, G, Opysor0r,) fiir i=s+1,...,n0
Bei stetigen Bewegungen sind die ¢, ..., g, als nicht-zyklische Koordinaten konstant und

demnach die Geschwindigkeiten ¢, ..., ¢, jeweils Null, die Geschwindigkeiten der zyklischen
Koordinaten ¢,,,,...,¢, sind zeitlich konstant und das heif}t, dass die ¢q,.,, ..., ¢
Funktionen der Zeit sind.

lineare

n

Beispiel 2: sphirisches Pendel z



L=%m(>&2+);2+z'2)—mg(z+l) x=IsinfBcos¢p y=IsinBsin¢g z=IcosO ,also

x=1(6cosOcosp—¢sin psinO) und

=1 (6" cos’Bcos’ o+’ sin’Osin’¢p—2 O dpsin Osin pcos Hcos )
y=1(6cosOsin p+¢sinHcosp) und

> =1°(67cos Osin’ ¢+ ¢ sin*Ocos” ¢+ 260 ¢ sin Osin ¢ cos O cos ¢)

:=—10sin® und Z=1"0%sin’0 =i+ +2’=1(0°+¢’sin’0) und damit
L=%m12(62+¢2sin26)—mgl(1+cos6)=L(6,€),(i))

Oder mit ¢,=¢ und ¢,=6 L:%mlz(q22+qlzsiHZQ2)_mgl(l+COSQ2):L(Q2:qzrq1)

2 aL:(mlzsinzqz)q'lﬂq']:ﬁ und pzz—;zml qzzqzz% , damit ist die
m

_a_q'l ml~sin” g, 04,

Hamilton-Funktion

2
p . 1 .
—12+qZp2__m12%2_

2
== P —+mgl(1+cosq,) oder
ml~sin” g, 2

H=q,p,+q,p,—L= 2 .
2ml”sin"q,

2 2
+q'2(p2—lmlzq'2)+mgl(1+cosq2): Zp{ —+ p22+mgl(l+cosq2)
2 2ml"sin"g, 2ml

2
___ P
2ml’sin’ g,

H=H(q,,0,, p,) mitzyklischer Variable ¢, und o,=p, .

2 2
Die Routhsche Funktion ist R=q'1p1—L=L—lmlzq' ? Lz+ mgl(1+cos g,)=

ml’sin’q, 2 2 oml’sin q,

2
p 1 . '
:m_i ml’ §,"+mgl (1+cos ¢,)=R(q,. 45, )
2



Beispiel 3: Die Eulerwinkel sind drei unabhingige Winkel, die man auf folgende Art erhalten kann:

1. man dreht das Koordinatensystem x,y,z um den
Winkel ¢ um die z-Achse. Dabei sei die
x-Achse nach der Drehung mit x' bezeichnet.

Aus Wikipedia

2. Dann wird das gedrehte Koordinatensystem um
die x'-Achse um den Winkel 6 gedreht. Dabei
geht die y'-Achse in die y"-Achse, die z'-Achse
in die z"-Achse tber.

3. Es wird noch das nun zweifach gedrehte
Koordinatensystem um um die z"-Achse
mit dem Winkel 1 gedreht




Die Drehmatrizen sind

cos¢p singp O 1 0 0 cosy siny O
D,=|—-sin¢ cos¢p O Dy={0 cos sinO D,=|—siny cosyp 0| unddie
0 0 1 0 —sin® cosO 0 0 1

Drehmatrix fiir die gesamte Drehung ist

cospcosp—sinpcosOsiny  sinpcosyP+cospcosOsiny  sinOsiny
D=D, DyD,=|—cos ¢psinp—sin pcosOcosy —sin ¢psinPp-+cospcosOcosp sinOcosy
sin ¢psin 0 —cos¢sin 0 cosB

Es soll nun die Lagrange-Funktion fiir einen (drehenden) freien Kreisel mithilfe von Eulerwinkeln

beschrieben werden:

4.3 Kanonische Transformationen und Poisson-Klammern

4.3.1 Kanonische Transformationen

Die Hamiltonschen Gleichungen sind im allgemeinen einfacher zu integrieren, da sie Gleichungen

erster Ordnung sind im Gegensatz zu den Lagrange-Gleichungen, die ja den Term %Z—L
q
enthalten. Weiter ist bei einer zyklischen Variablen ¢ der konjugierte Impuls p= g—L konstant,
q

was fiir die Integration von Vorteil ist. Es ist also giinstig moglichst viele zyklische Variablen zu
haben. Jacobi hat nun eine Methode entwickelt, bei der eine Koordinatentransformation von
q,,p; nach Q,, P, (um eine andere Bezeichnung zu haben) unter Beibehaltung der Form der

kanonischen Hamilton-Gleichungen moglich ist, die unter Umsténden zyklische Variablen erzeugt.
Gesucht ist also eine geeignete Funktion, die die Koordinaten auf giinstige Weise verédndern.

Die bisherige Koordinatentransformation , die die kartesischen Koordinaten in generalisierte
umformte, war eine sogenannte ,,Punkttransformation, da sie den Punkt (x,,...,x,) imn-

dimensionalen Konfigurationsraum in einen Punkt (g,,...,q,) in einem anderen
Konfigurationsraum umformte:

x=x(q,,...q,,t) i=1,..,n

Dann gab es die Legendre Transformation, die von der Lagrangefunktion L(gq,¢,¢) nach
H(q,p,t) ,der Hamiltonfunktion transformierte.

Jetzt soll eine besonders wichtige Transformation, die sogenannte kanonische Transformation
betrachtet werden, die von einem Phasenraum in einen anderen Phasenraum umbildet unter
Beibehaltung der Form der Hamilton-Gleichungen.



Die neuen Koordinaten Q,, P, geniigen auch den Hamilton-Gleichungen, aber in einer anderen

funktionalen Abhédngigkeit. Um das zu markieren, wihlt man ein anderes Zeichen, anstatt H
vielleicht K. Die Hamilton-Gleichungen in der alten Form von H lauteten:

_oH . . _ 0H
qi a ) pi 6 qi
Nach der Transformation erhilt man in K
. 0K . 0K

Eine Art die Hamilton-Gleichungen zu erhalten bestand darin, von dem modifizierten
Hamiltonprinzip auszugehen und die Variation des Wirkungsintegrals Null zu setzen, also nach
einer stationdren Wert zu suchen:

6! (Z C}ipi_H(qi’ pi’t))dt:() (1)

Wir versuchen also die neuen Gleichungen zu erhalten, indem wir
153
J| (Z QiP,-—K(Q,-,P,-,t))dﬁO 2)
6o\ i

ansetzen. Da fiir eine beliebige Funktion F , die abhédngig ist von Koordinaten ¢,, Q,, p;, P,
und der Zeit t, und deren Variation an den Endpunkten Null ist, gilt:

und daher sind die Gleichung (2) und

‘3f ZQiPi—K(Q,»Pi,tHiZ—I; dt=0 (3)

dquivalent. Wenn die Gleichheiten

q'l.pl.—HzQ',.Pi—KJr% gelten i=1,...n , (4)

dann besagt (1) und (3) genau das Gleiche. Also kann man aus (3) die Hamilton-Gleichungen fiir K,
Q und P ableiten.
Man kann bspw. F in Abhingigkeit von g¢,,Q,,¢t wihlen: F=F,(q,,0,t) .Dann wird (4)

oF, OF, . 0F,
50, 750,95

m §,p—H=0,P,—K+ oder nach Zusammenfassung zu



oF,
P 0g,

1

+

qi_(P

F
Wihlt man /| nun genauer so, dass a—1=

00,

p, (5)und

F,\. OF,
O,=H-K+

ot

oF,
—=K-H (7)

aF‘—-P (6) und
o VM

0

so ist (4) erfiillt. Wir haben also aus (3) die neuen Hamiltonschen Gleichungen:

_ 0K

Q‘aa

. N oF
Mit (7) oder nach K aufgelost: K=H + o

Da weiter

und P,=-—

0K

00,

hat man die neue Hamilton-Funktion.

F, eine Funktionin ¢, und Q, ist, wird auch

7 eine Funktion in ¢, und Q,

sein. Mit Gleichung (5) wird p,= p,(¢,,Q,,t) sein, oder wenn man nach Q aufldst, erhilt man
Qi:Qi(qi’ Pi t) . Gleichung (6) ergibt Pi:Pi(qi’ pi’t) .

oF
Beispiel 1: Wir wihlen F,=F,(q,0,t)=q0Q . Gleichung (7) ergibt dann K=H+a—t1:H ,
oF
also K=H . Die spezielle kanonische Transformation ist nach (6) P:—a—le—q , also
oF, P=— : :
P=—g und nach (5) p=6—=Q ,also O=p ,also 0 9 . Die Transformation
q =p

vertauscht im Wesentlichen Koordinate und Impuls. Daher ist es auch gerechtfertigt, auch den

Impuls zu den Koordinaten zu rechnen. Wir haben hier zwar keine zyklische Koordinate, das ergibt
dann Beispiel 3.

Zunichst sollen aber noch andere niitzliche erzeugende Funktionen F angegeben werden, die
sowohl neue als auch alte Variablen beinhalten sollten:

_OF, _ OF, _ OF,
"™, ey, o,

" op, o0, “op,
K=+l k=m+2 A
B ot a ot a ot



. . , orF, 0F,
Beispiel 2: Sei Fzzz q; P, ,dann ist K=H+7=H und Qi:ﬁ:% und
or, o o
p,= P =P, , was offensichtlich die identische Transformation ist.

Beispiel 3: Es soll nun eine kanonische Transformation das Problem des harmonischen Oszillators
16sen.

Die Hamilton-Funktion ist H (g, p, t)=L p2+%kq2 oder mit ooz\/k hatman k=mon’

2m m
und damit H (q, p) :ﬁ p2+%kq2=ﬁ(p2+m2 oozqz) (*). Die kanonische Transformation sei
F.q,0)=" q ’cotQ . Aus Gleichung (5) erhilt man
oF

p :8—1 =mwgqgcotQ (**). Aus Gleichung (6)
q

5Q ~ 2sin’Q

(***) und aus Gleichung (7)
K:H+%—I; oder K(Q,P)=HI(q,p)

Aus (***) folgt qzzﬁPsian (****) und aus (**)

2
pzzmzu)zqch)s—Q(=)mzoo2 LPsin Q)C082Q 2mwPcos’Q ,also p’=2mwPcos O
mw sin” 0

Also mit (*) K(P,Q)= 1 (p +m u)q)

I (2 mw P cos’ O+m’ wz(LP sin’ Q) |=
2m mm

:ooP0052Q+coPsian:mP(coszQ+sin2Q):ooP ,also K(P,Q)=wP .Diese

Hamiltonsche Funktion ist zyklisch in Q. Dann ist aber P als konjugierter Impuls konstant und die

Hamilton-Funktion ist konstant und die Gesamtenergie E: E=wP oder P= % .
Hamiltons Gleichung fiir Q ist: Q= Z—IIE =w . Das kann unmittelbar integriert werden:

O=wt+c . Transformiert man wieder zuriick zu den urspriinglichen Variablen, ergibt das mit

_£
q2=LPsin2Q : q2=2—Psin2(mt+c):>q:\/2—Psin(oot+c)P;“’\/2E2sin(o)t+c) und
mm mw mow mwm




damit ist die Losung gefunden: ¢ (t)=\/ 2 E2 sin(w?+c)
mw

Das war natiirlich ein grof3er Aufwand fiir ein kleines Problem. Die Hamiltonsche Methode ist eher

ein theoretisches als ein praktisches Werkzeug. In der Quantenmechanik ist sie jedoch beides und
1.A. die einzig sinnvolle Methode dort Probleme zu 16sen.

4.3.2 Poisson-Klammern

Die Poisson-Klammern sind ein Differenzialoperator und vorallem auch niitzlich um von der
klassischen Mechanik zur Quantenmechanik zu kommen.

Wenn q und p die kanonischen Variablen sind und f=f(q.,p.t) ,g=g(q,p,t) Funktionen
von ihnen, so wird die Poisson-Klammer von u und v folgendermafen definiert:

0f0g 0f0g
{f:g}q,p 6—6— 5%

Auf ein System vom Freiheitsgrad n verallgemeinert mit = f(q,p,t) und ¢=(q,,....q,)
und p=(p,,..,p,) istdas

B n af ag _af ag
{f,g}-—;(aqiapi Opiaqi)

Mit der Einsteinschen Summenkonvention hat man

_0fodg _0d0fog
&) 0q,0p, 0p;0q;

Es gelten die Beziehungen (Fundamentale Poisson-Klammern):
{qj’qk}:{pj’pk}:() (1) und
{q] Dt = {pj g} = 6/k (2)

Beweis: (1) Fir f=/(q.p.t)=q;, und g(q,p.t)=q, istdie Poisson-Klammer

" [0q,0q q,0q9
demnach {q./,qk}:=2(8q{apf _6p aqk

( 0—0 -3,

i=1
Fir f=f(q,p, t)zpj und g(q, p,t)=p, gilt fiir die Poisson-Klammer

=>.(0 -3,,-9,, -0]=0

i=1

" [Op,0Op op,0p
{pj’pk}::z a ]a : _a ja :
i=1\04; Op; p; 04;

Q) Fir f=f(q.p, t):qj und g(q, p,t)=p, istdie Poisson-Klammer

S [0g;0p,  0q,0p,| <
P = - 5 => (5. -5,—0 0)=§.
0,005 G50 SLEL S .m0 0],




Und fir f=f(q.p, t)=pj und g(q, p,t)=q, gilt fiir die Poisson-Klammer

0p;0q, 90p,;0q;|_~
- = — 0 -0— 8 6
{pj gk} ; aql apl a aql izl(
Es gelten weiter folgende Regeln:
(Antisymmetrie) {f.gt=—{g.f}
(Bilinearitét) {af+bg,hi=a{f hi+b{g,h} , {h,af+bgli=al{h,f}+b{h,g}

(Leibniz-Regel)

oder

(Produktregel) {f g, hy={f,h} g+f {g.h}
(Jacobi-Identitdat) {f,{g,h}}+{g.{h, f}}+{h,{f,g}}=0

(kanon. Invarianz) {f,g}, 6 ,={/f, g}, unter kanonischer Transformation

Es gelten noch zusétzliche Regeln:
{f.f1=0 (3)und {f,c}=0 (4) fiirallef, falls c konstante Funktion iiber dem

Phasenraum {(q, p)}

=0 , da die Produkte in der Klammer identisch

Beweis: 3) {f.f}= Z(géf g? 2225

of dc _Of dc
0q,0p, 0Jp,0gq,

sind. (4) {f,c}= Z(

Z(af 0 -9L o)zo

0q, op;

i=1

(Antisymmetrie) {f,g}= Z —{g./}

0q,0p, 0p;0q, 0q,0p, 0p;0q,

i=1

of og of ag):_i(ag of ogof|_

05 00, 0g 2P,
00, 0p, 0P, 0Op,

(Invarianz) Da g=g(Q,P) ist a_gzz
op; =i

0fdg _0fog|_
0q;0p, op, 04,

ag ag an k . C
-|- folgt fi =
59, Z(agk 5, T3P, 3q, | BT /80,7 X

_of

og an+ og 0P,
op,

an aqi aPk a‘]i
Of 0Py of 0P
0q,0p;, Op; 0q,

Z af og an+8g5Pk
q,\00, 0p, 0P, Op,

0f09r 0f 0k

og
6Qk 0q; 0p, Op; Oq;

oP,

-3 |2

ik




(*)

;(an{f Qk}q,,+ o L P

of 00 of 00 o f OP of 0P
e T N e
dg; Op;, Op,; Og, 11049, 0p;, Op, 0g,

da {f,Qk}q,,,zg(

Setzt man in (*) fir =0, , dann erhdlt man mit (1) und (2):

a Antisymmetrie
g = {g Q,}——— und setzt man

l l

(0,g}= Z( {Q,,Qm {QI,P}

00,
hierin fir g=f , hat man {f,Q,}Z— f (**).

Setzt man diesmal in (*) fir f =P, , ergibt das wiederum mit (1) und (2):

(P.g}= Z(GQ (PO + S AP P =g &5 (g Py =2 und nach
of
E durch f: P, ok
rsetzung von g durc {f,P,}= 30, (***),
Geht man mit (**) und (***) in (*), so ist das
-0/ )|, 08 0f
f8h= Z(an{f i}y apk{f Pi}ap ;(an 5P apkagk)
of o0 of 0
{f:g}q,p=;(aék6§k _agk aégk ={f7g}Q,P .

(Bilinearitdt) {a f+bg,h}= Z olaf+bg) oh _6(af+bg) Oh ):

Py dq, Op; op;  Og
([ of  og)\oh of,,02)\ah
= +b - +b
,Z ( ¢, oq;)op \“op "op)oa|

_y a(af oh _of o).,

8_g Oh _6g Oh
0q,; 0 p; 0p; 0q;

0q; 0 p; 0p; 0q;

]:

Z(ag oh 0g dh

=a{f,h}+b{g, h} .

0q,0p, 0p;0q,

s [of on _of 8h
_az(aqiapi 0p; 04,

Die andere Seite ergibt sich mit der Antisymmetrie:
thyaf+bgy=—faf+bg hi=—aif hi=big hi=alh, fi+b{h, g}



(Leibniz-Regel)

0fe 0h 0fg oh)_ of , o2
g k= Z(aql op apiaqi)_Z[(gaql urn

oh

8f og
o p; +/

ap, T Op;

oh
5(1

of 0h _of oh
_gz(ﬁq,apl 0 p, 04,

0g Oh Og Oh
fz(aq,ap, 5 o ) AL S g b

Bemerkung 1: Die Antisymmetrie, die Bilinearitét und die Jacobi-Identitit machen die Poisson-
Klammer zu einer speziellen Lie-Klammer.

Bemerkung 2: Bezichungen, die Poisson-Klammern beinhalten konnen in quantenmechanische
Beziehungen transformiert werden, wenn die Poisson-Klammern mit dem quantenmechanischen
Kommutator durch folgende Vorschrift:

A
{r g}—>—(fg gf)=— [/.2]
wobei f und g klassische Funktionen sind und f und ¢ die entsprechenden
quantenmechanischen Operatoren.

4.4 Bewegungsgleichungen in Poisson-Klammern

Die Bewegungsgleichungen kann man in mindestens drei Arten ausdriicken, mit Newton 2. Gesetz,

mit den Euler-Lagrange-Gleichungen oder mit Hamiltons Gleichungen. Die ersten beiden sind ein

System von n DG 2. Ordnung, Hamiltons Gleichungen sind ein System aus 2n DG 1.0rdnung, von
gund p .

Wenn f eine Funktion iiber dem Phasenraum ist: /= f(q, p,t) , dannist

of

'+az

of
dr z(aq, Top

Mit den kanonischen Gleichungen ¢,= o und p,=— ot ergibt das

op; l 04,
OfoH Of0H)\| oOf df 0 f
— -~ = +
dt Z 3q.9p, op og | ar o0 g~ U-H)
Ist f konstant, also %2 0 ist {f H}= f (genau dann ist f eine Erhaltungsgréfe) und
wenn f nicht explizit von der Zeit abhingt, dann ist mit %20 auch {f,H}=0 . Inder

ot
Quantenmechanik entspricht das, dass ;‘ und A kommutieren. Alle Erhaltungsgréfen
kommutieren mit dem Hamiltonoperator H .



Wird nun f=g¢q gesetzt (q hdngt nicht explizit von der Zeit ab), dannist {g, H }=¢q
und fiir f=p ergibtsich analog {p,H }=p . Also

q=1{q9.H} (1)
p=ip H}

Das sind die Hamiltonschen Gleichungen in Poisson-Klammer Schreibweise.
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In symplektischer Darstellung mit m=| " =( q) wird (1) zu:
p
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n={n,H}

was als Vorschrift gelesen werden kann, um die Werte der ¢, p zu etwas spéterer Zeit zu
bestimmen, wenn ihre Werte zur Zeit t bekannt sind, denn

n(t+dt)=n(t)+ndt .

4.4.1 Infinitesimale kanonische Transformationen



