Mengentheoretische Topologie

Manfred Horz

Eine nichtleere Menge M mit einer Teilmenge T der Potenzmenge (M) von M, heiBt
topologischer Raum mit der Topologie T, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(T,) B€T und M €T
(T,) O,€TANO,ET=0,n0,ET
(15) No,eT=(U 0,)eT

i€l i€l
Die Mengen aus T heillen offen. Die Komplemente von offenen Mengen heillen abgeschlossen.

Die kleinste (,,grobste*) Topologie einer beliebigen Menge M ist T={ 0, M} und heiit die
triviale oder die Klumpentopologie.

Die groBte (,,feinste*) Topologie einer beliebigen Menge M ist  §2 (M) und heiBt die diskrete
Topologie von M.

Beispiel 1: Jede einelementige Menge M ldsst sich ausschlieBlich mit der Klumpentopologie
versehen, die hier gleichzeitig die diskrete ist: M={a}=>p(M)={0, M}

Beispiel 2: Eine zweiclementige Menge M ={a,b} besitzt vier Teilmengen:
@(M)={8,{a},{b}, M} und damit auch vier Topologien: T,={& .M} |
T={@ {a}, M} , T,={0, {b},M} , T,=p(M)

Ist N eine nichtleere echte Teilmenge von N, soist 7={8d, N ,M } eine Topologie von M.
Ist Z={##N,cM/i€l} eine Zerlegung von M, so ist T={@8,N,...N;,.., U N} oine

Topologie von M.  ZU{ @} nennt man Basis dieser Topologie T, weil man alle offenen Mengen
dieser Topologie als Vereinigungen aus Mengen der Basis darstellen kann.

Beispiel 3: Fir M ={a,b,c} besitzt manschon 29=1+(3+3)+(3+6)+(3+3)+6+1
verschiedene Topologien. Beispielsweise ist T={0, M, {a},{b},{a,b},{a,c}} einevon6
verschiedenen Topologien mit 6 offenen Mengen. Eine Topologie der Méchtigkeit 7 gibt es nicht.

Michtigkeit 2 3[4 |5 [6]7]8
Anzahl |1 |3+3 36 3+3 (6 0|1

Es gibt 9 strukturell verschiedene Topologien (unter Berticksichtigung der topologischen
Aquivalenz).

Beispiel 4: )/ =IR" Unter der e€— Kugelum x versteht man K (x)={y€R"/| y—x|<e}
Die Standardtopologie des R" ist [s={O<R"/ AVK.(x)c0}

x€0e>0

Eine Teilmenge B von T des topologischen Raums (M,T) heifit Basis von T, wenn jede
offene Menge OET sich als Vereinigung von Mengen aus B darstellen ldsst.

BBasisvonTo A V o=U U .

O€eT B'cB UEB'



Eine Teilmenge S von T des topologischen Raums (M, T) heiBt Subbasis von T, wenn jede
offene Menge O€ET sich als Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Mengen aus S
darstellen ldsst.

Ist SSg@ (M) eine Menge von Teilmengen eines topologischen Raums (M, T) , dann ist
T(S) die grobste Topologie von M, die S enthélt. T (S) heiBt die von S erzeugte Topologie,
<§>:=T(S) .S istdann Subbasis von <S> .

Man vereinbart hierzu noch, dass & die ,,leere Vereinigung ist (d.h. gar keine Mengen werden
vereinigt) und M der ,,leere* Durchschnitt ist.
Wihlt man alle endlichen Schnitte einer Subbasis, so erhilt man daraus eine Basis.

Beispiel 1: M={a,b,c} und T={0,M,{a},{b},{a,b}} .Dannist
B={{a},{b},{a,b,c}} BasisvonTund S={{a},{b}} Subbasis, denn
Die Durchschnitte sind 8, M als leerer Durchschnitt , {a},{b} .Die
Vereinigungen davon ergeben: B, M ,{a},{b},{a, b} . T=<S> .

Beispiel 2: M =R Die offenen Intervalle bilden eine Basis der Standardtopologie T'5 .
K (x)=]x—r,x+7r[ istoffenes Intervall fiir jedes x,r€R mit Mittelpunkt x und

Radiusr. Sei OETsﬁ/\VKr(x)CO Dannist 0= U K.(x) . Denn sei

x€0r>0 xe0

y€0=>\/K,.(y)CO, da yEK,(y) folgt ye U K,,(x) . Andrerseits sei

r>0 x€0

VE U K. (x)= \/yEK,(x) und da K, (x)cO istauch y€O |
x€0 x€0
Wihltman x,r€Q | so ist diese Basis abzihlbar.

Als Subbasis kommt in Frage: S={]—o0,b[,]a,o[ /a,b€Q} . Auch sie ist
abzdhlbar. Jedes offene Intervall ]a, b[ lasst sich als Schnitt zweier Intervalle
]—o,b[N]a,o[ darstellen, wenn a<b

Man verlangt von einer Basis jedoch nicht, dass sie minimal ist, wie bei Vektorrdumen.

Teilraumtopologie

Ist T Topologie auf M und NEM eine Teilmenge von M.

T|ly={UNNIUET};={OSN/ \ O=UNN} ¢jne Topologie auf N und
UeT

heiB3t die Teilraumtopologie oder die von N induzierte Topologie oder auch die Relativtopologie

oder Spurtopologie bzgl. N.

Dann ist die Menge

Bew.: (1)@ €T|,, da 8NnN=Q NE€eT|,, da N=MNN
(2) Mit U,NAN und U,NN istauch (U,NN)N(U,NN)ET]|,, denn:
(UNN)N(U,NN)=(U,NU,)NN

B)UunnN)=(Uu)nn

1 l

Eine Menge AS N ist abgeschlossenin N < A=N\A offenin N



&N\A=0NN mit OET © A=N\(ONN)=N\O=NN(M\O) mit
M\O abgeschlossen in M

Eine Menge AS N ist also abgeschlossen in N genau dann, wenn

A= NNB mit B abgeschlossenin M .
Die offenen bzw. abgeschlossenen Mengen in N sind also die ,,Spuren* von den entsprechenden
offenen bzw. abgeschlossenen Mengen in M.

Beispiel 1: Sei M =R mit der Standardtopologie S={O<R/ /A V K,(x)cO} mit
x€0r>0
K, (x)={yeR/|x—y|<r} . Seiweiter [<IR Intervallund ]a,b[cI offenin§,
dannist Ja,b[NI=]a,b[ offeninImit der Relativtopologie 7, .
[a,b]c1 istabgeschlossenin S, alsoist [a,b]=[a,b]NI abgeschlossen in I.

Beispiel 2: Sei M =IR’ ausgestattet mit der Standardtopologie S:
S={0cR’ N\ V K,(x)cO} mit K (x)={yeR’/|x—y|<r} undsei
x€0r>0
N=G, Graph der Sinus-Funktion und O=K, ((0,0)) die offene
Einheitskreisscheibe. Dannist NNO offen in N, aber nicht offenin  (R>S) , daes

bspw. zum Ursprung  (0,0) keine offene Kreisscheibe gibt, die Teilmenge von
NNO ist.

enen Kreisscheibe O

Beispiel 3: SeiM ={a,b} .Dann gibtes genau vier mogliche Topologien auf M.
Die triviale (grobste) Topologie T ,={#& , M} | T,={8, M, {a}} ,
T,={@,M,{b}} und die diskrete (feinste) Topologie
T,={8.M {a},{b}}=p(M) . /T\
Sei (M,T,) der topologische Raumund N={a}cM .
Dannist T,|y={8,N} die Relativtopologie, die einzige, n T
die auf N mdglich ist, die zugleich trivial und diskret ist. \ /
In diesem Fall sind alle offenen Mengen in N auch offen in M. T,

Beispiel 4: Sei wieder M =IR*> versehen mit der Standardtopologie S und
N=S'={xeR’/|x|=1} der Einheitskreis oder die eindimensionale Einheitssphire.
Die Relativtopologie Sls: besteht aus der Vereinigung von ,,offenen* Kreisbogen,
deren Endpunkte (Randpunkte) nicht dazu gehoren.
B.={K,(x)/x€R? r>0} ,die Menge aller offenen r-Kreisscheiben ist eine Basis
von R? .Sei ¢:R—S',t~(cos(t),sin(¢)) ,dann ist
BN S'={¢(]a,b[),a,bER,a<b}= B, Basis der Einheitssphire, die aus ,,offenen

Bogen* besteht.



Beispiel 5: Die Menge aller komplexen (2 ,2)-Matrizen Mat(2,C) ist homdomorph (siche unten)
zu €' , mit der Standardtopologie (Normtopologie) versehen. Die euklidische Norm

in C" ist definiert durch ||x||=\/\x1\2+...+|x,,|2=\/x_,x,+...+x_"x"=\/<x,x> :
K.(x):={yeC"/|x—y|<r} heiBt offene r-Kugel um x.
Die Standardtopologie 7 des C" istnun Tg={0cC'I\ VK, (x)<0}

x€0 r>0

Die Relativtopologie von SU(2)={A€Mat(2,C)/A'=4""'Adet A=1} =

|

Determinante (die komplexe Rotationsgruppe) ist
Tslsw={0NSU(2)locC’, N\ VK, (x)<0}

xX€0 r>0

V4 z 2 2 e . . .ps
' Z2\l]zi[+|z'=1} der unitiren (2, 2)-Matrizen mit positiver

—Z, Z

Quotiententopologie

Sei T eine Topologie auf M. Sei weiter N eine Menge und f:M — N eine surjektive Abbildung.
Die Menge O:={U/USNA f'(U)eT} istdann eine Topologie auf N und heiBt die von f auf
N induzierte Quotiententopologie von N =M /f oder Identifizierungstopologie. Damit ist f
gleichzeitig stetig.

Bew.. [ '(0)=0e€T=0€0 , [ '(N)=M, dafsurjektiv=>N€O, weil MET |,
U, U,e0=f(UnU,)=f"(U)nf(U,)eT=U,nU,€0
U,co=r"uU,|=u /' (U)er=u U0

fstetig, damit Ue€O= f'(0)eT .

Die Quotiententopologie auf N ist die feinste Topologie, fir die f:M — N stetig ist. Die grobste
Topologie, die triviale {8, N} auf N macht f auch stetig.

Beispiel 1: Sei M =IN versehen mit der Relativtopologie T von IR mit der Standardtopologie S.
Offene Intervalle sind aus S und ebenso ihre beliebigen Vereinigungen.
{1}=]0,2[NIN offen in T. Ebenso alle anderen einelementigen Mengen aus IN :
{n}=In—1,n+1[NIN .
Jede beliebige Teilmenge von IN ist demnach auch offen in T, auch die leere Menge,
denn ©=]0,1[NIN . Tistalso die diskrete Topologie.
~ seiauf IN nun folgende Aquivalenzrelation: n~m<n=mmod?2 .
N sei die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~ .Also N={[0],[1]}
f:N->N;n—[n] .Manschreibt auch N=IN/~ N hatwieder die diskrete
Topologie O: @ €0, da f~'(&)=0eT , f'(N)=NeT, also N€O ,
F7H[0])={24.6,...}eT=[0]e0 [ '([1])={1.3,5,..,}eT=>[1]€0 ,
S[01n[1])=f"'(#)=BET=[0]N[1]€0 .
£ 101ul1])=f"(N)=M eT=[0]U[ 1]€0 .

Beispiel 2: Versicht man Z mit der Relativtopologie Tvon R ,sohat Z/mZ=Z, mit
beliebigem natiirlichem m wieder die diskrete Topologie als Quotiententopologie.
Seietwa m=3. a~bea=bmod3=a—-beld”Z 37Z={..,—6,-3,0,3,6,...}
Z,=Z/3Z={[0],[1]1;5,[2]5} [0];={...,—9,-6,-3,0,3,6,9,...}



[1,={....—8,-5,—-2,1,4,7,10,...} [2],={..,—-7,—4,-1,2,5,8,11,...}
Begriindung fiir diskrete Topologie von Z; analog zum ersten Beispiel.

Beispiel 3: Sei M=[0,1] und Z={0,1'cM . Seia~b=a=bV(a€EZAbDEZ) .Man
identifiziert jetzt die Zahlen 0 und 1 in der Aquivalenzklasse [0]=[1] und erhilt dann
in M/Z=]0,1[U{[0]} und ihrer Quotiententopologie einen zum Einheitskreis

S'={xeR*/|x|=1} mit seiner Relativtopologie T s bzgl. der Standardtopologie
S, des R*> homdomorphen topologischen Raum: S sei die Standardtopologie auf
R . T,={VIV=[0,l]nW,WeES} die Relativtopologie auf M. Die
Quotientenabbildung f:M =[0,1]-M/Z=]0,1TU{[0]}, x—[x] definiert die
Topologie T, auf M/Z : T,,,={UIUSMIZA f(U)eT,} .Die
Quotientenabbildung g:M/Z—S';[t]~ (cos(2mnt),sin(27¢)) ist bijektiv und
g und g~ sind stetig:
- g ist bijektiv, da jedem Punktin ]0,1[ genau ein Punktaufdemin (1,0) punktierten
Einheitskreis entspricht und der Aquivalenzklasse [0]=[1] der Punkt (1,0) auf
dem Kreis.
- g ist stetig, da mit jeder offenen Menge O aus 7 x auf dem Einheitskreis auch

g '(0) aus T,y ist, also offen.

B icht dem offenen Bogen 1051 aus T dic offenc Menge  10,~[ i
spw. entspricht dem otftenen Bogen 2 x die offene Menge 2 n

T, und der offenen Menge {[t]EM/Z | 0<t<%}

- g ' iststetig,da (g7')'=g jeder offene Menge aus T, einen offenen Bogen in

Ty zuordnet.
Also ist das Einheitsintervall nach Identifizierung seiner Randpunkte homdomorph zum
Einheitskreis. Sie sind also topologisch dquivalent oder isomorph.

Produkttopologie

Seien (M,T,,) und (N,T,) topologische Rdume. Das kartesische Produkt M XN ldsst

sich dann mit der Produkttopologie 1 wxn:={USM XN/ \ Vo ouv=Urxw;
v.er,werT,

versehen.

Bew.:. T,y istTopologicauf MXN : B=0X0 und M XN sindaus 7Ty .
Zu Ul, U2€TM><N existieren Vl,iETM und WUETN sowie Vz,iETM und WZ,iETN

mit g =Uy xw, uwdU,=Uv, xw,,

UlﬂUzz( U v, x WU)O( Uy, xw,,|=U " xw!/) wobei
vid=y, v, er, uwd W'"=w nw, eT, .Alsoist UNU,ET, .
Fiir die Vereinigungen ist es klar.

Bezeichnet man mit  p,:M XN—M ;(x,y)—x und p,:MXN—-N(x,y)—y die
kanonischen Projektionen, so ist die Produkttopologie die grobste Topologie, unter der die
kanonischen Projektionen stetig sind. Wahlt man bspw. die diskrete Topologie fir M XN | so
sind die Projektionen natiirlicherweise stetig.

Beispiel 1: M =N =R | die jeweils mit der Standardtopologie S von IR ausgestattet seien.



2
MxN=R* Te:={UcSR /V>éSW>éSU=U VXWi} st die

Produkttopologie.

Istetwa ]—3,—2[U]1,3[ eine offene Mengein M =R und ]-3,—1[U]1,2]
eine offene Menge in N=R ,soist U=]-3,-2[U]1,3[X]-3,-1[U]1,2[=
1-3,-2[X]-3,—-1[U]-3,-2[X]1,2[U]1,3[X]=3,—-1[U]1,3[Xx]1,2[ als

Vereinigung von kartesischen Produkten offener Intervalle eine offene Menge in |IR*

Diese Menge ist auch offen in der Standardtopologie des IR

Zu jedem Punkt in dieser Menge gibt es eine offene Kreisscheibe, die ganz in dieser
Menge liegt. Sei etwa x=(—2,6,1,2) ein Punkt, der in U liegt. Dann gibt es eine
offene Kreisscheibe K )(x) cU .

---------------------

-------

-------

............

-------

--------------

-------

---------------------

Die Standardtopologie ist aber feiner als die Produkttopologie, da es offene Mengen in der
Standardtopologie gibt, die nicht offen in 7. sind, wie bspw. eine offene Kreisscheibe.

Beispiel 2: Der Torus 77=S'xS' lisst sich mit der Produkttopologie 7.5 belegen, wobei
S' der Einheitskreis (die eindimensionale Sphire) ist. Jeder Punkt auf einem Torus
mit GroBradius R und Kleinradius r ist durch zwei Winkel ¢, und ¢, bestimmt.




x=(R+r-cos(¢,)) cos(dz)
Die Parameterdarstellung des Torus lautet : y=(R+r-cos(9,))sin(¢,) mit 0<¢g, <27
z=r-sin(¢,)
T, :={UCSS'XS'] Vi\E/TK Wi\E/TK U=U V. XW,} st seine Produkttopologie.

Beispielsweise wire das Produkt der Kreisbogen ]0,5,0,8[X]0,1[ eine offene Menge
des Torus R=4;r=0,5 mit ¢,€]0,;1[ und ¢,£]0,5,;0,8[ .

Summentopologie

Sind zwei Mengen M und N disjunkt, so nennt man M +N:=MUN die Summe der
Mengen. Falls sie nicht disjunkt sind, so definiert man die Summe M +N:=MX{0}UNX {1}

Fiir zwei topologische Rdume (M,T,)und (N,T,) bildet die Menge M +N versehen mit
der Topologie T, y:=tU+VIUET, ,VET,} die topologische Summe der beiden Riume.
Alternativ kann man die Summentopologie auch folgendermaf3en definieren:

T, v:={UCM+NIUNMET, UNVET,}

Da es nur eine Topologie auf {a} gibt, die triviale, und U, X8 =8 ist die Produkttopologie
von Mx{a} Tuxw={UsMx{a}l V U=UUx{a}}u{g}
U,eT,

Tyxim={UsMx{a}l V U=(UU)x{a}}u{@}=>
U.EeT,

und damit

TMX{aF{UEMX{a}/VVT U=VX{a}}U{#}  gind also M und N nicht disjunkt, so
€ M
ist Ty v={WEM+NIW=UX{0}UVX{1}/UET,, und VET,}

Bew., dass 7T,y Topologie: (1)@+8=0 (BnB=Q); M+NET, ., .
(2) (U1+V1>H(U2+V2)Z(U1UVl)m(UzUVz):(UlmUz)U(UlmVz)U(VlﬂUz)U(VlmVz):
=U,NU,UQUR UV NV,=UNU,UV NV,=UNU,)+(V,NV,)ET,, ., fallsMund N
disjunkt.
(3)W.€T s n= V wW,=UUV,
uer,,V.eTy

=Uw=Uwur)=\UvulUvr,ler,.,

Sonst: (1)da @€T,, und €T, istauch H€T,,,, M+NET,., ,da
MET,, und NET,

(2) W\, W,ET,, =W ,=UX{0}UV, X{1} W,=U,x{0}UV,x{1}=
W .NW,=(U,x{0}UV X{1})NU,X{0} UV, x{1}=



=(UJWUQX{0}U(VJWVQX{1}uLﬁx{O}mL}x{l}uV}x{l}mL@x{gjz
o o

:(UlmUZ)X{O}U(VlmV2)X{1 YET yin

er,, €Ty

(3) W,€T)y, v=2W,=Ux{03UV,x{1}=> U (UXx{0}UV x{1})=
=U (ux{o}uU (V,.x{l})=( U Ul.)x{O}U( U Vi)x{l}eTM+N

eT eT

M N

Beispiel 1: M =N =R mit Standardtopologie. M '=RX{0} und N'=RX{1}

1M+N

Rx{0} Rx{1}

=1R + IR

Beispiel 2: Alle individuellen Kreise K, mit n,/(x—m,)=0 und (x—m,)’=1 bzw.

cos(¢) —tan(¢)
x’=2(x,cos(t)+x,sin(¢)) mit m,=|sin(¢) n= 1 , falls
0 0
-1 1
t#n/2At#37/2 und sonst Myp=| 0 |und ny,=0| fir r€[0,2n[ liefern
0 0

iiber die Summe lz K, den Torus fiir R=3,r=1:

Eine Abbildung f:M — N ,x— f(x) zwischen zwei topologischen Ridumen
(M,T,,)und (N,T,) heiBt stetig, wenn das Urbild f~'(U) jeder offenen Menge U€ET

offenin 7, ,d.h. U/G\TVfil(U)ETM i

(1) Die Identitdt id,:X — X ,x— x iststetig

(2)Sind f und g in X EA Y%7 stetig, dann ist auch die Komposition gof:X—Z stetig.

(3)Ist f:X—Y stetigund Nc X ein Teilraum von X, dann ist auch die Einschrinkung
fIN:N—-Y stetig.

(4) f:X+Y—Z istgenau dann stetig, wenn f|X und f|Y beide stetig sind.

(5) (f,g):Z->XXY istgenau dann stetig, wenn f:Z—X und g:Z—Y beide stetig sind.



Eine Abbildung f:M — N ,x~ f(x) heiBt offen, wenn N flo)er,

O€T,,

Eine Abbildung f:M — N ,x~ f(x) nennt man einen Homéomorphismus, wenn f bijektiv ist
und f und /' beide stetig sind, d.h. f bijektiv, stetig und offen ist, d.h. wenn die offenen
Mengen in M genau den offenen Mengen in N durch f entsprechen.

Man sagt dann, dass M homdomorph zu Nist ( M =N ).

Kommt eine Eigenschaft eines topologischen Raums auch jedem dazu homéomorphen zu, nennt
man sie eine topologische Eigenschaft.

Beispiel 1: M={a,b,c} T,={0,M, {a} {a,b}}
N={a,b,c} Ty={8,N,{b}, {a,b}}
f:M—N,a—b,b—a,c—c istbijektivund stetig. Denn £~ '({b})={a}
f'({a,b})={a,b}, " (N)=M, ' (@)=80 .Ebenfalls ist f offen. Damit ist f
ein Homoomorphismus, d.h. M =N .

Beispiel 2:  S'XS§'=T? | der Produktraum aus der Einheitssphire mit sich selbst ist homdomorph
zum zweidimensionalen Torus.
Der erste Kreis sei der Kreis, der die Grof8e der Torus mit Radius R reprisentiert, der
zweite, der die Dicke mit Radius r darstellt. Die Abbildung

f:SIXSl—>T2, X | %2 Reos (¢) ) VCF)S<¢r) RCOS(¢R)+FCF)S(¢r> st
vi) \»2)] \\Rsin(op) |\ rsin(e,) ]| | Rsin(¢,)+rsin(g,)
bijektiv. S'x§' ist mit der Produkttopologie versehen. Der Torus 7 mit der

Relativtopologie ;- der Standardtopologie des R’ .
Eine offene Menge des Torus wire

—

bspw. der Schnitt einer offenen Kugel

mit dem Torus, also etwa eine offene ’q
torusmafig gekriimmte offene ﬁ
Kreisscheibe. Thr Urbild ist wieder ©

offenin T, als (unendliche)
Vereinigung von ,,infinitesimalen* offen
,,Rechtecken* ' bestehend aus dem kartesischen Produkt offener Kreisbdgen.

0,1[=S", ¢t~ Rcos(2mt) 0[S 1 rcos(2mt)
Wenn @11 (Rsin(zm‘) WA= rsin(2n¢) » dann

sind solche offenen ,,Rechtecke* ¢(]a,b[)Xy(lc,d[) mit Ja,b[<[0,1[ und
le,d[<[0,1] .

Beispiel 3: Ein Einheitsquadrat Q' ist homdomorph zu einem Einheitskreis S’

Die Funktion f:0'—>S§' mit (I,tan¢)— (cos¢,sing) fiir ¢€[—%,%[ und
(cot,1)—(cos@,sing) fiir q)e[%iﬁ%i[ und
(—1,—tanq))'—>(cosq),sinq)) fur ¢€[3%i,5%i[ und

(—cotp,—1)—(cos¢,sing) fiir q)e[s%, 7%[ ist eine bijektive Abbildung.



Sei S die Standardtopologie des R> und T, bzw. T'i, die von S induzierten
Teilraumtopologien (Relativtopologien). Die offenen Mengenin (' entsprechen
dann eindeutig den offenen Mengen in  §' . Also ist f ein Homdomorphismus.

el —p

Ein topologischer Raum heifit zusammenhéngend, wenn er sich nicht in zwei nichtleere, disjunkte
und offene Mengen zerlegen lésst.

Das ldsst sich auch anders formulieren: Der Raum M ist zusammenhéngend, wenn M und &
die einzigen zugleich offen und abgeschlossenen Mengen sind.

Beweis der Aquivalenz der beiden Definitionen:

Sei die zweite Definition erfiillt. Und seien 4 und B nicht leer und offen und disjunkt .

Wire  pf= 4UB=8=4NB=4=B und B=4 Daaber

A offen und wegen B= A und B offen muss A auch abgeschlossen sein. Das gleiche gilt fiir B.
Daaber M und @ die einzigen Mengen dieser Art sind, muss gelten: A=0 oder B=4 im
Widerspruch zur zweiten Definition. Also gibt es eine solche Zerlegung nicht.

Sei nun die erste Definition erfiillt. Sei A# 8 und A#M eine dritte Menge, die offen und
abgeschlossenist. A# B =>A#M . A#M =>A#0 Esgiltaber py— 44 .Also gibe es eine

Zerlegung von M aus zwei nichtleeren, disjunkten und offenen Mengen 4,4 im Widerspruch zur
Voraussetzung. Demnach gibt es keine dritte Menge, die sowohl offen und abgeschlossen ist.

nicht zusammenhédngend zusammenhdngend

Eine Teilmenge NSM heiBt zusammenhingend in (M, T) genau dann, wenn der Teilraum
(N.,T|,) zusammenhingend ist.

Beispiel 1: Jedes Intervall /SR ist zusammenhéngend. Sei I mit der Relativtopologie T bzgl.
IR (mit der Standardtopologie) versehen.

Annahme: [ nicht zusammenhingend % es gibt eine Menge A</ mit A offen und
abgeschlossenund A# 8 und A#1 . Sei x;€4 und »,€I\A4 .OBdAsei Xx,<y, .
Sei C:={x€llx€ANx<y,}SA. C#8,6 dax,€C y, istobere Schranke von C, also
existiert ein Supremum von C. s:=supC =s=y; sist Beriihrpunkt vonC =seCc4 =4
da A abgeschlossen =s€4 . 1s,y,[cI\A :sei s<x<y, .Wire

x€A=xe€(C. Da s obere Schranke von C=x<s=>x<s<x=>x<x Wid., also x&4 .Da

I Intervall

s€Acl und y,€l = ]s,y,[S1 Alsoauch x€/, also insgesamt x€/\ 4.



Damitist]s, »o[SINA s[5, y,]=]s, p[S(I\A) M= \g=ser\g - DI
ein Widerspruchzu s€4 . Also Annahme, dass I nicht zusammenhingend ist, ist falsch.

Gegenbeispiel: Der Unterraum N =[1,2]U]4,5[<R ist nicht zusammenhdngend. Denn
A=[1,2]1und B=14,5[ sind disjunkt, beide offen und nicht leer. Bistin 7' ,
der Relativtopologie, offen, denn B istin R offenund B=BNR .
Aber auch A ist offen, zwar nichtin IR ,aberin 7|y ,da [1,2]=NN]0,3]
und ]0,3[ offenin R .



