Schiiler- und Lehrerprobleme
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1. Eine Analogie zwischen quadratischer Gleichung und einfacher DG
Wieso sind gewisse Formeln als Leitideen notwendig, um einfache Probleme zu 16sen?
Das kann man leicht an der Analogie der Losung von quadratischen Gleichungen und einer der

einfachsten Differenzialgleichung (linear und ersten Grades) sehen. Ohne diese Leitidee dreht man
sich klassischerweise im Kreis.

Will ein Schiiler zum ersten Mal eine quadratische Gleichung der Gestalt x*+2x—3=0 losen,
der zuvor nur lineare kannte, so wird er versuchen, das Quadrat zu eliminieren durch Wurzelziehen:

X +2x—3=0e x’=3-2x o |x|=V3-2x

Um das lineare x (Betrag von x) mit dem x unter der Wurzel wieder zu vereinen, wird er quadrieren
und befindet sich so wieder am Anfang.

Das Gleiche unterlduft ihnen in der Regel bei der DG
f'x)+k f(x)=0 .

Um die Ableitung von f(x) zu eliminieren, versucht er zu integrieren und erhalt:
f(x)==k[ flx)+e .

Und auch hier muss er die Funktion unter dem Integral wieder isolieren, was er durch
Differenzieren zu bewerkstelligen trachtet und ist wieder so weit wie am Anfang.

So wie im Beispiel der quadratischen Gleichung die Idee der binomischen Formel
(x+a)=x"+2ax+ad’

ithn aus diesem Dilemma erldst, so tut es im Fall der obigen DG die Formel der logarithmischen
Integration

['(x)
I f(x)

=In|f (x)|+¢

Das ergibt folgende ausgefiihrte Analogie:



(1) x*+2x—3=0 | f'(x)+kf(x)=0

(2) X42xtl=4 | f]}((;))z—(fk)+c (f(x)%0)
(3) (x+1) =4 | ln|f(x)|=—kx+c

(4) p+1=2 | f(x) [=e ™

(5) x=—1+2 | fx)=%e™"

(6) x==3vx=1 | f(x)=de™ (4:=%e#0)

Von Zeile (1) nach (2): Vorbereitung zur Anwendung der respektiven Formeln.

Von Zeile (2) nach (3): Anwendung der Formeln, sodass bei der quadratischen Gleichung das
lineare und quadratische x zusammengefasst werden zum einheitlichen quadratischen Term und bei
der DG wird die Ableitung der Funktion und die Funktion ebenfalls vereinheitlicht im Logarithmus.

Von Zeile (3) nach (4): Anwendung der jeweiligen Umkehrfunktion zur Eliminierung des Quadrats
bzw. des Logarithmus'. Der Rest fiihrt dann schnell zur Losung.

2. Haiufige Fehler

Ein anderer Fall betrifft das Problem, dass Schiiler zuviel Analogien sehen, auch da, wo sie fehl am
Platz sind.

Es ist bekannt, dass (ab)zza2 b oder Vab=+vavb ,falls a,b>=0 |, dass also eine
Verkniipfung (hier Multiplikation) mit der Potenzrechnung vertriglich ist. Oder dass die
Multiplikation mit der Addition vertriglich ist: a(b+c)=ab+ac oder wie man sagt, dass ein
Homomorphismus besteht. Sie schlieBen dann, dass das auch fiir die Addition gilt und erhalten so:
"la+b)l=a"+b>"" bzw. ""Na+b=vVa+Vb'' oderfir ''In(a+b)=lna+Inb’’

Dafiir gibt es eine einfache generelle Regel: Sind zwei unmittelbar auf einander folgende
Rechenoperationen wie die erste  + bzw. — (also Operation bzw. Umkehroperation) und die
zweite -bzw. |/ kombiniert oder -bzw. / und die ndchsthohere, die dritten, Potenzrechnung
bzw. Logarithmus oder Wurzelziehen, so gilt die natiirliche Vertriaglichkeit (Homomorphie). Wird
jedoch eine erste Operation mit einer dritten kombiniert, so ist die angenommene
(Homomorphie-)Regel falsch.

3. Unanschaulichkeit

Ein Hauptproblem besteht in der uneinheitlichen Begriffsbildung innerhalb der Mathematik.
Schiiler verstehen nicht, dass @' zunéchst sinnlos ist und es hierfiir keine anschauliche
Vorstellung gibt wie etwa fiir ¢° oder «’ als Potenzen. Die letzten beiden Ausdriicke sind
lediglich abkiirzende Definitionen fiir Multiplikation eines Terms a mit sich selbst.

Allgemein wird die Potenz rekursiv definiert: ¢’:=q -a und wenn ¢" schon fir n>2
definiert ist, so definiert man ¢""':=4" - . Aber «' und " odergar 4 ' sind (zunichst)
keine Potenzen. Sich darunter eine Multiplikation mit sich selbst vorzustellen fiihrt in die Irre.
Verantwortlich fiir die Definitionserweiterung ist der mathematische Wille eine Regel (oder
Regeln), die fiir die bisherige Definition gilt, so weit wie mdglich auszudehnen.



Man kann schnell verifizieren, dass die Potenzregel
am =a"" gilt, falls n,m,n—m=2 gelten.
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Aber auch fiir a_2: a konnte man die obige Regel formulieren, wenn man a':=q definiert.
a
Dann wird auf n—m>1 erweitert. «' nennt man dann in Analogie und aufgrund der

Regelerweiterung auch Potenz obwohl sie streng genommen keine ist.

Dieses Phanomen ist weit verbreitet und wird nicht immer erkannt. Selbst aullerhalb der
Mathematik. Beispielsweise spricht man gern von Menschenrechte auch fiir au8ereuropéische
Nationen, wie etwa fiir China. Die Menschrenrechte sind schwierig philosophisch zu begriinden
(bzw. gar nicht). Aber sie wurden in Europa formuliert und dann ausgeweitet. Zum Gliick, meine
ich, auch wenn es schlecht mit einer philosophischen Begriindung aussieht. Auch hier scheint der
Wille (andere hinreichend zu respektieren) ausschlaggebend zu sein.

In der Mathematik ist das weniger problematisch, auch wenn dort Fehler gemacht werden.

So ist bspw. die Definition der natiirlichen Zahlen (etwa iiber Peano oder iiber Lorenzen) ebenso
mehrschichtig, obwohl das von ihnen nivelliert wird.
Ich meine hierbei gar nicht einmal die Nachfolgerrelation bei Peano. Denn wenn ich unter
Nachfolger der Zahl n verstehen wiirde n+2 , so wére das Axiomensystem von Peano
widerspriichlich, denn dann kidme es in Konflikt mit dem 5. Axiom, das besagt, dass eine Menge X,
die den Anfang 1 (oder 0) enthdlt und mit jedem natiirlichen n dessen Nachfolger, eine Obermenge
der natiirlichen Zahlen sei. Denn dann wéren die ungeraden Zahlen (bzw. die geraden) eine
Obermenge der natiirlichen. Seine Nachfolgerelation ldsst sich so nicht formal angeben. Es sei denn
man wiederholt den Unsinn der mengentheoretischen Definition wie ihn John von Neumann
vorschlug, angefangen bei der leeren Menge: 0:=8 , 1:={0}={0} ,
2:={0,1}={0,{0}}={0,1} .DerNachfolger vonnistdann n':={0,1,...,n} . Hier
werden die natlirlichen Zahlen aus dem Nichts hergeleitet, was zwar nun formal widerspruchsfrei
ist, aber inhaltlich wohl mehr als sinnlos.

Die Fehleinschitzung der natiirlichen Zahlen betrifft ebenso Lorenzen mit seinen beiden Regeln:
=1 und n=>n+l
in vereinfachter Form (da er von Zahlzeichen zunéchst ausgeht und noch nicht von Zahlen).

Die Grundlage von Zahlen sind Begriffe, wie Frege richtig gesehen hat. Allerdings nicht ganz so
wie er meinte. Denn die Begriffe sind keine beliebigen, sondern Objektbegriffe. Auf diesen zeitlich
konstruierten Begriffen (siehe hierzu meine einschligigen Artikel), kommt die zunéchst raumliche
Doppelung hinzu, deren Begriffsaufbau etwas komplizierter ist. Erst auf dieser Grundlage ist es
sinnvoll von einem Objekt zu sprechen oder von etwa drei. Dieses Verstindnis zeigen anndhernd im
Ubrigen auch Naturvélker, die eine sehr einfache Zahlweise haben. Sind die Begriffe Paar, Eins
und Drei gebildet, so stellt man wieder eine Regel fest: dass Zwei eben Eins plus Eins ist und Drei
Zwei plus Eins. Diese einfache Regel wird dann erweitert und {iber diese Erweiterung n=n+1
jede weitere natiirliche Zahl definiert. Danach sieht es dann so aus, wie Lorenzen oder Peano
angegeben haben.

Ganz analog verhilt es sich mit den anderen Zahlen, etwa den irrationalen, die eigentlich gar keine
sind, da sie nichts zdhlen. Es sind Erweiterungen aufgrund der algebraischen Struktur der normalen
Zahlen. Wittgenstein ging in diese Richtung, wenn er von Familiendhnlichkeiten sprach.



In der Logik haben wir eine ebensolche Verwirrung. Die Junktoren werden einheitlich als
Wahrheitsfunktionen definiert. Der Oder-Junktor ist jedoch ein Begriff hoherer Stufe als der Und-
Junktor. Damit hdngt auch das unschone Problem zusammen, das den freien Willen betriftt.

Als letztes Problem mochte ich das Hebelgesetz von Archimedes nennen. Es wird allgemein als
statisches Gesetz angenommen ohne jegliche Erkldrung. Fragt man danach, erntet man Blicke, die
einem sagen wollen, dass man das Hebelgesetz nicht kenne oder verstanden habe. Genau darum
geht es, um das Verstindnis, da nicht rein empirisch sein kann. Denn was wahr ist, wird nicht durch
banales Wiederholen wahr, auch wenn diese Disposition in der menschlichen Psyche angelegt ist.

Man kann das Hebelgesetz ndmlich aufgrund von Symmetrietiberlegungen mathematisch herleiten.
Ich habe das an Beispielen gezeigt. Der Grenzwert einer verschriankten Doppelfolge ist genau das
Hebelgesetz.

Man darf sich also nicht wundern, wenn Schiiler (zum Teil durch falsches Lehren) vieles nicht
verstehen, weil ihnen irrige Meinungen suggeriert werden. Vielleicht darf man hoffen, dass sich das
durch Aufklarung bald verdndern wird. Sapere aude!

4. Beweisfithrung

Ich méchte hier noch ein einfaches Beispiel der Methode des Beweisens anfiihren. Dazu bedarf es
der Beherrschung von mathematischen Regeln R bzw. Sétzen, der normalen Logik und einer
einfachen Zeichenangleichung ZA.

Beispiel: Aus der Differenzierbarkeit einer Funktion folgt die Stetigkeit derselben.

. . . . X X ..
Ausgangssituation A: f differenzierbar in  x,€D , < lim —f existiert
’ X=X, X— xO

Zielsituation Z: fstetigin x,€D, = lim f (x)=/(x,)

X=X

Man wird nun die Ausgangssituation und die Zielsituation soweit dquivalent umformen bis es von
der ersten bis zur zweiten ein kleiner Schritt ist. Diese Umformungen geschehen, indem die Zeichen
immer mehr gegenseitig angepasst werden und dies mithilfe von mathematischen Regeln:

A=4,>..A,>7Z,=>.=22>7

Z ist eine Gleichung, also wird A in Gleichung umgeformt, indem man den Ableitungsterm mit
geeigneter Null, also mit  lim (x—x,) multipliziert:

X=X,

A,:lim Slx)= 7 (x) dim (x—x,)=0 ZA

X=X, X—Xy X—Xx,
Anwendung des Grenzwertsatzes bzgl. Produkten ergibt dann

A,:lim M (x=x,)|=0 R

X=X, X—xo



Z wird also zur Nullgleichung wie A, umgeformt:

Z,:lim f(x)-f(x,)=0 ZA

X=X,

Da f(x,)=lim f(x,) wird mithilfe des Grenzwertsatzes fiir Differenzen die linke Seite

X Xy
sodann zu einem Grenzwert zusammengefasst:

Z,:lim (f(x)—f(xo))zO ZAund R

Aus A, folgt nun nach Kiirzung mit dem Term x—x, Z,.

Was hier demonstriert werden sollte ist, dass Beweisfiihrung im Wesentlichen Zeichenangleichung
unter Berticksichtigung natiirlich von mathematischen Regeln ist.



