Das Parallelenpostulat von Proklos

Manfred Horz

Euklid gab als fiinftes Postulat an:

Und dass, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, dass innen auf
derselben Seite stehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die zwei geraden
Linien bei Verlingerung ins unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die
zusammen kleiner als zwei Rechte sind.

Proklos zeigte dann, dass dieses Postulat mit dem Parallelenpostulat dquivalent ist. Vorausgesetzt
sind natiirlich die Definitionen des Euklid, die vier {ibrigen Postulate und die Groenaxiome.
Diese seien hier angegeben:

Definitionen:
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Ein Punkt ist, was keine Teile hat,

Eine Linie breitenlose Lénge.

Die Enden einer Linie sind Punkte.

Eine gerade Linie (Strecke) ist eine solche, die zu den Punkten auf ihr gleichmafBig liegt.
Eine Fliche ist, was nur Linge und Breite hat.

Die Enden einer Flache sind Linien.

Eine ebene Fliche ist eine Fliche, die zu den geraden Linien auf ihr gleichmifBig liegt.
Eine ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien in einer Ebene gegeneinander, die
einander treffen, ohne einander gerade fortzusetzen.

Wenn die den Winkel umfassenden gerade sind, heif3t der Winkel geradlinig.

. Wenn eine gerade Linie, auf eine gerade Linie gestellt, einander gleiche Nebenwinkel

bilden, dann ist jeder der beiden gleichen Winkel ein Rechter;
und die stehende gerade Linie heiB3t senkrecht zu (Lot auf) der, auf der sie steht.

Stumpf ist ein Winkel, wenn er gréBer als ein Rechter ist,

Spitz, wenn kleiner als ein Rechter.

Eine Grenze ist das, worin etwas endigt.

Eine Figur ist, was von einer oder mehreren Grenzen umfasst wird.

Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen Linie (die Umfang (Bogen) heilit) umfasste
Figur mit der Eigenschaft, dass alle von einem innerhalb der Figur gelegenen Punkte bis zur
Linie (zum Umfang des Kreises) laufenden Strecken einander gleich sind;

Und Mittelpunkt des Kreises heif3t dieser Punkt.

Ein Durchmesser des Kreises ist jede durch den Mittelpunkt gezogene, auf beiden Seiten
vom Kreisumfang begrenzte Strecke;
eine solche hat auch die Eigenschaft, den Kreis zu halbieren.

Ein Halbkreis ist die vom Durchmesser und dem durch ihn abgeschnittenen Bogen
umfasste Figur;

(und Mittelpunkt ist beim Halbkreis derselbe Punkt wie beim Kreis).

Geradlinige Figuren sind solche, die von Strecken umfasst werden,

dreiseitige die von drei,
vierseitige die von vier,
vielseitige die von mehr als vier Strecken umfassten.

Von den dreiseitigen Figuren ist ein gleichseitiges Dreieck jede mit drei gleichen Seiten,
ein gleichschenkliges jede mit nur zwei gleichen Seiten,
ein schiefes jede mit drei ungleichen Seiten.
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Weiter ist von den dreiseitigen Figuren ein rechtwinkliges Dreieck jede mit einem rechten
Winkel,

ein stumpfwinkliges jede mit einem stumpfen Winkel,

ein spitzwinkliges jede mit drei spitzen Winkeln.

Von den vierseitigen Figuren ist ein Quadrat jede, die gleichseitig und rechtwinklig ist,
ein lingliches Rechteck jede, die zwar rechtwinklig, aber nicht gleichseitig ist,

ein Rhombus jede, die zwar gleichseitig, aber nicht rechtwinklig ist,

ein Rhomboid jede, in der die gegeniiber liegenden Seiten sowohl als Winkel einander
gleich sind und die dabei weder gleichseitig noch rechtwinklig ist;

die iibrigen vierseitigen Figuren sollen Trapeze heif3en..

Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und dabei, wenn man sie nach
beiden Seiten ins unendliche verldngert, auf keiner einander einander treften.

Postulate:

Gefordert soll sein:
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Dass man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

Dass man eine begrenzte gerade Linie zusammenhingend gerade verlingern kann,

Dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann,

Dass alle rechten Winkel einander gleich sind,

Und dass, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, dass innen
auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die
zwei geraden Linien bei Verlangerung ins unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die
Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechte sind.

Axiome:
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Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.

Wenn Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen gleich.

Wenn von Gleichem Gleiches weggenommen wird, sind die Reste gleich.
(Wenn Ungleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen ungleich.)
(Die Doppelten von demselben sind einander gleich.)

(Die Halben von demselben sind einander gleich.)

Was einander deckt, ist einander gleich.

Das Ganze ist groB3er als der Teil.

(Zwei Strecken umfassen keinen Flichenraum.)

Ich mdchte nun noch die Aufgaben (A) und Lemmata (L) ohne Beweis, aber mit den verwendeten
Definitionen (Def), Postulaten (P) und Axiomen (Ax), sowie den benutzen Aufgaben und Lemmata
angeben. Wenn das Postulat 5 verwendet wird, werde ich das ausdriicklich vermerken.

Al. Uber einer gegebenen Strecke ein gleichseitiges Dreieck zu errichten. (P3, P1, Def15, Ax1,

Def20)

A2. An einem gegebenen Punkte eine einer gegebenen Strecke gleiche Strecke hinzulegen. (A1,
P2, Ax3, Ax1)

A3. Wenn zwei ungleiche Strecken gegeben sind, auf der groBeren eine der kleineren gleiche
Strecke abzutragen. (A2)

L1. Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten zwei Seiten entsprechend gleich sind und die von den



gleichen Strecken umfassten Winkel einander gleich sind, dann muss in ihnen auch die Grundlinie
der Grundlinie gleich sein, das Dreieck muss dem Dreieck gleich sein, und die iibrigen Winkel
miissen den librigen Winkeln entsprechend gleich sein, nimlich immer die, denen gleiche Seiten
gegeniiber liegen. (Ax9, Ax7)

L2. Im gleichschenkligen Dreieck sind die Winkel an der Grundlinie einander gleich; auch miissen
die bei Verliangerung der gleichen Strecken unter der Grundlinie entstehenden Winkel einander
gleich sein. (Def20, A3, L1, Ax3)

L3. Wenn in einem Dreieck zwei Winkel einander gleich sind, miissen auch die den gleichen
Winkeln gegeniiber liegenden Seiten einander gleich sein. (Ax8)

L4. Es ist nicht moglich, iiber derselben Strecke zwei weitere Strecken, die zwei festen Strecken
entsprechend gleich sind, an denselben Enden wie die urspriinglichen Strecken ansetzend, auf
derselben Seite in verschiedenen Punkten zusammen zu bringen. (L2, Ax8)

L5. Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten zwei Seiten entsprechend gleich sind und auch die
Grundlinie der Grundlinie gleich ist, dann miissen in ihnen auch die von gleichen Strecken
umfassten Winkel einander gleich sein. (L4, Ax7)

Ad4. Einen gegebenen geradlinigen Winkel zu halbieren. (A1, L5)

AS. Eine gegebene Strecke zu halbieren. (A1, A4, L1)

AG6. Zu einer gegebenen geraden Linie g rechtwinklig von einem auf ihr gegebenen Punkte P aus
eine gerade Linie | zu ziehen. (A1, LS, Def10)

AT7. Auf eine gegebene unbegrenzte gerade Linie g von einem gegebenen Punkte P, der nicht auf ihr
liegt, aus das Lot zu fillen. (A5, L5, Def10)
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L6. Wenn eine gerade Linie, auf eine gerade Linie gestellt, Winkel bildet, dann muss sie entweder
zwel Rechte oder solche, die zusammen zwei Rechten gleich sind, bilden. (Def10, A6, Ax2, Ax1)

L7. Bilden an einer geraden Linie in einem Punkte auf ihr zwei nicht auf derselben Seite liegende
gerade Linien Nebenwinkel, die zusammen zwei Rechten gleich sind, dann miissen diese geraden
Linien einander gerade fortsetzen. (P2, L6, P4, Ax1, Ax3, Ax8)

L8. Zwei gerade Linien bilden, wenn sie einander schneiden, Scheitelwinkel, die einander gleich
sind. (L6, P4, Ax1, Ax3)
L9. An jedem Dreieck ist der bei Verldngerung einer Seite entstehende AuBBenwinkel groB3er als



jeder der beiden gegentiber liegenden Innenwinkel. (A5, L8, L1, Ax8)

L10. In jedem Dreieck sind zwei Winkel, beliebig zusammen genommen, kleiner als zwei Rechte.
(L9, L6)

L11. In jedem Dreieck liegt der groBBeren Seite der groBere Winkel gegeniiber. (L9, L2, Ax8)
L12. In jedem Dreieck liegt dem grofBeren Winkel die groBere Seite gegeniiber. (L2, L11)

L13. In jedem Dreieck sind zwei Seiten, beliebig zusammen genommen, groB3er als die letzte. (L2,
L12)

L14. Sind in einem Dreieck {iber einer seiner Seiten von ihren Enden aus zwei Strecken innerhalb
zusammen gebracht, so miissen die zusammen gebrachten Strecken kleiner sein als die beiden
ibrigen Dreiecksseiten zusammen, dabei aber den groeren Winkel umfassen. (L13, L9)

AS8. Aus drei Strecken, die drei gegebenen gleich sind, ein Dreieck zu errichten; hierbei miissen
(weil in jedem Dreieck zwei Seiten, beliebig zusammen genommen, grofer sind als die letzte) stets
zwel, beliebig zusammen genommen, grof3er sein als die letzte. (L13)

A9. An eine gegebene gerade Linie in einem Punkte auf ihr einen einem gegebenen geradlinigen
Winkel gleichen geradlinigen Winkel anzutragen. (A8, L5)

L.15. Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten zwei Seiten entsprechend gleich sind, der von den
gleichen Strecken umfasste Winkel aber im ersten Dreieck grofer ist als im zweiten, dann muss
auch die Grundlinie im ersten Dreieck groBer sein als im zweiten. (A9, L1, L2, Ax8, L12)

L.16. Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten zwei Seiten entsprechend gleich sind, die Grundlinie
aber im ersten Dreieck grofer ist als im zweiten, dann muss auch der von den gleichen Strecken
umfasste Winkel im ersten Dreieck grofer sein als im zweiten. (L1, L15)

L17. Wenn in zwei Dreiecken zwei Winkel zwei Winkel entsprechend gleich sind und eine Seite
einer Seite, ndmlich entweder die den gleichen Winkeln anliegenden oder die einem der gleichen
Winkel gegentiber liegenden Seiten einander gleich sind, dann miissen auch die iibrigen Seiten den
iibrigen Seiten (entsprechend) gleich sein und der letzte Winkel dem letzten Winkel. (L1, Ax8, L9)

L18. Wenn eine gerade Linie g beim Schnitt mit zwei geraden Linien h, 1 einander gleiche (innere)
Wechselwinkel bildet, miissen diese geraden Linien einander parallel sein. (Def23, L9)

L19. Wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, dass ein duflerer
Winkel dem auf demselben Seite innen gegeniiber liegenden gleich oder innen auf derselben Seite
liegenden Winkel zusammen zwei Rechten gleich werden, dann miissen diese geraden Linien
einander parallel sein. (L8, L18, L6, P4, Ax1)

L.20. Beim Schnitt einer geraden Linie mit (zwei) parallelen geraden Linien werden (innere)
Wechselwinkel einander gleich, jeder auflere Winkel wird dem innen gegeniiber liegenden gleich,
und innen auf derselben Seite entstehende Winkel werden zusammen zwei Rechten gleich. (L6,



Post5, Def23, L8, L6)
L21. Derselben geraden Linie parallele sind auch einander parallel. (L20, L18)

A10. Durch einen gegebenen Punkt eine einer gegebenen geraden Linie parallele gerade Linie zu
ziehen. (A9, L18). (,,Parallelenaxiom ohne Eindeutigkeit*)

Die iibrigen Aufgaben und Lemmata fiihre ich nun nicht mehr an, da sie fiir das oben genannte
Problem nicht relevant sind.

A10 besagt, dass zu einer Geraden und einem nicht auf ihr gelegenen Punkt es eine parallele Gerade
gibt. Das Parallelenpostulat (PP) fordert aber die Eindeutigkeit der Parallelen.

Ich formuliere noch einmal das 5. Postulat von Euklid (P5) und das Parallelenpostulat von Proklos
und will dann versuchen deren Aquivalenz zu beweisen. Ich kenne leider den Beweis von Proklos
nicht.

PS: Und dass, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, dass innen
auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die zwei
geraden Linien bei Verldngerung ins unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen,
die zusammen kleiner als zwei Rechte sind.
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Die Gerade h schneide die Gerade g in A im Winkel o und die Gerade k in B im Winkel 3 .
Gilt a+p<180° dann gibt es einen Punkt C, der sowohl auf h als auch auf k liegt.

PP: Zu einer Geraden g und einem Punkt P, der nicht auf g liegt, gibt es genau eine Gerade h, die
durch P geht und parallel zu g liegt, die also keinen gemeinsamen Punkt mit g besitzt.

P5=PP: Wie bereits gesagt, folgt nach Euklid auch ohne PS5, dass es zu einer Geraden und



einem Punkt eine Parallele gibt. Es ist also nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Nach A7 gelingt

es, von P auf g das Lot zu féllen. Sei L der LotfuBBpunkt auf g. Das Lot schlieft einen rechten

Winkel o mit g ein, der nach L20 (mit Verwendung von P5) einen gleichgroBen Wechselwinkel
o beim Schnitt von h mit dem Lot besitzt.
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Angenommen, es gibe eine zweite Parallele k#/ durch P, die demnach einen Schnittwinkel y
mit h einschlieft. Die Gerade k schliefit demnach mit dem Lot den Winkel P=0—y=90°—y auf
der Seite ein, auf der sich k in Richtung g neigt, und der demnach kleiner als 90° ist. Also ist

a+pP<180° beziiglich des Lotes als Basisseite und den Schenkel als Teile von g und k. Nach P5
schneiden sich die Geraden g und k bei hinreichender Verlingerung und das bedeutet, dass k keine
Parallele zu g sein konnte. Also gibt es nur eine Parallele und demnach ist PP gezeigt.

PP=P5: Zunichst soll gezeigt werden, dass aufgrund von PP die Parallelenrelation transitiv ist:

Essei g|/h und h| k .Angenommen es gilte dann gNk={S}

Lage S auf h, dann wére im Widerspruch zur Voraussetzung h nicht parallel zu g. Also S&h
Da g und k beide parallel zu h nach Voraussetzung sind und S sowohl auf g als auch aufk liegt,
gibe es zwei Parallelen g und k zu h, die durch S gehen, im Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Parallele gemaB PP. Also ist gNk=4 und damit gilt die Transitivitit.

Seien nun h und I zwei Geraden, die die Gerade g so schneiden, dass die Summe der Basiswinkel
kleiner als 180° sei gemal der Voraussetzung von P5:  a+p <180 °




Der Schenkel auf 1des Winkels o besitzt einen Punkt P. Durch P werde die nach PP eindeutige
Parallele k zu h gelegt. Wére nun | parallel zu h, so miisste laut Transitivitdt auch I parallel zu k
sein, da k parallel zu h. Das kann aber nicht sein, da /Nk={P} . Also kann I nicht parallel zu h

sein, somit gibt es bei entsprechender Verlangerung einen Punkt, in dem sie sich schneiden. Damit
ist P5 bewiesen.



