Isomorphie von Vektorriaumen im Kontext der QM

Manfred Horz

Satz: Sind V', und V', Vektorrdume iiber K gleicher (endlicher) Dimension n, so sind sie
isomorph.

Beweis: Sei B,={b,,...,b,} Basisvon V', und B,={e,...,e,} Basisvon V', .
Die Funktion ¢:B,— B,;b>¢(b,):=e, (i=1..,n) werde erweitert auf V durch
O(v,by+..+v, b ):=v,0(b,)+..4+v,¢(b,) firalle v,EK .

I. ¢ istlinear, denn:
v=v b+..+v,b,
a. (v =

Def

O(Av,by+..Av b )= hv,¢(b,)+...+ v ¢(b, )=

Def

=N (v, 0 (b)) 4v,0(b,) | EN (v, b, +..+v,b,)=ho(v)

b. Sei zusitzlich w=w,b,+..4+w,b,eV=>0(v+w)=0¢((v,+w,)b,+...+(v,+w, )b, )=

n n

Def

= (iFw ) o))+ (v, +w,)0(b,)=v,0(b))+...+v,0(b,) +w, ¢ (b)) +..+w,0(b, )=

Def

= (])(vl b,+...+vnbn)+q)(w] b+..+w,b )zq)(v)-l-q)(w)

n-n

2. ¢ 1stsurjektiv, denn sei xeV2=>x:x1el+...+xnenD:efx1q)(b1)+...+an)(bn):

Def.erweiterung

O(x,b,+...4+x,b,)=0¢(v) mit veV

3. ¢ istinjektiv, denn gelte ¢ (v)=¢(w)=>¢(v,b,+...+v, b, )=¢(w b,+..+w b, )=

Def.erw.

< vlq)(b1)+"‘+vnq)(bn)zwlq)(bl>+"'+wnq)(bn)c>

(Vl_wl)¢(b1>+ "‘+(vn_wn)q)(bn):0]3:e>f(v]_W1>el+"'+(vn_Wn) e,=0=

B, Basis
= V=W .V,=W, R V=W

¢ ist also ein Isomorphismus und V, und V, sind demnach isomorph.

Bemerkung: Ist V Vektorraum mit Skalarprodukt und mit Basis B={e,,...,e,} und V" der
Dualraum zu V mit zugehériger Dualbasis B ={e',...,e"} , so ist obiges

:B—»B*;e.i—» e)=e¢ und <e,, e/>=8 der zugehdrige Isomorphismus mit seiner
i i i i g g p

Erweiterung auf V:



o(vie+..tv,e,)=vole)+...+v,0(e,)=v, e'+..4v,e" . Das heiit der Vektor

v=v,e, entspricht dem Kovektor p=v,e’ (in Einsteinscher Summenkonvention).

DC ,
—_— l_
V=v.e <> v.e=p

DC heiBt dual correspondence. Anstatt v, fiir die Skalare in V schreibt man gerne v’

Eine andere (spezielle) Moglichkeit ist die Isomorphie zwischen Raum und Dualraum iiber die
Funktion y:V—V ;u~y(u)=<u, -> nachzuweisen (falls der Raum iiber ein Skalarprodukt
verfiigt, wie das bspw. fiir Hilbertrdume der Fall ist).

Ich nehme an, dass das Skalarprodukt allgemein eine hermitesche Sesquilinearform ist. d.h. dass
die Form sesquilinear ist, d.h. semilinear im ersten Argument ist:

<utv,w>=<u,w>+<vy,w> furalle u,v,wevlV B
<Av,w>=A<vy,w> flralle v,we€lV und A€C ( A istkonjugiert komplexzu A )

und linear im zweiten Argument:

<u,v+w>=<uy,v>+<u,w> furalle wu,v,we¥lV
<u,Aw>=A<u,w> furalle u,weV und AeC .

und hermitesch, d.h. dass gilt: <u,w>=<w,u> firalle u,weV .

Wirkt die Linearform (u) aufeinen Vektor weV ,sogilt (y(u))(w)=<u,w>€C
Y ist semilinear, da gilt:

1. Firalle webV :
(lp(u+v))(w)=<u+v,w>=<u,W>+<v,w>=(lp(u))(w)+(w(v))(w) also
Ylut+v)=p(u)+yp(v)

2. Firalle welV
(W(ru))lw)=<hu, w>=h<u,w>=(p(u))(w) ,also p(hu)=hp(u)

Also ist 1 ein Fast-Homomorphismus zwischen V und V.

Sei auf V eine Orthonormalbasis bezliglich der hermiteschen Sesquilinearform <,>
B={e,,..,e,} ,dh.esgelte <e, e,>=9,;

Die Dualbasis B ={e¢',..,e¢"} werde dann iiber den Fast-Homomorphismus definiert:
e~ y(e)=:e' .Esgilt wieder e'(e;)=(y(e))(e;)=<e;, e;>=9,, .Dann gilt ebenfalls wie

bisher fir v=v'e +..+ve+..+v'e, T rvie, e(v)=e'(ve,)=ve(e;)v e (e,)=v

i

(ESK heif3t Einsteinsche Summenkonvention).



Y istsurjektiv: Ist pel’ mit p=p,e’ (Einsteinsche Summenkonvention) . Zu p gibt es
genau einen Kovektor p=7p;e’ und es gibt genauein u€V mit = ple;)e; . sodass
p=<u, -> .Dennsei v€V ein beliebiger Vektor, mit v=v'e, .Es gilt hierfiir:

<uv>=<plejje, ve==plev'<e, e >=ple)v'=p(ve)=p(v) .Aloist p=<u, >

W oistinjektiv: Y(u)=yp(v)=(p(u))(w)=(p(v))(w)=2<u,w>=<v,w>><u—v,w>=0=
Da diese aber fiir alle welV gilt, muss gelten u—v=0=>u=v .

Damit ist 1 bijektiv und ein Fast-Isomorphismus. Damit ist hieriiber (DC) jedem Vektor v genau
eine Linearform (Kovektor) zugeordnet.

Verwendet man die Diracsche Notation im komplexen Vektorraum K=C ,

so lautet die DC mit v=|a> (,Ket“) y(v)=y(|a>)=:<a| (,Bra“):
DC
la> < <al .

Ist |a>=d'e, einKet, so gilt fiir den dualen

Bra <oc|=w(|oc>)=1p(aiei)=a’lp(e,-)=57<e,-| (=d'e'), also <a —d'e' oder <a|=ae'

Sind |a>=d'e; und |p>=b'e, zwei Vektoren aus V (Kets), so sind <a|=ge' und
<B|=b,e die korrespondierenden Kovektoren (Bras) und fiir die Summen gilt:

DC o
|a>+“3>:(ai+bi)ei < <O"+<[3|:(¢7i+bi)el

Oder ist der Linearkombination aus Vektoren (Kets) a|o>+b|B> gegeben, so gilt fiir die
entsprechende LK aus Kovektoren (Bras):

Y(ala>+b|p>)=ay(|a)+by(|b>)=a<a|+b<p]| :

DC
aloa>+b|p>ea<al|+b<p|

Das innere Produkt (Skalarprodukt) ist gerade der Wert des Fast-Isomorphismus:

<ulv>:=(y(u))(v)=(<u, >)(v)=<u,v> , das als Anwendung eines Bras auf ein Ket
erscheint:

<ulv>=(y(u))(v)=(<ul)(]v>)

und per definitionem eine hermitesche Sesquilinearform ist, fiir die also gilt:

<utviw>=<u|w>+<v|w> <hu|v>=A<u|v>
<ulvt+w>=<u|v>+<u|w> <u|luv>=u<u|v>
<ulv>=<v|u>
Das Skalarprodukt eines Bras mit seinem korrespondierenden Ket ergibt eine reelle Zahl:



<u|lu>=<ulu>=><u|lu>€R ,und zwar ist sie nichtnegativ:

denn a -a=(0+if) (a—ip)=c’+p*=0 , wobei das Ergebnis genau dann Null ist, wenn
a=p=0 ,alsowenn a=a=0 undsomitgiltmit |u>=d'e, und <u|=a;e' :

<ulu>=(a,e’)(a'e;)=a;a'e’(e;)=a;a’>0 und Null genau dann, wenn a,=a'=0 und das

heiflt, dass |u>=|0> der Nullvektor (Nullket) istund <u|=<0]| der Nullkovektor (Nullbra),
denn dem Nullvektor entspricht der Nullkovektor:

der Nullvektor hat die eindeutige Darstellung 0=0e,+...+0e, und also
P(0)=y(0e,+...4+0e,)=0y(e,)+..+0y(e,)=0e'+...4+0e"=0 der Nullbra.

In der QM ist es tiblich, die Vektoren zu normieren, da ein Vektor |u> und seine LK A|u>
den gleichen Zustand bezeichnen. Dadurch hat man wieder die Eindeutigkeit:

Ein Vektor heifit normiert, wenn <u|u>=1 , da manunter v<u|u> die Norm (,,Linge“) eines
Vektors versteht. Normieren ldsst sich jeder Vektor, der nicht der Nullvektor ist auf bekannte Weise:

|u>—>|u0>:= |u>

V<ulu>
Zwei Vektoren |u>,|v> nennt man in Verallgemeinerung orthogonal, wenn gilt <u|v>=0 .

Operatoren

Im Kontext der QM ist ein Operator eine Funktion, die einem Vektor (Kovektor) einen anderen
Vektor (Kovektor) zuordnet.

Ist V der komplexe Vektorraum, soist X :V—V ein Operator. Man schreibt seinen Wert in der

Form X(v)=Xv oder X(|v>)=X|v>

Ist V* der Dualraum der Linearformen, der Kovektoren, so schreibt sich der Wert des Operators
Y:V =V als Y(p)=pY oder Y(<v|)=<v|Y

Im Allgemeinen interessieren vorallem die linearen Operatoren, die die Vektorraumstruktur

respektieren:
X(Mu>+u|v>)=0X (Ju>)+uX(|v>)

Die liber 1 vermittelte dual correspondence sieht in diesem Fall etwas komplizierter aus. Der zu
X ,,konjugierte* Operator X' ist definiert iiber die Gleichung:

(WX (w)))(v)=(w(u)) (X7 (v))

oder: <X (u)|v>=:<u|X"(v)> oderkiirzer <X u|v>=:<u|X v> oder lisst man eine
Leerstelle fiirvi: <X u| >=:<u|X " > | schreibt man das wieder etwas nachldssig in

Physikerartin vy : y(X u)=y(u)X" (genauer (X u)(v)=y(u)(X"(v))) undnun in der
Bra-Ket-Schreibweise:



DC

Y(X |u>)=<u| X" oder schlieBlich X|u>o<u|X"

Ein Operator X heiflt hermitesch (oder selbstadjugiert), wenn X =X " . Dann gilt die

DC
Beziehung X|u><<u|X oder genauer <X u|v>=:<u|Xv>

Fiir Operatoren gelten folgende Operationen:

(1) Sie bilden mit der Addition eine kommutative Gruppe: (X +Y)(u):=X (u)+Y (u)
Der Nulloperator O ordnet jedem Vektor den Nullvektor zu:  O(u)=0 .
Die Addition ist also assoziativ: X +(Y+Z)=(X+Y)+Z undabelsch: X+Y=Y+X

(2) Die Multiplikation (X -Y)(u):=X(Y(u)) ist die Komposition von Funktionen.
Sie ist also im Allgemeinen nicht kommutativ und nicht distributiv. Aber assoziativ.
Weiter gilt: (X -Y)'=Y" - X" | denn
<ul(X -Y)'(v)>: <X (Y ()| v>=:<Y ()| X (v)>=<ul Y (XT(v))>

=<u|(Y" -Xx )(v)> (X Y) (v):(YJr X")(v) , da fiir jedes u. Und da dies wiederum fiir
jedes v gilt, folgt (X -Y)'=Y"

||
><
~
v
I

AuBler dem inneren Produkt (Skalarprodukt), bei dem ein Kovektor auf einen Vektor wirkt, 1dsst
sich auch ein sogenanntes Aufleres Produkt angeben zwischen einem Vektor u# und einem

Kovektor p : u® p , dasein Tensor vom Rang (i) ist. Er ist definiert durch seine

Anwendung auf ein Paar, bestehend aus einem Kovektor q und einem Vektor w:

u® plq,w):=ulq)p(w) ,wobei u(q), p(w)EC , der Wert also eine komplexe Zahl ist.
Ein Kovektor p lésst sich ja auch auffassen als Skalarprodukt mit einer Leerstelle: p=<u| ->
das bei Anwendung auf einen Vektor w eine komplexe Zahl ergibt: p(w)=<u| >(w)=<u|w>

Lisst man entsprechend bei dem Skalar u® p(g,w) die Stellen q, w leer, also u® p(-, -) so

liegt ein Tensor vom Rang (}) vor. Wirkt er auf einen Vektor w, so ist das Resultat ein Tensor

u®p(-,w):=u(-)p(w) vom Rang ((1)) , also ein Vektor, der durch p(w)€C linear

abhingig zum Vektor u=u(-) ist.
kiirzer

Das kann auch elegant in der Dirac-Notation formuliert werden: |u>®<p| = |u><p]| istein

Operator, der auf einen Vektor |w> wirkt: |u><p|(|w>)=|u><p|w> und einen Vektor



|u> multipliziert mit der komplexen Zahl < p|w> ergibt. Das heift der Operator |u>< p|

dreht |w> in Richtung von |u> .

Der Operator |u><p|=u® p ist linear:
Dennes gilt (1) u®p( -, Aw)=u( -)p(Aw)=u( )hp(w)=ru®p( -, w)
oder in Dirac-Notation:
u><p| [hw>=|u> <plhw>=|u> A< plw>=Alu><plw>=k|u><p| [w> .
Und es gilt (2)
u®p( - vrw)=u( -)pv+w)=ul -)(p(v)+pw))=ul -)p(v)+ul -)p(w)=
=u®p( -, v)+u®p( -, w)
In Dirac-Notation:
ju><p| [vtw>=lu> <plvtw>=[u>(<plv>+<p|w>)=|u><p|v>+|u><p|lw>
Weiter gilt, dass der zum Operator X =|u>< p| konjugierte X '=|u><p|" die Vektoren
vertauscht:
u><p['=|p><ul
Beweis: 1p(<v|(|u><p|)f):(|u><p|)1p(<v|):|u><p||v>:|u> <plv>
V(<v|[p><ull=y(<v|p> <u|l=<p|v> |u>=|u> <p|v> ,aus beiden
Gleichungen folgt wegen der Injektivitidt von 1 die Gleichheit der Argumente:
<v](|u><p])+:<v](|p><u|) und da dies fiir alle <v| gilt, folgt die Behauptung:
ju><pl'=|p><u| .
Wird ein Bra <u| aufeinen Ket |w> angewandt, so ergibt das einen Skalar. Ist der Ket

Ergebnis der Anwendung eines Operators X auf einen anderen Ket |v> | so ldsst sich das
schreiben als:

[w>=X[v>

<ul|lw> <u|X|v>=<u|X |v> ,was auch interpretierbar ist als Anwendung des Bras

<u|X aufdenKet |v> .

Es gilt: <u|X|v>=<v|X"u>



X*\u>_::\w>

Beweis: <u|X|v>=<u| X|v>=y(|u>)(X |[v>)=p(X |u>)|]v>""="" <w|v>=

<v|w>=<v|(X+|u>):<v|XT|u> .
In der QM sind die Eigenschaften, die gemessen werden konnen, die Observablen, durch lineare
Hermitesche Operatoren reprasentierbar, die nun mit A, B, ... bezeichnet werden sollen.

Ein Operator A wirkt auf gewisse Vektoren |u> derart, dass das Resultat ein A - faches von
|u> ist. Solche Vektoren nennt man Eigenvektoren (Eigenket) von A und das zugehorige A
den Eigenwert: A|u>=A|u> . Inder QM ist es iiblich, den zum Eigenwert A gehorenden

Eigenvektor mit |A> zu bezeichnen, so dass die Eigenwertgleichung diese Gestalt annimmt:
A|N>=N|N>
Wendet man auf diese Gleichung die Funktion 1 an, um das duale Gebilde zu erhalten, hat man:

Y(A|u>)=p(h|u>)e<u|A '=<u|N oder

<MAT=<n|A -
Bemerkung: In der QM schreibt man meistens fiir die konjugiert komplexe Zahl anstatt  A=\" .

Da A aber hermitesch sein soll, lautet die duale Gleichung: <A|4A=<A|A .

Multipliziert man die Gleichung mit dem Bra <A| bzw. die duale mit dem Ket |A> |, so erhélt
man:

<SMAIN>=<AMAMA>=A<A|A> bzw. <A|A|A>=<A|LA |A>=A"<A|AL> ,so muss mit

dem gleichen linken Skalaren auch die rechten gleich sein, und das heifit A= A, d.h., dass die
Eigenwerte eines hermiteschen Operators reell sein miissen. Die duale Gleichung nimmt also die
Form <A|4A=<A|A an.

Das fundamentale Theorem der QM besagt nun, dass jeder Vektor, den ein hermitescher Operator
A erzeugen kann, eindeutig durch die Eigenvektoren von A darstellbar sind, d.h. dass die
Eigenvektoren eine Basis bilden. Und zwar genauer: Die Eigenvektoren eines hermiteschen
Operators bilden eine orthonormale Basis.

Zunichst soll gezeigt werden, dass, wenn A ,#A, Eigenwerte von A sind, die zugehorigen
Eigenvektoren orthogonal sind: <A,|A,>=0 .

Beweis: A|A,>=A|A,> oder <A |A=<A|A, und A|A,>=A,|A,>
Man multipliziere die zweite Gleichung von rechts mit |A,> und die dritte von links mit <A,| :

<)‘1|A“"2>:<>‘1“"1 |}\'2>:}\'1<)‘1|7"2> und <7\1|A|)\2>:<7‘1| )‘2|}"2>:}"2<7‘1|7"2> .



Bei gleichen linken Seiten miissen die rechten auch gleich sein: A, <A |A,>=A,<A,|A,> oder

(A,—=2,)<A,|A,>=0 undda A,—h,#0=><A |A,>=0 .

Aber selbst wenn die Eigenwerte gleich sind: A, =A,=A konnen die zugehorigen Eigenvektoren
orthogonal gewihlt werden.

Beweis: Es gelte also A|A,>=A|A;> und A|A,>=A|A,> .Jede Linearkombination aus
diesen Eigenvektoren ist wieder ein Eigenvektor mit demselben Eigenwert :

sei dazu a|A,>+b|\h,> eine solche LK:

Ala|h,>+b| N> )=a A|N>+b AN, >=a k|, >+bA|N,>=\(a |\, >+b|N,)

Nach dem Gram-Schmidt-Verfahren (siehe meinen Artikel Projektionen und Orthonormalisierung)
kann der zweite Eigenvektor |A,> {iber die Linearkombination |u> aus |A,> und |A,| :

<Ay [h,> -
|u>=|h,>———-—"—|A,> zumersten |A,> orthogonalisiert werden:
<halh>
<A Ju>=<\ || |A >—M|k >|>=<N\|A >—M<)\ A, >=0
1 1 2 <)\1’}\1> 1 1 2 <)\'1’)\‘1> 1 1
Hat man nun allgemein zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten A, ..., A orthogonale
Eigenvektoren |A,>,...,|A,> und zu den Eigenwerten A=A,  =..=A_ . ,wobei A zuallen
A, ..., N, verschieden sei, die (L.u.) Eigenvektoren |A,, ,>,...,|A, > ,sosind diese
Eigenvektoren jeweils zu den ersten |A,>,...,|A, > orthogonal, so konnen die s Eigenvektoren
wieder liber das Gram-Schmidt-Verfahren untereinander orthogonalisiert werden. Die neu
orthogonalisierten Eigenvektoren bleiben dabei bzgl. der Eigenvektoren |A,>,...,|A,> aber als

Linearkombinationen der Form o, |A,,,>+...+a |\, > orthogonal: Firalle i=1,...,r

<oy [y >+t [h, > =0, <k A, >+ o, <A, >=0

r+s

Der Hilbertraum H habe die Dimension n: dim H=n und A ein hermitescher Operator A:
H— H:\lu>-A|u> .Seiweiter B={|e,>,...,|e,>} eine Orthonormalbasis von H und
<|> eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform.

Der Vektor |u> lésst sich dann eindeutig darstellen als  |u>= Z a,;|e;> . Wendet man den
i=1

Kovektor (die Linearform) <e,| auf die Gleichung an, ergibt das

<ej]u>=Z<ej|oc[|ei>=zozl.<ej\ei>=ocj . Die Komponente «; von |[u> bzgl. Bist
i i

also gerade das Skalarprodukt von |#> mit dem i-ten Basisvektor o,=<e;|u> . Man kann den

n

n
Vektor |u> also auch schreiben als ]u>=2 <e, |u>\el.>:Z\ei><eiHu> , woraus folgt,
i=1 i=1



dass die komplette Summe der Operatoren |e,><e,| : Z le,><e,/=1 der sogenannte

i=1

Einsoperator sein muss, der jedes |u> als Eigenvektor mit Eigenwert 1 hat.
Sei nun der Wert des Operator A bzgl. |u> gleich |v> und gelte: |v>:Z B;le,> ,soist
i=1

Alu>=|v>=4 Z o,le>= Z B3;|e,> multipliziert man diese Gleichung wieder mit dem

Kovektor <e,| : <ej|AZ(1i|el.>=<ej|z [3,.|el.>@z<ej|A|ei>oci=Z pi<e,le,>=
Z <e;|Ale;>o,=p, .Diese skalare Gleichung ldsst sich als Matrixgleichung verstehen:

<e |Ad|e,> ... <elA|e,,>(

o B
:1)2 : | ,wobeidie <e |A|e> die Eintrige der Matrix
o, \B, |

<e,|A|le,> ... <e,|Al|e,>

M ,(A4) sind (die Matrixelemente), die den Operator A in der Basis B darstellt. Oder definiert
man die Skalare

m, ... m

. . m“ cee mln (1] [31
<e,|Ale;>=:m,, ,so ergibtsich Z m;;0,=p,; oder S
i

Ist X eine beliebiger (nicht notwendig hermitescher) Operator, so ergab die Gleichung

X|u>=|v> inder Basis B={|e>,...,

n n
e,>} und |u>=) ole> und |v>=3 B le>
i=1 i=1

mit <e;X|e,>=:m; die Darstellung Z m;a,=f; ,die sich als Matrixgleichung

o, B, my .o My | loy B ) )
: : | oder R : |=| : | interpretieren
d'l Bn !

<e|Xl|e,> ... <elX|e,>
<e,|Xl|e > ... <en|X|en>(

m, ... m a B,

lieB. Die duale Gleichung (X |u>)=y(]v>)e<u|XT=<vy| sieht dann etwas anders aus.

nn

Bs gelten <ul=y(|u>)=D p(ale>)=) o p(le,>)=D o <e| undanalog
i=1 i=1 i=1

n n
<V|=ZBi*<ei|:z<ei|Bi* .
i=1

i=1



Die Gleichung <u|X+=<v|@Zaj<ei|X+=Z<el.|[5i* von rechts mit dem Vektor |e ;>

multipliziert ergibt

Ya<e|X'e,>=) <elB;le,>= D a,<e|X'|e,>=p, Will man diese Gleichung wieder
i i i

als Matrixgleichung auffassen, so miissen die Bras <u| und <v| als Zeilenvektoren

<u \:(o(; e a:) und <v| :( Brer, B:) geschrieben werden. Die Matrixgleichung lautet dann:

<el|X+|el> <el|X+|en>
% * * . .
(ocl, ocn) : : : =B, ..., Bn) Fiir die Matrixelemente

<en|X+|el> <en|X+|en>

+ . + * * . . .
<e|X'|e,> giltwegen <e|X |e,>=<e;|X]|e,> =m;, ,sodass die Gleichung wird zu

<e,|X|e,> ... <e|X|e>
* * . . * *
(ocl, ,a, : ) : ) =([51,...,[3n) oder
<e/|Xle,> ... <e,|X|e,>
* *
. Mmoo my, . .
(ocl,...,(xn) o : =([31,...,[3n) . Die Kovektoren stehen also links als Zeilenvektoren
*

*
m, ... m

nn

mit konjugiert komplexen Komponenten und die Matrix ist transponiert und komplex konjugiert.

. o Miy e Mg oy By . . .
Die Matrixgleichung oo : |=| : | hatalso ihre duale Gleichung mit
mnl mnn a” 6n
. my, ... m, . . ' o
(OL1 e ocn) o L= ([3, e Bn) . Driickt man die Kombination von komplexer

*

*
m, ... m

nn

H

Konjugation mit der Transponierung wie tiblich durch * bzw. aus, so hat die Gleichung

X|u>=|v> ihre dualein |u>"X"=|v>" und die Matrix zu X=(m, j) wird zur Matrix

Sei y,(A):=det(A—N1)=(=1)"N"+a, A" '+..+a,A+det A das charakteristische Polynom
vonA. a,_, istdabeidie Spur vonA.

Ist eine Nullstelle A des charakteristischen Polynoms m-fach, so sagt man, dass der Eigenwert
A die algebraische Vielfachheit m hat. Unter der geometrischen Vielfachheit versteht man die



Anzahl der (l.u.) Eigenvektoren zu diesem Eigenwert A oder die Dimension des Eigenraums
Eig(N)={|v>€V/A|v>=L|v>}=Ker(4A—\1})
Fiir hermitesche Operatoren sind die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten gleich.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes Polynom n-ten Grades in C genaun
Nullstellen (eventuell mehrfache). Also hat der Operator A genau n Eigenvektoren, die sich gemal
obiger Konstruktion zu einem orthonormalen Basissystem aus Eigenvektoren umbauen ldsst.

Beispiel: Der Zustandsraum eines einzelnen Spins (Elektronenspin oder Photonenspin) ist
zweidimensional und kann bspw. durch die Basisvektoren |u> und |d > (up und down)
dargestellt werden. Dabei wurde der Messapparat entlang der z-Achse orientiert und die
Spinkomponente o, (Observable) gemessen, die die Werte 1 oder -1 annehmen kann. Ist 1

gemessen worden, so ist der Spin prépariert in den Zustand |« > , ist -1 gemessen worden, dann
|d> . Wird der Apparat in x-Richtung gedreht, so wird die Spinkomponente o, gemessen, die

auch nur die beiden Werte 1 und -1 annehmen kann. Bei der Messung o =1 ist der Zustand
|r> (rechts)und bei o =—1 istder Zustand |[/> (links). In Richtung der y-Achse wird die
Spinkomponente o, gemessen. © =1=[v> (vorne) o©,=—1=|h> (hinten)

Z
.
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y

Jeder Zustand |x> kann also durch die Basiskets |u#> und |d> dargestellt werden:

|x>=a, |u>+a,|/d>, wobeigilt o,=<u|x> und a,=<d|x> .Wenn der Spin im Zustand
|x> prépariert wurde und der Apparat in positiver z-Achse orientiert wird, so gibt die reelle Zahl
a,a,=|o,=|<u|x>|" , das Betragsquadrat der sogenannten Wahrscheinlichkeitsamplitude
o, an, wie wahrscheinlich es ist, den Zustand |u> bei der ndchsten Messung von 0o, zu
finden. Also P, (ju>)=P(|u>/|x>)=|<u|x>] . |x> gibt vor der letzten Messung nur die
moglichen Zustinde an, die (letzte) Messung entscheidet dann entweder fiir | > oder fir |d>

Die Basiskets |#> und |d> sind orthogonal, da <u|d>=0=<d |u> , denn die

Wahrscheinlichkeit |<u|d >’=0 , wenn der Spin also im Zustand |d> prépariert war, so

ergibt die anschlieBende Messung, wenn der Apparat in negativer z-Richtung bleibt, niemals
0,=1 , also wird der Zustand niemals |u#> sein, sondern immer |d> , d.h. auch, dass
<d|d>'=1=|<d|d>=1 .Da <d|d>*=<d|d>=<d|d>€ER=<d|d>==1 ,daaber
<d|d>=20=><d|d>=1

Das Analoge gilt fiir |#> . |u>und |d> bilden also eine orthonormale Basis.

Operatoren fiir die Spinkomponenten: die moglichen Resultate einer Messung der Observablen

o, sind 1 und -1. Im mathematischen Formalismus werden die mdglichen Resultate einer
Messung durch die Eigenwerte des entsprechenden Operators, der die Observable repréasentiert
angegeben. Bezeichnet man den Operator zu O, mit &, , so sind seine Eigenwerte 1 und -1.
Das System ist in einem Eigenzustand, wenn das Resultat der Messung immer den entsprechenden
Eigenwert ergibt. Ist das System im Zustand |#> , dann ergibt jede unverdnderte Messung von

o, den Wert 1. Also gilt: &_|u>=1]u> |u> istalso ein Eigenzustand von G mit dem
Eigenwert 1.



Entsprechend gilt: Ist das System im Zustand |d > , dann ergibt jede weitere unverdnderte
Messung den Wert -1 G_|d>=—1|d> . |d> istalso ein Eigenvektor vom Operator G. mit

dem Eigenwert -1.

Es gilt also nach Multiplikation der Eigengleichungen mit den Kovektoren (Bras) <u| bzw. <d/|
<u|G |lu>=<ulu>=1 <u|6_ |d>=<u|-d>=—1<u|d>=0

<d|G |u>=<d|u>=0 <d|0_|d>=<d|-d>=—-1<d|d>=-1

Die den Operator G, darstellende Matrix M . ,.,(G.)=0_ hat also die Gestalt

M, \d>}(6 )= =0

z .

<u|G.lu> <ulc |d>)|_[1 0
<d|S_ |u> <d|5 |d>] \0 -1

In der Darstellung |u>=o,|u>+o,|d> giltwegen 1=<ulu>=o,<ulju>+o,<u|d>=

=0, undwegen 0=<d|u>=a,<d|u>+o,<d|d>=0,~0,=0 die

Komponentendarstellung fiir |u> : |u>= (gu): ( (1))
d

Und fir |d> : |d>=f,|u>+P,|d>=>0=<u|d>=p,<u|u>+p,<u|d>=p, und

l=<d|d>=B,<d|u>+p,<d|d>=p, folgt fiir die Komponentendarstellung

|d>= ([[33) ((1)) . Alles beziiglich der ONBasis B={|u>,|d >}
d

Darstellung des Operators G, : Wurde durch den Apparat, in positive x-Richtung gedreht, die
Observable ¢, gemessen, so ist das Resultat 1. Dreht man den Messapparat dann in positive z-
Richtung um o, zu messen, so ist das Ergebnis zu 50% 1, also der Zustand |« > und dreht man

ihn in negative z-Richtung, so ist das Messergebnis -1 und zwar auch zu 50%. |r> dargestellt in
der iiblichen Basis ist:

|r>=vy |lu>+y,|d> .Also |<u|r>|2=% ebenso |<d|r>|2=% und damit

1 .
[<ulr>|=—==|<d|r>|  sy,=<ulr>=—=¢" und =y,=<d|r>=Tze"

V2 V2
|r> =L_| u> +—_|a’ > erfiillt die Bedingungen. e'® heiBt der Phasenfaktor. Hier wurden

V2 V2
¢=0 gewidhlt. 00olEr hat keine physikalische Relevanz weder fiir den Zustand, noch fiir die
Wahrscheinlichkeit, noch flir den Erwartungswert. Damit hat man in der iiblichen Basis die

1
V2
1
V2

1>=5,|u>+5,/d> .Da <1|r>=0:><6u|u>+6d|d>||\/L§|u>+\/_|d>>=>

Komponentendarstellungen |r>=



1 1 . .
[>=—|u>——=|d> isteine Losung, da damit
==l s

~1 und <r|l>=%—%=0 erfillt ist.

u

6u+%6d=0:>6d=—6

Also |I>= V2 . Die beiden Vektoren |r> , |/> sind Eigenzustinde fiir den Operator

G, mit den respektiven Eigenwerten 1 bzw. -1:

G |r>=1|r>und G |/>=—1|I> . Schreibt man diese Gleichungen um in Matrixschreibweise

1 1 1 —1

O 0p)[V2 = V2 und (On Or V2 = V2 und 16st man das Gleichungssystem
Oy Op)| 1 1 0y Onfl=1 1
V2| \V2 V2 V2

GnL—'HjlzL—:L— O11L—_012L—:__l

V2 P2 2 V2 P2 42

1 1 1 1 1 1 ~ [0 1

021\/_§+022\/_2—:\/_2— 021\/_5_022\/_5:\/_2— Ox_( )

erhilt man 0,,=0,,=0 und 0,,=0,,=1=

1 0

Darstellung des Operators &,

Es gilt |[v>=¢ |u>+e€,|d>und |h>=0|u>+0,|d> mit \<u!v>|2:%:\<d\v>]2 und

|<u|h>|2=%=|<d|h>|2 . Und es gilt bzgl. der x-Achse |<r|v>|2=%=|<l|v>|2 und

|<r|h>|2=%=|<l|h>|2 und <v|h>=0 , <v|v>=1=<h|h> .

1
Oder <u|v>=¢, und <v\u>:ez also eZeu=<u|v><v|u>=|<u|v>|2=5 und ebenso

eZed=% und e:eu=%=e;ed :

1 1

Weiter gilt <v|r>:<eu|u>+<€d|d>|\/L2_|u>+\/2_|d>>:\/—2_€:+ und

1
J2 e

<r]v>:<v|r>*:\/iz_eu+\/i§ed , also %:<v|r><r|v>=%e26u+%e:ed+%e;eﬁ-%e;ed 1.

Und <v|l>=<e,|u>+<e,|d> | %|”>_L—|d>>:L—E*_L€; und

V2 V2 2



%:<v|l><l|v>:le*e le €,— lej,qﬁ%ej,ed 2.

« 1
|V V| o utu o 2

PR
1. +2. =l=e,+e,e, 3. ausl.folgt l=e¢ e,+¢€ €,4+€,6,4+€€, undmit3. folgt

0=c e, +€€, .

Gilt fiir eine komplexe Zahl z: z+z =0=a+ib+a—ib=2a=0=>a=0=z=ib , dann ist sie rein

. o e . * . . e * * * * *
komplex (imaginér). Alsoist €,€, reinimaginir,da z=¢,e,=2z =¢,€, und 0=¢€,€e,+¢€,€,
Wiren €, und €, beide reell, dann auch €,€, .Also muss mindestens ein € nicht reell sein.

Das Gleiche gilt fir 0,0, : 0,0, istrein imaginir. Also mindestens ein  § nicht reell.
. * 1 1 .
1.Ist €, reell, dann gilt wegen eu€u=§2eu=\/—2_ , also muss gelten €,=a+id , d#0 und
l=e2ed=aZ+a’2 Da 0:€:€d+E;EMZL—(CI'Fid)-l‘L—(CZ—id):i—CZ , ist
2 V2 V2 Jz
1 i .

a=0>d’=—=d=——=¢,=0+i—=—= und damit wire v>——_u>+ _d>

2 J ‘ V2 V2 R
2.Ist €, reell, dann wére analog |v>——|u>+ |d >

V2 ¢

3. Sind beide nicht reell, dann ergeben sich vier Moglichkeiten

[v>=(g+2 )| u>(5-

> %)|d> bzw. |v>=(%—%)|u>i(%+%)|d> und vier weitere, die die

Gegenvektoren hierzu sind.

Ich wihle die einfachere unter 1. |v>=L_|u>+L_|d>
V2 V2
1 i 1 i
O=<v|h>=<—|u>+—=|d> |0 |u>+0 |d>>=—0 ——0 =20 =i0,=0,=—i0
| \/2| \/2| | u| d| \/2 u \/2 d u d d u

Ist 0,=a (reell):>%=6u6:=az=>a=L 0,=—i— , insgesamt

V2

|h>= \/_| u>— \/_| d > . Die Bedingungen werden hierfiir alle erfiillt (einfachste Moglichkeit).
1 1
Die Eigenvektorenzu G, sind |v>= V2 mit dem Eigenwert 1 und |A>= \/2 mit

i
V2 V2
Eigenwert -1 6y‘=(gy; gy;j)

V. V.



1 1 1 —1
Also (Gyll OyIZ) ¢2 = %2 und (Gyll GyJZ) V2| ¢2 . Das ergibt das GS
l

O, Oy L L Oy Oy __l_ L
V2| (V2 V2| V2
1 i )
+ _0 ;== +—= — mit den Losungen o ,,=0 , o ,,=—i
¢2 Tt ¢ V2 %2 ot Jz NN 8o Gy vi2

1 i -1 i
—0 ,——0 _,,——— O ,,=—
V2 V2t 2 ¢2 L2

Oy =i , 0,,=0

Danmit ist die Matrix, die den Operator G, darstellt (O _i)

Diese Matrizen heilen Pauli-Matrizen: (fzi((l) 01) o yi(q _i) 6"i((1) (1)) , die

Die Observable, die den Spin in einer beliebigen Raumrichtung n’= n, misst, kann in dem

nZ
angegebenen Basissystem durch den Spinoperator
s 0 1 0 —i I O n n_—in
O0,=n. 0. +tn 0 +n o= + + = z * o d tellt
,=n,0,+n,o,+n.o, n“‘(l o/l o ) LA _1) notin, . ) argeste

werden. Die Pauli-Matrizen, wie auch diese letzte sind alle hermitesch, wie man direkt sehen kann.
Der Drehimpulsoperator S . (1=1..3) von Elektronen (oder allgemein von Spin 72 —

Zustinden) wird durch die Paulimatrizen dargestellt: S = g o

Es sollen zum Schluss noch die Wirkungen der Spin-Operatoren auf die verschiedenen anderen
nicht Eigenkets angegeben werden:

. 1 1 1
1. o. : |r>=—|u>+—|d> : O.|lr>=—6_|u>+—0 d>—— u>———\d>=|1>
-0 ¢2‘ Jz' 3 Jz . Jz . Jz‘ V2 |
1 1 1 1 1 1
I>=——|u>———|d> : . |l>=—=S |lu>——36 |d>=—=u>+—\|d>=|r>
| Jz' le : V2 2 V2 2 Jz‘ Jz' |
o=y t—|d> G|y |us =6 |d > = |d > = >
V2 V2 V2 V2 v v
1 I R 1 . 1
h>=——|u>——_|d> : 6. |h>=—=G |u>———6_|d>=—|u>+ _d>— y>
| le ¢2| | 7 : 7 : 7 | 7 | |

2. &, : Um die Eigenvektoren dieses Operator zu verwenden, miissen zuerst die anderen
Vektoren in der Basis |#> , |/> dargestellt werden: Auflosung des



Q>

Gleichungssystems |r>—\/_|u>+\/_|d> |[[>= _|u> \/ |d> ergibt:

V2

1 1
lu>=—|r>+—|1> |d>=—_|r>——_|l> *

5 zrR o
. 1 . 1 . 1 1
O |lu>=—=0 |r>+—=06_|l>=—=|r>——=|[>=|d>

1 1 1 1

0 |d>=—=3G_|r>——=0_|l>=—=|r>+—=|[>=|u> und Darstellung der Vektoren
N 77 o 7 N J2| ¢2| | g

1 I 1 i . . .
v>=——|lu>+—=|d> |h>=—=|u>——=|d> in |r> , |[> mit(*) ergibt:
| ¢2| ¢2| | ¢2| wl | | (*) erg
lv >__l+l| >+1—|l> und |h>=1—| >+—1;l|l> :
6,|v>=12t6 >+ 15t6 |1>_lii|>+——-u>_4h>

|h>_12—’dx|r>+1;” 5 |l>—1—|r>+ Lis=—ip>

: Die Vektoren miissen nun in der Basis |v > |h > formuliert werden. Mit (¥) ergibt

das u>—— v>+ _h> d>——_ v>+ _h> .
u>=—T=v>+ = |[d>=—7lv>+
G U>=aG |v> 4+ k= |y = h>=i|d >
o2 V2 J J
3 —i i . .
G |d>=—=0 |v>+—=0C h>=_"|y>——_ h>:—z u>
=ty g |1>:1;”|v>+1_’|h>
. 1—i . 1+i g 1—- 1+i
G, |r>="57G,[v>+= |h>_T| y>— T|h>_— i|1>
R 1+i 1— 1+i 1-
[>=——0O >—|—— h>_— >—— h>=ilr>



