
Projektion und Orthonormalisierung

Projektion:

|ab |=|b | cosα  und a ⋅b=|a | |b | cosα=|a | |ab |⇒ |ab |=
1

|a |
a ⋅b=a0

⋅b ⇒ | ab |=a0
⋅b

Ist a normiert, dann gilt: |ab |=a ⋅b .

D.h. ab=| ab |a0
=(a0

⋅b)a0 oder ab=
1

a2
(a ⋅b)a , ist a normiert, dann gilt ab=(a ⋅b)a

oder  ab=<a |b> a  falls a normiert, sonst ab=
<a |b>
<a |a>

a

Die Wirkung von a auf b durch das Skalarprodukt ist, dass dem b die Länge seines 
Projektionsvektors ab  auf a zugeordnet wird, falls a normiert ist.
 
Das lässt sich verallgemeinern: Ist V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt < | > und U ein
linearer Unterraum von V, der die Orthonormalbasis {e1 ,... ,em} besitzt, und x∈V und xU

die senkrechte Projektion von x auf U, so gilt: xu=∑
i=1

m

< x |e i >e i .

Beweis: Es muss gelten: < x−xu | xu >=0

< x−xu | xu>=< x−∑
i

< x |e i >e i | ∑
i

< x |e i >e i >=

< x |∑
i

< x |e i> e i>−<∑
i

< x | e i> e i |∑
i

< x |e i >e i>=

∑
i

< x |e i> < x |e i >−∑
i

< x | e i> < x |e i >=0 .
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Orthonormalisierung:

Der Vektor a sei normiert. Subtrahiert man nun vom Vektor b seine Projektion ab auf a:

b '=b−ab , so ist dieser Vektor orthogonal zu a:  

< b−ab | a>=<b |a >−<ab | a>=<b |a >−<< a |b >a |a >=< b |a >−< a |b > < a |a >=

< b |a >−< b |a>=0 , da a normiert, d.h. < a |a >=1 .

Bsp1 (Bild): a=(1
0) b=(0,5

1 )⇒ab=<a | b> a=0,5a=(0,5
0 ) und somit

 b '=b−ab=(0,5
1 )−(0,5

0 )=(0
1)

Bsp2:  

a=(
1
0
0) , b=(

0
1
0) c=(

1
1
2)

Man bildet wieder die Projektion von c auf a: ac=< a |c > a=1 ⋅a=a und 

die Projektion von c auf b: bc=< b |c >b=1 ⋅b=b und subtrahiert die beiden Projektionen von

 c: c '=c−ac−bc=c−a−b=(
0
0
2)
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Allgemein: Sei ein System von n linear unabhängigen Vektoren u1 , ... ,un gegeben. Man 
konstruiert daraus ein Orthonormalsystem e1 , ... ,en durch folgendes Gram-Schmidt Verfahren:

e1 '=u1 e1=
e1'

|| e1 ' ||

e2 '=u2−< e1 |u2 > e1 (orthogonalisiert)  ,  e2=
e2 '

|| e2 ' ||
(normiert)

e3 '=u3−< e1 |u3 >e1−<e2 |u3 > e2 (orthogonalisiert) , e2=
e2 '

|| e2 ' ||
…

en '=un−<e1 |un>e1−...−< en−1 |un> en−1 (orthogonalisiert) ,  en=
en '

|| en ' ||

Beweis: dass normiert ist, ist klar. Zu  zeigen bleibt, dass alle Vektoren zueinander orthogonal sind:

Sei i≠ j zu zeigen < e i ' | e j ' >=0 : sei i< j .

Über doppelte vollständige Induktion.

Induktion bzgl.  j:

IA :< ei ' |e1 ' >=0 Beweis am Ende (*)
IV : <e i ' |ek ' >=0 für alle k< j
IB : <e i ' |e j ' >=0

  Beweis der IB: < ei ' |u j−< e1 |u j>e1−...−< ei |u j> ei−...−<e j−1 |u j>e j−1 >=

< ei ' |u j >−<e1 |u j > < ei ' |e1 >−...−< ei |u j> <e i ' |e i>−...−<e j−1 |u j> <e i ' |e j−1 >=

< ei ' |u j >−<e1 |u j > < ei ' |e1 >−...−||e i ' ||< ei |u j>
1

|| ei ' ||
< ei ' | ei>−...−< e j−1 |u j >< ei ' | e j−1 >=

Nach IV sind alle < ei ' |ek ' >=0  für k< j , also auch < ei ' |ek>=0  für k< j , also bleibt

=< e i ' |u j>−||e i ' ||< e i |u j>
1

|| ei ' ||
< ei ' |ei>=<e i ' |u j>−<e i ' |u j> <e i |e i>=0 , da

 < ei |e i>=1 .

(*) Bleibt IA :< ei ' | e1 ' >=0 zu beweisen. Auch das geht über vollständige Induktion bzgl. i

IA: < e2 ' |e1 ' >=0

Beweis: < e2 ' |e1 ' >=< u2−< e1 |u2 >e1 |e1 ' >=<u2 |e1 ' >−< e1 |u2 >< e1 |e1 ' >=



< u2 |e1 ' >−<u2 |e1 > <e1 |e1 ' >=<u2 | e1 ' >−||e1 ' ||< u2 |e1> < e1 |e1 ' >
1

||e1 ' ||
=

< u2 |e1 ' >−<u2 |e1 ' > < e1 |e1>=0

IV: < ek ' |e1 ' >=0  für alle k<i

IB: < ei ' |e1 ' >=0

Beweis: < ei ' |e1 ' >=< ui−< e1 |ui >e1−< e2 |u i>e2−...−<e i−1 |ui> e i−1 |e1 ' >=

< ui |e1 ' >−<e1 |u i> <e1 |e1 ' >−<e2 |ui > < e2 |e1 ' >−...−< ei−1 |u i> <e i−1 |e1 ' >=

da nach IV gilt < ek ' |e1 ' >=0  für alle k<i gilt auch < ek |e1 ' >=0  für alle k<i , also

=< ui |e1 ' >−<u i | e1 > <e1 |e1 ' >=<u i | e1 ' >−||e1 ' ||< ui |e1> <e1 |e1 ' >
1

||e1 ' ||
=

< ui |e1 ' >−< ui |e1 ' > <e1 |e1 >=<u i |e1 ' >−< ui |e1 ' >=0 .


