Kovektoren und Tensoren

Manfred Horz

Gegeben sei ein Vektorraum V iiber einem Korper K mit einer Basis B={e,,...,e,} .

Eine Linearform bzgl. V (1-Form, Kovektor) ist eine Abbildung p:V —K ,ve p(v) , die linear
ist, d.h. die die algebraische Struktur von V in K erhilt, d.h. fiir die gilt:

AN p(v+w)=p(v)+p(w) und A p(N v)=Ap(v)
v, welv AEK

wobei das erste Summierungszeichen ,,+ die Vektoraddition bezeichnet und das zweite die
Addition im Korper. Ebenso bezeichnet das erste Malzeichen die Skalarmultiplikation in KXV

und das zweite die (wie liblich nicht notierte) Multiplikation in K.

Beispiel: Fiir einen festen Vektor veEV st die Form, die das Skalarprodukt veu als
Funktionswert hat p:V —IR,uw~ p(u)=veu eine Linearform, denn:

plutw)=ve(ut+w)=veu+vew=p(u)+p(w) und p(hu)=ve(hu)=r(veu)=hp(u) .
Die Linearformen iiber V bilden selbst wieder einen Vektorraum V' ={ p:V —>K, p linear } ,
der sogenannte Dualraum zu V:

VXV =V (p,q)»+(p.q):=p+q mit (p+q)(u)=p(u)+q(u) firalle ucy

(70)+ ist abgeschlossen: p, g€V = p+q:V—K ;v (p+q)(v):=p(v)+q(v)€EK ist linear:

Ep+ g)utv)=p(u+v)+q(utv)=pu)+p(v)+q(u)+q(v)=(p+q)(u)+(p+q)(v)

J(hu)= ( u)+q(hu)=np(u )+MJ() ((u) q(u))=n(p+q)(u)
(V1) +istassoziativ: ((p+q)+r)(u)=(p+q)u)+r(u)=(plu)+q(u))+r(u)=
plu)+(q(u)+r(u)=pu)+(g+r)(u)=(p+(g+r))(u)
(V2)  +istkommutativ:  (p+q)(u)=p(u)+q(u)=q(u)+pu)=(¢+p)(u)
(V3)  + besitzt ein neutrales Elementn :  n+p=p firalle peV":
n(u)i=0 firalle uc¥:  (n+p)(w)=n(u)+p () =0+ p(u)=p(u)

(V4) beziiglich dieses neutralen Elementes nel ™ besitzt jedes Element peV” ein
Inverses p'eV’ ,dh. p'+p=n: p'(u):=—p(u) firalle u€V:

(p'+p)(u)=p'(u)+ plu)=—p(u)+p(u)=0=n(u)



KXV =V (M, p)=h - p mit A\ (A p)(u)=rplu)exk
uevlv

(V5) gemischtes Distributivgesetz 1: A(p+¢q)=Ap+iqg :

(% (p+q))(u)=r(p+q)(u)=r(p(u)+q(u))=k p(u)+iq(u)

(V6) gemischtes Distributivgesetz 2:  (A+u) -p=A -p+u -p:

(A4w) -p)(u)=(A+u) plu)=k p(u)+up(u)

(V7) gemischtes Assoziativgesetz: (Au) -p=A -(u -p):

((w) -p)u)=(hw) plu)=r(wp(u))=r((w -p)(u)=( (u -p))(u)
(V8) Unitarititsgesetz: 1 -p=p: (1 -p)(u)=1p(u)=p(u)

Damit ist V* ein Vektorraum. Seine Elemente werden in Bezug zu denjenigen von V auch
Kovektoren genannt.

Bemerkung: Man sieht, dass er dies den entsprechenden Gesetzen des Korpers K verdankt, den
man (oder auch K") als Vektorraum tiiber sich selbst (K) auffassen kann.

V" hat selbst wieder wie jeder Vektorraum beliebig viele Basen. Fiir eine enge spezielle und
symmetrische Beziehung zwischen ihnen, soll jetzt eine spezielle Basis B~ von V", die
sogenannte duale Basis definiert werden.

Zunichst seien fiiralle i€{1,..,n} folgende Formen e':V —K gegeben:

Ist ein Vektor vE€V in seiner Basis B={e,,...,e,} dargestellt durch seine Komponenten:
v=v'e+..+vie+..+Vv"e, ,sogelte: e:vee(v):=v' . (*) Das heiBt, dass die Form ¢’
dem Vektor v seine i-te Komponente zuordnet.

Dass es sich hierbei um Linearformen handelt ist klar:
Ist w=w'e+..4+w"e, und Av=Av'e,+..+Av"e, ,so gilt:
e(v+w)=vi+w'=e(v)+e' (w) und e (Av)=rv'=re(v)

Da ¢;=0 -elﬂ-...+1 ‘-e‘/+...+0 e, gilt e'(e;)=1 und ei(ej)=0 ,falls j#i ,also
zusammen: e'(e;)=0) .

Die Menge B ={e', ..., ¢"} bildeteine Basisvon ¥~ . Denn:

1. B istlinear unabhingig: Ist » die Linearform, die jedem Vektor v€V den Skalar
0€K zuordnet, die sogenannte Null-Linearform und ist n=o,e'+...+ o, " , so gilt fiir

alle i=l..n : O0=n(e)=(oye'+..+o,e'+...+a,e")(e)=a

i



2. B ist Erzeugendensystem von ¥V : Sei pel  beliebigund vEV beliebig. Dann
gilt: p(v)=p(v'e+..+v"e,)=v' ple)+..+V' ple,)=e'(v) ple))+..+€"(v) ple,)=
=ple)e' (v)+..+ple,)e"(v) (**) =(ple,)e' +..+ ple,)e")(v) , das heift,

dass p=ple)e'+..+ple,)e" durchdie Kovektoren e',.. ¢" dargestellt werden
kann.

Also ist auch klar, dass die Dimensionen von V und V" gleich sind.

Ist anstatt iiber (*) die Form e': 7 —K nur auf der Basis von V durch e'(e;):=8'= (1) lz]
v

festgelegt, so sei fiir beliebige Vektoren v=y’ e, €V die Definition erweitert:

ei(v)=e[(vjej):=vje[(ej)=v

Auch hier handelt es sich wieder um eine Linearform aus V*, die der Definition (*) entspricht.

Die Kronecker-Bedingung ¢'(e;):=98'; ist also hinreichend (durch Definitionserweiterung) und

notwendig fiir die Definition (*), die sogenannte Dualitéitsbedingung.

Die Gleichung p=p(e,)e'+...+p(e,)e" zeigt die i-te Komponente p, des Kovektors p als
p(ei) : p(ei)zpi .

Somit lasst sich Gleichung (**) auch schreiben als:

p(v)=pie' (v)+...+p,e"(v) oder mit der Definition (*) p(v)=D, p,v'=p,V/ mit der
=1

Einsteinschen Summenkonvention (ESK).

Da p,v'=v p, ldsstsich p(v)auchals v(p) interpretieren und Operator mit Operand
vertauschen und die Symmetrie der beiden Vektorarten herstellen: v tritt damit als Linearform auf p
angewandt auf: v(p)=v p, . Oder anders gesagt, der Dualraum ¥~ des Dualraums ¥~ (der
Bidualraum von ¥ ) istim wesentlichen wieder ¥ .V und V™ sind ja isomorph, da sie gleiche
Dimension haben. Man kann Isomorphismen ¢,: V= V", ¢,:V =V und ¢,0¢,: V=V "
angeben, indem man die Basen B, B, B bijektiv aufeinander abbildet. Uber die
Definitionserweiterung von  ¢,:¢,(u'e;)=u'¢(e;) aufV und analog fiir ¢, erhélt man

Isomorphismen. Die Elemente von V, V" und V" unterscheiden sich also nur noch in der
Namensgebung.

Also kann auch die Definitionsgleichung (*) symmetrisiert werden: e,(p)=p, : der i-te
Basisvektor e, als Linearform aufgefasst und auf p angewandt, wéhlt die i-te Komponente von p
ausund e,(e’)=9; .

Die Anwendung eines Kovektors auf einen Vektor oder umgekehrt:  p(v)=v(p)=p,v' geniigt
den Axiomen eines (heterogenen) inneren Produkts (Skalarprodukts) .

Die Dualititsbedingung kann demnach auch in der Form <¢', e >=<e,, e'>=9/ dargestellt
werden.



Ist peV mit P=7p, e +..+p, e":Z p,e’=p.e' ,sokann die i-te Komponente p, vonp
i=1

durch e,(p) dargestellt werden:
ep)=epe'+..+pé+..+pe)=pele)t..+pele)tr..+p,ele)=piele)=p
Jede Linearform pel ldsst sich mit einem Vektor u€V  darstellen als
p=<u,.>: VoK ;vep(v)=<u,v>=uev
Dass das Skalarprodukt eine Linearform in v ist, ergibt sich aus seiner Definition.
Ist p eine Linearform p:V —>K und B={e,,...,e,} eine Orthonormalbasis beziiglich des
Skalarprodukts <.,.>:¥V XV — K und p eine beliebige Linearform (Kovektor) p:V —K |, so
gilt fiir jeden Vektor vEV: v=v'e+..+v'e, pv)=v' ple)+..+v"ple,) (*).
Man definiere zu diesem peV” den Vektor u€V wie folgt: wu:=p(e,)e,+..+ple,)e,
vie+..+V'e,>=

Dann gilt wegen der Bilinearitit <u,v>=<p(e,)e,+...+ple,)e

=ple)v'<e ,e;>+..+ple)v'<e,e,>+.+ple)v'<e,e>+.+ple,)V'<e, e,>=

:Z Z p(ei)vj<ei'ej>EéKp(ei)Vj<ei'ej>zvip(ei)(;)p(v)
i

Geometrische Veranschaulichung:

1. V=R® Sei B={e,,e,} einebelicbige Basis von V.




Die duale Basis B'={e', ¢’} hatdie Eigenschaft ¢'(v)=v' ,e’(v)=v> .Demnach liegen die
Endpunkte aller Vektoren v, deren Komponente v'=1 ist (mit gewissen Komponenten v* ) auf
der blauen Linie, die durch den Endpunkt von e, und parallel zu e, liegt: €' (v) = 1.

Analog liegen alle Vektoren v , deren Komponente v'=2 ist, auf der griinen Linie, die durch den
Endpunkt des Vektors 2e, liegt und parallel zu e, ist: ¢'(v) = 2.

Ganz dhnlich fiir andere Werte von ¢ (v) .Die Linearform (der Basiskovektor) e' zerlegt die
Ebene also in Aquivalenzklassen von parallelen Geraden. Zwei Vektoren u und vEV sind
dquivalent, wenn e'(u)=e'(v) gilt oder geometrisch, wenn die Endpunkte der Vektoren auf der
gleichen parallelen Geraden liegt.

2

Das Gleiche gilt fiir den zweiten Basiskovektor e

V\\
2,
S | 3
Y Y W

Die rote und lila Gerade sind parallel zu e;. Auch hier wird der Vektorraum V zerlegt in
Aquivalenzklassen, wobei gilt: u=vee’ (u) =¢’ (v).

2. V=R’ und B={e,, e, e,} belicbige Basis (hier orthonormal gewihlt). Die duale Basis




B'={e',e’, ¢’} hatdie Eigenschaft ¢'(v)=v' é’(v)=1v", & (v)=V

2e
Zwei Vektoren u , v sind dquivalent, wenrn gilt: e’(u)=€’(v) .Der Raum wird diesmal in Ebenen

zerlegt, die parallel zur e, e,-Ebene sind.

A

Analog wird der Raum durch den Kobasisvektor e zerlegt in Ebenen parallel zur e, €; -Ebene.

A

+ eX(v) = -3
JI— T : s —»
J- e*(v)=2

Der n-dimensionalen Raum wird entsprechen durch die Kobasisvektoren zerlegt in parallele
Hyperebenen. Beispiclweise zerlegt ¢* den Rauminey,e; ..., e, - Hyperebenen v=1,...,n
mit v#k

Welche geometrische Wirkung hat ein beliebiger Kovektor auf die Vektoren?

1. V=R> Sei B={e,,e,} eine beliebige Basis von V.



Zuerst die Addition der Basiskovektoren e'+e’ :
(e'+e’)(e))=e'(e))+e’(e)=1+0=1 (e'+e’)(e,)=e'(e,) +e’(e,)=0+1=1

(el—i-ez)(%el+%ez)=el(%el+%e2)+e -

(e1+ez)(v)=v1+v2202v2=—v1+c

Alle Vektoren, denen der Wert ¢ zugeordnet wird, liegen mit ihrer Spitze auf der Geraden parallel
zu blauen Geraden, mit dem c-fachen Abstand zum Ursprung.

Ist nun eine beliebiger Kovektor gegeben: oe'+fe” , dann sehen seine Wirkungen

AN T Ze

\\ (e+e)v) =1
\

1 . .
(el+e)(v)=2

(e'+e*)(v) =0

folgendermaBen aus: (ae'+pe’)(e,)=ae'(e,)+pe’(e,)=a und
(ae'+pe’)(e,)=ace' (e))+pe’(e,)=p und

(ae'+pe’)(v)=ae' (v)+pe’(v)=av'+pv> . Wihlt man den Skalar 0 als Ergebnis, so hat man

die Gleichung av'+pv’'=0=1"= —% v' , also eine Ursprungsgerade mit der Steigung —%

Ist der bewirkte skalare Wert c, so ist die Gerade um c parallel verschoben.

Seietwa o=1 , f=2 ,dannhatman fir e'+2e¢> folgende Geraden:

T — (eH2e)(v)=2
) . —
— — (eM2)(v)=1

(el+2e!)(v)=0



Nun noch kurz die Multiplikation eines Basiskovektors mit einem Skalar, etwa 2e¢' , dann gilt
2¢'(v)=2v' und die Skalierung bei e, wird halbiert (der frithere Wert bei e' war 1, jetzt ist er 2,
also ist der Wert 1 jetzt auf der Hilfte).

2. V=R’ und B={e,, e, e,} belicbige Basis (hier orthonormal gewihlt). Die duale Basis
B'={e' ¢’ ¢’} hatdie Eigenschaft e'(v)=v', e'(v)=v, ¢ (v)=V

Ein beliebiger Kovektor ae'+fe’+ye’ bewirkt auf einen beliebigen Vektor den Skalar ¢, wenn

gilt: (ae'+pe’+ye’)(v)=av'+pv’+yv’=c . Ist n die Norm des Normalenvektors
(a,p,y)" . soliegen die Ebenen wieder alle parallel im Abstand % zur Ursprungsebene mit

dem Normalenvektor (a,p,y)"

Basiswechsel
Geht man in dem Vektorraum V von der Basis B={e,,...,e,} zu einer anderen Basis
B'={e’,,..,e',} iber, dann verdndern sich auch die Komponenten der Vektoren.

Die neuen Basisvektoren von B' konnen mithilfe der alten Basis B und ihrer dualen Basis formuliert
werden: laut Definitionsgleichung (*) fiir einen Vektor v gilt: e'(v):=v' , also ist die erste
Komponente vom Vektor v=e', : e'(e’,) und so weiter und fiir die letzte Komponente von

— ! . n !
v=e', : e'(e"))
1 S .
Also e’ =e'(e’))e,+...+e"(e',)e, und so fiir jeden weiteren der neuen

Basisvektoren bis zum letzten e’,=e'(e’,)e,+...+¢e"(e’,)e, oder allgemein:

n
n
e'.=e'(e’)e +..+e"(e')e,=D. e (e')e, oder mit der Summenkonvention: e’,/=¢*(e’,)e,
k=1

Diese Transformationsgleichung lisst sich auch durch eine Matrixmultiplikation darstellen, wenn
die Basisvektoren zu einem Pseudovektor (eigentlich eine Matrix) zusammengefasst werden:



Beispiel 1: Die neue Basis gehe aus der alten hervor, indem jeder alte Basisvektor mit 2 gestreckt
werde (i=1,..,n) : e',=2e, oderausfiihrlich: e’ ,=e'(e’)e,+...+e'(e’)e+...+e"(e")e,

also e’ =2e'(e,)e,+..+2¢e'(e,)e,+..+2¢e"(e;)e,=2e, daalle Koeffizienten e*(e,)=0}

1

2 0 ... 0
Die Transformationsmatrix ist Akl:(:) 2 0 oder A'=e'(e’)=28;=2E
0 0. .2
Wie transformiert sich da die alte duale Basis B ={¢',..,e"} zurneuen B' ' ={e'"..,e"} ?

Zunéchst gilt zwischen neuer Basis und ihrer neuen Dualbasis die definitorische Beziehung (*):

e ’k(e )= 8" . Die neue Dualbasis wirkt demnach auf die alte Basis folgendermaBen:

di=e"(e')=e""(2¢;)=2e"(¢,)=> e 'k(ei)zééf . Man hat also fiir dieses Beispiel insgesamt

folgende Beziehungen zwischen allen Basen:

ek(ez'):éj'C
ek(e’i)zzéf
k |
' N==8"
o)=L
e’k(e'i):f)f

Die zweite Gleichung gibt an, dass sich die Komponenten der neuen Basis gegeniiber der alten
verdoppelt haben (Koordinatensystem wurde ja mit dem Faktor 2 gestreckt).
Die dritte Gleichung, dass im neuen System die Komponenten sich umgekehrt verhalten, d.h. mit

1 : :
dem Faktor 5 gemessen werden. Das Transformationsverhalten auf Komponentenebene ist

umgekehrt, kontravariant zu dem Transformationsverhalten auf der Basisebene. Das gilt natiirlich
auch fiir die Komponenten beliebiger Vektoren und nicht nur fiir die Basisvektoren:

vi=e*(v)=e (Ve +..+v"e,)=v e (e))+... V" e (e,) = Ve

Einige Autoren nennen das Transformationsverhalten auf der Basisebene kovariant, was allerdings
falsch ist, denn es ist keine Eigenschaft, sondern eine Relation. Es gibt nichts hier, wozu es ,,kon*
sein konnte.



Wie verhilt sich das Transformationsverhalten beziiglich der Kovektoren?
Sei pelV’ mit p=p.e+p,e& (1)beziglich der Dualbasis B und
p=ple’+p',e” (2)beziglich der mittransformierten Dualbasis B "

wegen e’k(e[)zééf G)und e*(e)=8" (4) gilt

einerseits  p(e,)=(p e'+ p,e’)(e;)=p,e'(e,)+ p,e’(e)=p, ,und andrerseits

! ’ ! ’ ! ’ ! ’ ’ 1 1 1 !
p(e1)=(p 1€ l+p 2€ 2)(31):19 1€ l(e1)+p 2€ z(el)zp 1 '§+p 2 '0=EP , ,also

%p'FPl:p'FZpl . Und ganz analog p',=2p, .

Das Transformationsverhalten der Kovektoren ist ganz analog zur Basistransformation, also
kovariant zu ihr.

Im Allgemeinen gilt fiir eine Transformation:

Wie oben angegeben (die allgemeine zweite Gleichung):

e’l el(ell) 6”(6'1) e
e"i = el(;e’i) e"('e’i) éi bzw. (e')=(e"(e’,))(e,) mit Matrix 4=(e*(e,))
e'” el(e,n) en(e'n) €n

Die dritte Gleichung stellt sich mit e’,=e'(e’,)e, +...+¢"(e’;)e, folgendermaBen dar:

df=e ’k(e ')=e r (e1 (e)e,+...+e"(e")) e,,)ze] (e'))e 'k(el)+...+e"(e e r (e,)

1 0 0 el(e'1) ez(e,l) e”(erl) e’](el) 6'2(61) em(el)
E= O 1 8 = el(.erz) 62(e,2) en(.e,z) 6’1(32 '2.(62) em(ez) =
0 0 1 el(e'n) e2(e’n) e"(e’) e'](eﬂ) e'2(en) e"(e,)
-1
e'(e,) e”(e) e"(e))| [e'(e’) e(e’) e'(e))
6'1(62) €'2§ez) e'"(ez) _[e'ler) elery) "(e')| =4 oder wieder kiirzer



(e" (e,))= (ek(e 'l-))_l . Die Transformationsmatrix fiir die Basis ist A\ =(e"(e ")) . Die
entsprechende Transformationsmatrix fiir die Dualbasis ist aber (e’ (e,))=(e"(e",))™" , also die

(transponierte) inverse Matrix zur ersten. Daher ist die letzte Transformation (die der Dualbasis)
kontravariant oder (transponiert) invers (zur ersten).

Im Beispiel war die Transformationsmatrix der Basis 2 E , die der Dualbasis ((2 E )T)l=%E .
Fiir die Koordinatentransformation der Vektoren bei diesem Basiswechsel gilt:

v=v'e,+..+v'e, und v=v'e' | +. . +v"e’, =

vie +..4+v'e,—v'(e'(e’)e+...re,le’)e,)—..—v" (e (e',)e+..+e"(e’,)e,)=0=
vi=v'el(e)+..+v"e (e)) e'le’) ... e'le’)|[v , v

: oder : : =4 ¢ |=[: ]| unddamit
v,=v'e"(e")+..+v"e"(e’) e'le’)) ... e'(e’)]\v"” v
-1
v v el(e ") el(e ) v
=4")7" ¢t |= oder kiirzer (v ™)=(e'(e’,)) ' (v') oder
v m vn en(e ,]) n(e ',,) n

Die Transformation in die neuen Komponenten der Vektoren ist wieder kontravariant bzgl. der
Transformation der Basis.

Wie sieht das Transformationsverhalten der Kovektoren bei Basiswechsel im Allgemeinen aus?

p=pe+.+pe" = pe=pe’=ple'+. +p e

p(el):pl und p(el>:p'1e’1(61)+---+p,nem(el)EéKp’ie’i<el):p1 5 -

ce g

ple,)=p, und p(en)=p’le’l(en)+...+p'ne’"(en)EiKp’ie'i(en)=pn )

Oder : : = gl =A""'p'=p=(e'*(e,)) p'=p undalso

Ap=p' oder (e(e’,))p=p’' . Das istdie Matrix des Basiswechsels. Das
Transformationverhalten ist also kovariant zum Basiswechsel.



Beispiel 2: Sei dim V' =2 . Die Orthonormalbasis B={e,,e,} werde um den Winkel q>:%
gedreht und gehe in die Basis B'={e',,e’,} Tber.

5 = 1

Die Rotationsmatrix ist R,=

—sind cosd

V2
' 1 1 1 , 1 . 1
(Z '12):\/—2_(_1 1)(2;) Odel‘ e 1:\/—2_(el+€2) und e 2:\/_5(_61"_62)

1

cos ¢ sinq>)"’1‘(el(e’1) ez<e'1)) V2 TEZL(1 1)
s 1
V2

e 1 2 o 1 iy L eze':i_
e e W e

el(e’1> el<e,2)

e (e’l) e’ e',

) und davon die Inverse

1L T W
> 75| [cos—% —sin—Z
(4" '= 242 4 4| und die bedeutet eine passive Drehung um —X% .
__l L_ sin— %  cos—Z 4
V2 2 4
N R )
ele) e?le)|_[len) @' |TT E| |7 T
e'(e) e”le))] \e'le’) elery)) |zL L | L L
V2 V2 V2 W2

1
Beispielsweise hat der obere rote Vektor in der alten Basis die Darstellung v=e, +% e,=(1
2

B



in der neuen Basis die Darstellung v=i_e " —L_e '~1,1e’,—035e’,= L1 oder tliber
242 242 0,35,

b

5 r\~1 L L 1 3
)1 L ' 1 A~ ~ -~ =
die Transformationsmatrix | N el(ell) ez<e'2) V2 = \/21 \/12 1= 242
' e (e 2) e (e 2) v —— 5 —_1_
V2 2 242

1 1
1 1 1 1 V2o V2 [\ (p . .
p'\=——p,+—p, p,=——=p,+—=p, oder =¥ 1] ,also die Matrix
R RN P RN P _LLpz) P
V2 V2

der Basistransformation. Damit ist das Transformationsverhalten der Kovektoren wieder kovariant
zum Transformationsverhalten des Basiswechsels.

Beispiel 3: B={e,,e,} Orthonormalbasis, B'={e’,,e’,} ,neue Basis mit e'1=1e1+le2

1 Py 1

| 2 (el) v=e te,= Vz) :(})
- 2 €, Vg B
2

e’zz—%el-i-2e2 (e =




(e, ) =-2/9

8 2
- = ) )1
(4")'= 92 i _(e,zEeI; e,zEezg) ist auch die Matrix der Dualbasistransformation:
_2 4 le”(e) e”(e
9 9
8 2
e’ r-1fe' 9 9l 18 1,2 > 2 29,4
o2 =(4") 2 =l 5 4 g =e' =3¢ +§e und e’ =-5¢ +§e
9 9

e"le)=ge'(e)+ee)=5 1+3 0= ¥

e (e)=ge (e)+oeile)=5 042 1=2 v
ele)==2ele)+Eele) =2 1d 0-=2 v
e’2(62):—%el(ez)+gez(ez)—0+g=i v

e’ (v)=e"(e,+e,) e’z(el)+e’2(62)=—§+g=% v

Die gleiche Matrix wie fiir die Dualbasistransformation gilt auch fiir die
Koordinatentransformation:



g 2| s 2| (o
(v'l)_ 9 9 (vl) 9”17 9" | |79
/ 2 4 2 4 2
Vol == Z[\2] |=£ nd e
9 9 9" 9" |9

p(el):pl P(el):["1ell<el)+plze'2(61):

9
’ ! ’ ’ ’ 2 ! 4 ’ ’ P
p(82)=p2 p(62)=p 1€ 1(82)+p 2,€ 2(62)=p By 22 § .Nach p’;,p’, aufgelost:

p'\=p,t=p, p' 2:—% p,+2 p, oder mit der Transformationsmatrix der Basis

1

p | - Also gleiches Transformationsverhalten wie Basis.

1 J )

1
2
2

Pil—
%
Das heil3t kovariantes Verhalten.

Tensoren
Wenn ein Kovektor peV” auf einen Vektor vEV  wirkt, ist das Resultat ein Skalar:
p:ve p(v)EK . Ebenso umgekehrt: wirkt ein Vektor v auf eine Kovektor p, ist das Ergebnis

wieder ein Skalar: v:pwv(p)EK . Beide Objekte als Operatoren gesehen sind linear,
Linearformen.

Der Begrift des Tensors T ist die konsequente Verallgemeinerung dieser Symmetrie. Er ist eine

Multilinearform, der einer Anzahl k von Vektoren und einer Anzahl h von Kovektoren
Vi,eo, Vi, Dys-es P, €inen Skalar zuordnet:

T:(vl,...,vk,pl,...,ph)HT(vl,...,vk,pl,...,ph)EK .

(Z ) oderauch r=h+k heiBtder Rang oder Stufe des Tensors. Ist der Rang ((1)) , gibt

es also einen Vektor und keinen Kovektor, also T :v~T(v)EK , so ist die Form ein Kovektor

wiebei p:ve p(v)EK . Ein Tensor vom Rang ((1)) besitzt einen Kovektor im Argument und

keinen Vektor, ist also ein Vektor in Gestalt der Linearform, also T:p~T (p)€K wie bei
vipev(p)EK .

Man kann auch ~#=k=0 wihlen, also einen Tensor mit keinem Argument 7=T ()€K ,so ist



es sinnvoll, ihn als Skalar zu bezeichnen. Ein Tensor vom Rang (8) ist also ein Skalar.

Die Komponenten eines Vektors konnten mithilfe der Basiskovektoren erhalten werden:

Ebenso die Komponenten eines Kovektors mithilfe der Basisvektoren von V:
pi=pP ( ei)

In Verallgemeinerung lassen sich die Komponenten eines Tensors angeben durch die Wirkung des
Tensors auf die Basisvektoren und die Basiskovektoren:

Etwa T(e,,e,)=T, , fiir einen Tensor vom Rang ((2)) bzw. fiir beliebige Basisvektoren

€y, e - T(eq,eﬁ)zTGB
Oder fiir einen Tensor vom Rang (é) . T(e',e’)=T"" oder fiir beliebige Basiskovektoren
e e’ 1 T(e", e )=T"" .

Allgemein T(e e, e, .., et =T

[CFE IR k 1o Oy

fiir einen Tensor vom Rang (Z ) mit k Basisvektoren und h Basiskovektoren.

Damit kann man nun den skalaren Wert des Tensors auch fiir beliebige Vektoren und Kovektoren
angeben:

Bsp: Ein Tensor vom Rang (}) hat die Darstellung:

T(v,p)=T(vlel—i—...—l—v"en,plel—l—...+pne")EiKT(v“ew]9Me”):v‘x p.T e, e")=v"p, T,
Konkreter: Ist ¥ zweidimensionaler Vektorraum mit der Basis B={e,,e,} und V" der
zugehorige Dualraum mit der Dualbasis B ={e',e’} und v=2e,—3e, und p=e'+2¢” .
Dann ist T(v,p)zT(2el—3ezﬁe1+2e2)=2T(el,el)+4T(el,ez)—3T(ez,el)—6T(ez,ez)=

=27\ +4T-3T—6T,
Allgemein: T(u,v,w,...p,q,7,...)=T(u"e,,Ves,we,, ..., p.e*, q.e’,r e, ...)=

a_ B

P.Y
uvw . ..pgyr,.T

uvp...
afy..



Die Komponenten eines Tensors konnen anstatt durch ihre Wirkung auf Basisvektoren und
Basiskovektoren auch durch eigene Basistensoren dargestellt werden.

Fiir einen Tensor T vom Rang (g) wiirde das bedeuten:

T=T,, " mitden Basistensoren ¢"" (u,v=1..n)

Hierzu muss zuerst ein dufleres Produkt (dyadisches Produkt, Tensorprodukt) zwischen
Vektoren, Kovektoren und Vektoren und Kovektoren (gemischt) definiert werden.

Fiir die Vektoren u,v€V ist das dullere Produkt #®v definiert durch ihre Wirkung auf zwei
beliebige Kovektoren p,geV’

u®v(p,q):=ul(p)v(q)eR
Bemerkung 0:
u®v(p,q)=ulp)v(q)=u(pe)viq,e’)=pq,ule)v(e’)=pq,e(u)e'(v)=pq,uv'=
=uivjei(p) ej(q)zuivj(ei ® ej)(p, g) , also kann man auch definieren: u®v:=u'v’ (e,® ej)
Dazu miifite man aber zuerst unabhéingig e,®e; definieren.
Bemerkung 1: uz®v istalso ein Operator, der auf ein Paar von Kovektoren wirkt und hat als
Ergebnis das Korperprodukt (reelle Produkt) der beiden (heterogenen) inneren Produkte
(Skalarprodukte) u(p) und v(q)
Bemerkung 2: Das dyadische Produkt ist nicht kommutativ u®@v#vQ@u ,da
vRu(p,q)=v(p)ulq)#u(p)v(q) im Allgemeinen.
Bemerkung 3: Das dyadische Produkt ist vertraglich mit der Vektoraddition:
u®(v+w)=u®v+u ®w und (u+v)®w=u®w+v®w
(ergibt sich aus u(p)=<u, p> und v(q)=<v, g> und der Bilinearitit des Skalarprodukts)

Bemerkung 4: Es ist auch vertriglich mit der Skalarmultiplikation:
Muev)=(hu)@v=u®(rv)

Bemerkung 5: u®v ist ein Tensor vom Rang (é ) , daer auf zwei Kovektoren wirkt und als

Ergebnis einen Skalar (reelle Zahl) hat. Er wird sich, wie man gleich sieht, als (nXn)— Matrix
darstellen lassen (n=dim V')



Das duflere Produkt zwischen zwei Kovektoren p®gq wird ganz analog definiert.
p®q(u,v):=plu)q(v) firalle u,veV

Und auch das duflere Produkt zwischen Vektor und Kovektor p®u
p®u(v,q):=p(v)u(q) fiir alle vEV,qEV*

bzw. zwischen Kovektor und Vektor u® p
u®plq,v):i=ulqg)p(v) firalle geV' veV

Bemerkung 6: p®gq istein Tensor vom Rang (g) und p®u und u® p Tensoren vom

Rang (i) die ebenfalls durch eine (nXn)— Matrix darstellbar sind.

Bemerkung 7: Die Bemerkungen 2-4 gelten entsprechend auch fiir die dulleren Produkte fiir
Kovektoren und Vektoren mit Kovektoren.

Bemerkung 8: Da Vektoren und Kovektoren Tensoren vom Rang 1, ((1)) bzw. ((1)) sind, kann ein

Tensor vom Rang 2 durch das duflere Produkt aus ihnen ( u®v , p®q , pQ®u ) konstruiert
werden. Die Umkehrung ist aber nicht allgemeingiiltig: nicht jeder Tensor kann als du3eres Produkt
niederrangigerer Tensoren aufgebaut werden.

Jetzt kann man die Tensoren durch Basistensoren darstellen:

Beispiel 1: Sei T ein Tensor vom Rang ((2)) , der als duBeres Produkt zweier Kovektoren
konstruiertist: T=p®¢q . p=pe+..+p,e'=pe® ., g=qe'+..+q,e"=qze’

Bemerkung7

T=p®q=p.e'®@que’=(pe'+..+p,e")@(q.e' +..4q,¢") “" 2" p.qe* @ =T e @ e

a Def a
zu (*) T(xB:T(eoweB):potqﬁe ®eﬁ(eoweﬁ) :®paqﬁe (ea)eﬁ(eﬁ):paq[i .

Dass e“®e" Tensoren sind, ist klar (sieche oben) , dass T',; Skalare sind auch, dass T durch

T e’ ®e" darstellbar ist ebenfalls, aber dass die e“®e" minimal sind noch nicht, was fiir die
Basiseigenschaft wichtig ist. Das vorausgesetzt, sei zunichst festgehalten:

i §) .
e"’:=c"®¢e" Basistensoren von T.

Ist der Tensor T jedoch nicht als duBBeres Produkt darstellbar, und T habe die Darstellung

T=T,.e"" ,dann gilt mit TGB:ZT(e“, eﬁ)sz (e, e[g)ﬁTa[ngpl\,e”V(ea, eB) und da

T,;=T,,0,0; folgt e”v(ea,eﬁ)zéiégze”(ea)ev(eﬁ)Di@e“@ev(ea,eﬁ)ﬂewze‘u(@ev , also



T=T,e"Qe" .

Bemerkung: Beim dufleren Produkt ldsst man in der Regel auch das Multiplikationssymbol &
wie bei der iiblichen Multiplikation auch weg und schreibt anstatt #®v einfach uv , sofern
kein Missversténdnis vorliegen kann. Also anstatt 7=T,,e"®e" auch T=T,e"e" .

uv

uvp

Beispiel 2: Fiir ein (?) Tensor erhélt man analog: 7=T}"e,®e,®e,®¢e” oder kiirzer

_ hvp a
T=T,"e,e.ee

Allgemein kann ein Tensor dargestellt werden als Linearkombination aus den Komponenten und
Basistensoren

- B
T=T,"" e,ee,...e” e ...

Die Anordnung der Indizes ist wichtig, da bei Vertauschung der Indizes in der Regel ein anderer
Tensor dargestellt wird, denn das dullere Produkt ist nicht kommutativ.

Da im Spiteren ein Index gehoben oder gesenkt werden kann, ist es besser die oberen und unteren
Indizes auch anzuordnen, etwa so: T"",” , so dass fiir jeden Index eine eigene Spalte vorgesehen
ist, die seine Stelle in der Anordnung der Indizes angibt, oder 7", .

Wie bereits angekiindigt, lassen sich gewisse Tensoren auch durch Matrizen darstellen.

Ein Tensor vom Rang 0 ist eine  1X1—Matrix , also ein Skalar.

Ein Tensor vom Rang 1, also ((1)) oder ( (1)) (Vektor oder Kovektor) ist eine 1 Xn—Matrix bzw.

eine nX1—Matrix deren Eintrage beziiglich einer Basis bzw. Dualbasis die Komponenten sind:

1
v

v=v'e, : v=|:| bzw. p=pe : p=(p, ...p,)

1%

Ein Tensor vom Rang ((2) ), }) ) ((2)) , also vom (summativen) Rang 2 ist eine

nXn—Matrix .

Ein Tensor T vom Rang ((2) ) (also mit 2 Kovektoren) hat die Darstellung T=T e, ®e, mit

den Komponenten 7" und den Basistensoren e¢,Qe, (w,v=1..n)

Ein Tensor T vom Rang (i) mit der Linearkombination 7=T%e, ®e"



Ein Tensor vom Rang 3, also vom Rang ((3)) , (%) , (;) , (g) hat eine nXnXn—Matrix als

Darstellung, also einen dreidimensionale Liste in Form eines Wiirfels.

uvp

Der Tensor vom Rang ((3)) mit seiner Linearkombination T=T" "¢, ®e,®e, erhilt folgende

Liste:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

’ /'-Tnnl | /,"'Tnn n

77777777777777777777777777777777777777777777777

Und so geht es beliebig hoch. Ein Tensor vom Rang k hat eine  nXnX...Xn—Matrix mitk n
oder n"—Matrix als Darstellung.

Tensoren vom Rang 1 und 2 haben den Vorteil, dass man mit ihnen rechnen kann wie bisher mit
Vektoren oder Matrizen.

Nicht jede n*—Matrix , speziell nicht jede 7 Xn—Matrix ist jedoch als Tensor interpretierbar.
Denn ein Tensor muss sich bei Basiswechsel auf spezielle Weise transformieren (s.u.). Weiter sind
Tensoren invariant unter Basiswechsel, was fiir Matrizen i.a. nicht gilt (s.u.).

zu Beispiel 1 Seite 18: T=p®q=p,qse’®’ =T ze"®e" . Die den Tensor vom Rang (g)
) o ) o« B . AT .o Ty, piqr -+ P19a

repriasentierende Matrix in der Basis e ®e" ist p®g=| : - =l :
Tnl Tnn Pnd1 - Pnqn



2 -4 0 8
konkret bspw. p=(2,3,—1) q:(—2,0,4) : p®q=qu= 3 (—2,0,4): -6 0 12

-1 2 0 —4
1.1 1 n
uv ... uv
Entsprechend die Matrix in der Basis e, ®e; : u®v= - :
u'vt oY
1 2
oder konkreter u=|_—2 | und v=| 2
1 -1
. 1 12 12 1 —1 2 2 -1
u@v=uv =-2|(2,2,-1)=[-22 -2 2 -2 —1|=|-4 -4 2
1 12 12 1 —1 2 2 -1

In der Matrixdarstellung gilt: (u®v) =v®u ,denn (u@v) =(w") =vu'=vQu

Das dyadische Produkt (duB3eres Produkt, Tensorprodukt) der Basisvektoren e, , e ist, wenn
man n=3 wihltund die Basisvektoren e, in ihrer eigenen Basis darstellt,

1 0 0
e,=lol.e,=|1]-e;=|0
0 0 1
1 00 010 0 0 1
e®e =0 0 0 , ¢®e,=[0 0 0] , ,®e;=|0 0 0] ,
0 0 O 0 0O 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0
e,®e =1 0 0 , e,®e,=0 1 0] , e,®e;=|0 0 1] ,
0 0 0 0 O 0 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O
e;®e,=[0 0 0| , e;®e,=|0 0 0] , e;Qe;=[0 0 auch wieder in ihrer eigenen
1 00 01 0 0 0 1
0O ... 0 ... 0
Basis e,®e; . Analog fiir die Basisvektoren ei®ej=(.) 1 () — i[—teZeile
0 .. 0 ... 0
T
j—te Spalte

Man erkennt hier iibrigens schon, dass die Summe e Qe ,+e,Qe,+e;®e;=1 oder in Dirac-
Notation : Z le,><e,|=1 ist.



Wendet man nun auf den Tensor p®gq den Vektor u an, so entsteht ein Kovektor:

-4 0 8
pRqu,)=u" p®qg=(1,-2,1)|—6 0 12 |=(—4+12+2,0,8—24—4)=(10,0,-20)
2 0 -4
2
Wendet man daraufhin noch den zweiten Vektor v an: (10,0,—20) 2 [=204+20=40 , so erhilt
-1

man gerade p®q(u,v)=p(u)g(v)=—5 -—8=40 .
Dagegenist p®q(.,v)=(p®qg v) =(—16,—24,8) . Wendet man diesen Kovektor auf u an, so
1

entsteht wieder (—16,—24,8)( —2|=—16+48+8=40
1

Esistalso (p®q(u,.))(v)=p®q(u,v)=(p®q(..v))(u)

Beispiel: Spannungstensor

Ein Festkorper sei Kréften (Spannungskréften) ausgesetzt. Man denkt sich den Korper in

infinitesimale Teilkorperchen, etwa Tetraeder als einfachste zerlegt, auf die jeweils Spannungskrifte

wirken. In die Spitze des Tetraeder sei ein Koordinatensystem gelegt mit den Basisvektoren
e,,e,,e; .Injedem Mittelpunkt M ; jeder Seite greife die jeweilige Spannungskraft F / an.

€

2

Ist das Tetraeder in einem Kriftegleichgewicht, dann gilt: F°+F'+F*+ F’=0 , sodass die
letzten drei Kréfte die Spannungsbedingung beschreiben.

Jede dieser drei Kriifte F’ kann zerlegt werden in ihre Komponenten entlang der Basisvektoren

e, 1 F'=Fe+F e, +F’e;=F"e,



Jede Seite hat den gleichen Flicheninhalt A, so dass man 9 homogene Spannungskomponenten

. i FY
hilt: o' /=— .
erna O A

11 12 13
G~ ©
Die Matrix S=|¢” ¢ o> |=(0") stellt mit dem Basisgitter e,®e; den (Cauchy -)
31 32 33 )
o o o

Spannungstensor S=0'’ e;®e; in jedem ,,Punkt® (Tetraeder) des Korpers dar. Er ist also eine

lokale GréBe und die Spannung des gesamten Korpers wird somit durch ein Tensorfeld
beschrieben.

Ebenso wie die Vektoren und die Kovektoren einen Vektorraum bilden, so auch die Menge der

Tensoren des gleichen Rangs (Z )

Dazu definiert man die Addition und die Skalarmultiplikation komponentenweise:
Sind A=A, ;"' e, e, ®..0¢, ®e"'®e"®..Qe™ und
B=B,;"ve, ®e, ®..Qc, ®e"®e”®..®e™ Tensoren, so ist der Summentensor
A+ B:=(A4," 0+ B e, ®e, ®...Qe, ®e"®e"®...Q ™"
Ist weiter a€R ein Skalar, so ist a4 := (aAi']i:_fL;’k)eul Re, ®..Qc, ®e"®e”®..Qe™ .

Es gelten wieder die iiblichen Vektorraumaxiome.

Matrizen kdnnen symmetrisch oder schiefsymmetrisch (antisymmetrisch) sein, wenn die
Spiegelung an der Hauptdiagonalen die Eintrdge unverdndert ldsst bzw. ihre Vorzeichen verdndert.

Auch Tensoren konnen diese Eigenschaft haben.

Beispiel: Sei T ein Tensor vom Rang 2, etwa (g) D T(u,v)=u"V'T(e, es)=u"V' T, .

Vertauscht man die Ordnung der Vektoren, ergibt das: 7' (v,u)=+" u® T ey, ed)=u°‘vB T, .
Ist T(u,v)=T(v ,u)@TuﬁzTﬁa , dann ist T symmetrisch.
Ist T(u,v)=—T(v,u)eT,=—Ts, ,dannistT schiefsymmetrisch.

In diesem Fall sind ihre Darstellungsmatrizen ebenfalls symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch. Das

gleiche gilt fiir Tensoren vom Rang ((2) ).

Man kann die Symmetrie aber auch anders formulieren. Sei T wieder der gleiche Tensor vom Typ

((2)) in der Darstellung T'=T,,e"e"



T(u ,v)=TWe“eV(uie,»,vjej):TMe‘u(uiei)ev(vjej):Twuivje“(e[)ev(ej)zTWuivjéi-‘f);:

w_v
T uv

i j i i Umbenennun
T(v,u)=T,e" e (Ve,ue)=T, vuele)e(e)=T,uv'dd =T, u" v "=""T, uv

Das ist die erste Version: T symmetrisch <7 =T, .

Ist das dyadische Produkt e"e’=e"e" kommutativ, das heiBt die Basisvektoren e"'=e™

das Gleiche:

so gilt

T(v,u)=Te" e (Ve ue)=T,ee" Ve, ue)=T, vuele)e (e)=T,udd=
v u__
T, wu =T (u,v)
Das ist die zweite Version: 7T symmetrisch < e"e'=e"e" .

Ist der Rang des Tensors grofer als 2, so muss angegeben werden fiir welche Indizes die
Vertauschung gelten soll.

Beispiel: Sei T ein Tensor vom Rang 3, etwa ((3))

T(p,q.7)=puq.r,T (", e, e")=p.q,r, """ . Vertauscht man bspw. p mit r
T(r.q, p)=r,q,p,T (" e e )=p.q,r,T™" und gilt

T(p,q,r)=T(r,q, p)oT"""=T"" | soist T symmetrisch in p und r. Gilt
T(p,q.r)==T(r,q, p)=T"""=—T"""  soist T schiefsymmetrisch in p und r.

Bemerkung 1: Beim Tensor vom Rang (?) T(u,q,r)=u"q,r,T(e, e e)=u"q,r,T

konnen nur gleichartige Eintrdge (hier Kovektoren q und r) vertauscht werden, um Symmetrie oder
Schiefsymmetrie (eventuell) zu erhalten.

Allgemein: Ein Tensor heifit symmetrisch (schiefsymmetrisch) beziiglich eines gleichartigen
Paares von Eintrdgen (oder Indizes) , also nur von Vektoren oder nur Kovektoren, wenn ihre
Vertauschung den zugeordneten Skalar gleich ldsst (das Vorzeichen wechselt).

Bemerkung 2: Wie bei quadratischen Matrizen ( char (K )#2 |, so lassen sich auch Tensoren T
vom Rang (3 ) oder (g) in einen symmetrischen Teil S und einen schiefsymmetrischen A
zerlegen: T=S+A4 mit T ;=S ,+ 44

bzw. T=S+A4 mit T*"=5"+ 4"  wobei

1

I
Sup=5 Ty o) und Ayy=(T =T,
baw, SU=Z(T+ 1) und AP=2{T0-T")



Bemerkung 3: Fiir Tensoren vom Rang grofer als 2 gibt es komplexere Symmetrien in Bezug auf
Vertauschungen (Permutationen) von 3 oder mehr Indizes:

k

Ist T ein Tensor vom Rang (0) mit

u

T(p,, ...pk)zpul ...pukT(e‘ L e“*)zpu‘ P T

Wy W

und gilt fiir jede Permutation 6 T(py(y), - Poi))=T(py ... p;) oder auch

Wot)e Yo (k Wp--tt ; i
T W=T""""" soist T symmetrisch.

Analog fiir einen Tensor vom Rang (2)
Und ein Tensor T vom Rang (lg) heiflt antisymmetrisch bzgl. einer Teilmenge der Indexmenge

{1,...,k} wenn er sein Vorzeichen dndert unter Vertauschung je zweier Indizes der
Indexteilmenge. Gilt das nicht nur fiir die Indexteilmenge, sondern fiir die gesamte Indexmenge, so
heil3t er total antisymmetrisch.

Analog fiir einen Tensor vom Rang (2)

Beispiel fiir Antisymmetrie: Der Tensor T ist antisymmetrisch bzgl. der Indexteilmenge

{1,2,3}

0L 0L, Oy ... O 0,0l Oy... Oy Oy 0y 0L ... O 0,05 Oy... Oy 03001 0L, ...0L 030, 0 ... Oy

Beispiel 1: Der elektromagnetische Feldstarketensor in einer flachen Raumzeit und in kartesischen

~E, —E, -E.
C C C
0 -B B,

uv _

Koordinaten dargestellt durch die Matrix F" = ist

schiefsymmetrisch (antisymmetrisch): F"“=—F""
Beispiel 2: Der (lokale) metrische Tensor g:g(u,v)= g,-juivi mit gi_/:g(ei, ej) ist

symmetrisch: g, =g, . Inder RT ist die Metrik g durch die symmetrische Matrix



-1 0 0 0
8= 8 é (1) gzdiag(—l,l,l,l) dargestellt.
0 0 0 1

Bemerkung: In der Quantenmechanik (OM) wird der Kovektor des Dualraums in der Schreibweise

von Paul Dirac als < p| (Bravektor) bezeichnet und der Vektor (Ketvektor, Zustandsvektor) als
[v> .

In der QM verwendet man als Zahlenk6rper die Menge der komplexen Zahlen € . Das

Skalarprodukt nimmt dort die Gestalt einer hermiteschen Sesquilinearform’ an, die im Gegensatz

zum normalen Skalarprodukt im reellen Vektorraum nicht bilinear ist, sondern nur in einem

Argument linear, im anderen (hier im ersten) dagegen semilinear ist, d.h. es gilt nicht wie sonst
<Au,v>=Ah<u,v> ,sondern <Au,v>=A<u,v> ,wobei A diekonjugiert komplexe

Zahlzu A istt A=a+ib=>A=a—ib . Hermitesch heiBt, dass die normale Symmetrie von

Vektoren im Skalarprodukt: <u,v>=<v,u> gebrochen wird zu: <u,v>=<v,u> .

Das Ergebnis des Skalarprodukts ist i.A. auch nicht mehr eine reelle Zahl, sondern eine komplexe

(mit imagindrem Anteil).

Das Skalarprodukt in der QM heif3t dann in der Notation von Dirac ,,Bracket™: <plu> .

Inneres Tensorprodukt

Das Produkt eines Kovektors p mit einem Vektor v (und umgekehrt) war als heterogenes
Skalarprodukt (inneres Produkt) pev=p(v)=<p,v>=<v, p>=v(p)=v e p notiert worden.

Ist p=p,e und vzvjej , SO war p0v=p(v)=piei(vjej)=pivjei(ej):pivj6f}=pivi .
Der Kovektor p kann aber auch als unvollstindiges Skalarprodukt eines Vektors u interpretiert
werden: p=p( -)=<u, > mit p(v)=<u, >(v):=<u,v> , was sich in der Bra-Notation

fiir den Kovektor niederschlug. Fehlt v im Skalarprodukt, so bleibt es ein Kovektor. Erst durch
Anwendung auf einen Vektor wird es zu einem Skalar.

Das ldsst sich verallgemeinern auf beliebige Tensoren. Ist T bspw. ein Tensor vom Rang ((2)) ,
T=T,e"®e =T,,e'e ,sowirder zu einem Skalar, wenn er auf zwei Vektoren
u=u'e; v= vjej angewandt wird:
T(u,v)=T(u'e;,v'e;)=u'v'T (e, e;)=u'v'T,, Skalar, also Tensor vom Rang 0, der Rang des
Tensors wurde also um zwei verringert, oder auch
T(u,v)=T,e"Qc (e, ve)=T, uve'Qc (e, e)=T, uv e (e)e (e;)=T, u'v'd=
=T, u"v"' Skalar

Bleibt eine Stelle, bspw. die zweite, frei, so erhdlt man:

Tou=T(u, )=T,e"®c (u'e, )=T u'e(e)e(.)=T, u'd e'=T, u'e'=pe’=p ,also

1 lat. sesqui = anderthalb



ein Kovektor, ein Tensor vom Rang 1.

Tou=T( ,u)=T,e'Qe"(: ,uiei)leleuie“e (e)=T, u ey =T, u e'=g,e"=q iA.ein
anderer Kovektor. 7 eu ist also zweideutig, schreibt man es nicht mit einer Leerstelle.
Ein Tensor vom Typ ((2) ) T=T *“e, e, angewandt auf nur einen Kovektor erzeugt einen Vektor.

Ist der Tensor vom Typ (}) ,also T'=T%}e"e, und wendet man ihn auf nur einen Vektor bzw.

Kovektor an, so ist die Operation eindeutig, da klar ist mit welchem Basisvektor man kombinieren

muss, hier angewandt auf einen Kovektor ((l))

Tep=T(., p)=The"®e,p,e)=T, pe e e)=T!pe"d,=T" p,e"=v,e’=q ist wieder ein
Kovektor, da die Vektorstelle frei blieb.

Jetzt sollen zwei Tensoren vom Rang 2 multipliziert werden mit dem Ergebnis Tensor (i)

Sei S ein Tensor vom Typ (g) und T vom Typ ((2)) ,also S=S,.e"e’ und T=T"e¢,e,

Das innere Produkt von zwei dyadischen Produkten (a ®b)e(c®d) lasst sich auf vier
verschiedene Arten interpretieren: als

L =asc(b®d)
(a@b)e(c®d) : ;Z:j((abg;;
“=ped(a®c)

S .T:(Suveu®ev) .(T“Be(x®eﬁ)=s.uvTaﬁ(eu(gev) .(eu®eﬁ)

aﬁeu

e,)e’ ®eﬁ—SwTuﬁf)ueV@eB—SwTuﬁeveﬁ—U[ieveﬁ
ep)e’ e, —SwTuBéﬁe Qe, =S, T"ee,=Vie'e,
e,)e" ®eﬁ—SuvTu56 e' ®eB—S‘M,TV[”e“eﬁ—W' e'ey

av _u

ep) e e, —SwTuBéﬁe Qe, =S, " e'e,=Z e"e,

aﬁeu

(
(
aﬁev(
(

aff v

ST
oL, =8wT
ST
ST e

welches im Allgemeinen verschiedene Tensoren vom Typ (i) sind. Welche Basisvektoren

gekoppelt werden, hingt vom Kontext ab.

Sind ¢" und e, zu &%,=e"(e,) gekoppelt (1. Fall), wire das vertauschte Produkt
TeS=(T"e,® elg,)o (Swe”® ev)zT“BSuvem(e“)eﬁ(X)eV:Sllw Ta'SéieSeszuv T“Beﬁevz U'ieﬁeV

Im Allgemeinen istalso SeT7#TeS ,da eze'#e'e; .Es wire im obigen 1. Fall nur gleich,



wenn e ep=e Qeg=e;Qe =eze’ .
Die Ergebnisse waren alles Tensoren.

Lasst man bei einem Tensor eine oder einige Stellen frei (unvollstindige Argumentliste) erhélt man
wieder verschiedene Ergebnisse, je nach Leerstelle.

Sei etwa T ein Tensor des Typs (% ) und nur zwei Stellen besetzt, etwa:

T=T\"e"e,e, erste Stelle frei (kein Vektor), zweite mit einem Kovektor p besetzt und die dritte
Stelle mit einem Kobasisvektor:

T(.,p,e)=T pe"®e,®e,(. e, e )=Tpe"e,e)e,(e)=T, p,e*d =T, p,e"=Ue"
Da Vektor an der ersten Stelle fehlt, ist das Ergebnis n Kovektoren (fiir jedes v einer).
Ist die zweite Stelle frei (kein Kovektor), so erhdlt man:

T(u,. e )=Tue"®e,®e,le,. e )=T"ue"(e)e.e(e)=Thu'd e, =T, u"e,=V""e,

o o
Das sind n Vektoren, da Kovektorstelle frei.

Ist die dritte Stelle frei, so ist das Resultat
T(u, p,.)ZTiVuipjeaQbeu@ev(ei, ej,.)zTﬁvu'pjea(ei)e‘u(ej)evaivuip‘/f)?BievzTévua pe,
=W"e, ein Vektor, da eine Kovektorstelle frei.
Sind zwei Stellen frei, die erste und die zweite, so erhélt man
T(.,..,q)=T4 qe"®e,®e,(.,.,¢)=T"" qe"®e,e,(e)=T, qe*®e, =T\ q,e"e,=Xse"e,

einen Tensor des Typs (i) s

Ist die erste und die dritte frei, so resultiert

T(.,p,.)=T, pe*®ese,le)=T," pd.e*®e,=T, pe"®e,=Y,e"e, ein (i) - Tensor.
Ist die zweite und dritte schlieBlich frei, so hat man

T(u,.,.)=TYu'e(e,)e,®e,=T:" u'd e,®e, =T, u"e,Qe,=7"" e e, einen (3) - Tensor

Sind alle Stellen frei, so bleibt es der urspriingliche Tensor.
(Aufleres) Tensorprodukt

Sind die Tensoren Vektoren oder Kovektoren, so ist das dullere Produkt ein Tensor vom Grad 2:

Vektor @ Vektor :



u®v=(uiei)®(vje‘/.):uivjei®e‘/:uivjeiej:T"jeiej:T Tensor vom Typ ((2))

. : 1 1y_(2
die Typgleichung: =
ie Typgleichung: (1)@ (!)=(2)

Vektor ® Kovektor :

u®p=(uiei)®(p/ej)zuip/ei®ejzu[pieiejz U’f,.eiesz Tensor vom Typ (i)

Typgleichung: (1)@ (Y)=(})
0 1 1
Kovektor @ Vektor:
pRu=(p,e)@(u'e)=pu'e®e=pu'e’e=V'e’e,=V Tensor vom Typ (}) UV

Kovektor ® Kovektor :

p®q=(p,ej)®(qiei)=p,.qiej®e"=p/.qiejei= Wiiejeiz W Tensor vom Typ (g)

Typgleichung: ((1))®(0)=(0)

Tensor ® Tensor: Grade grofer 1, etwa S=S,e®e, (i) und T=T;’'®e,®e¢, (?)

a uvp o

S®T=(Sie“®eu)®(Tgpeﬁ®ev®ep)zSiTEpe (X)eMQQeﬁ(X)eV(X)epZXaﬁ e eueﬁevesz

Tensortyp (;) . Typgleichung: (})@(?):(;) .

Allgemein gilt: Tensor-Typgleichung: (m)®(i>=(mi‘:) :
n n

Analog fiir mehrfaches (du3eres) Tensorprodukt gilt die Typgleichung:

"o (Mg .. (™M)= m+m,+..+m, .
(nl) (nz) (n ) (n1+n2+...+ns)

N

Kontraktion (Tensorverjiingung)

Wendet man bei einem Tensor T des Typs (i) etwa die Identifizierung der Indizes an:



T, 0 ... 0
2
T=T e ®e, o T Qe = O T 2 e 0 , ergibt die Matrixreprésentation eine
o o .. 1
Diagonalmatrix.

Wird zusitzlich das duBere Produkt e”®e, durch das innere Produkt e“(e,) ersetzt:

T=Ty'®e, — Tee"®e, —  Tuele,)=To=T,+T>+..+T" ,soistdas Ergebnis die

B:a e“®e“—>e“(e(,)

Spurvon T:  spur(T)=tr(T)=T¢ ein Tensor vom Typ (8)

Die Abbildung die beide Operationen ausfiihrt nennt man Ci :Twspur(T) , sie ist linear.
Ist T ein Tensor vom Typ (;) D T=TWe,Re;®@e,®e"®e’ und wendet man auf e" e
an und lasst man diese Komponenten aus dem Tensorprodukt & aus, so ergibt sich:

Tie (e e.@e, @ =TIl e, ®e @ =Ti e, @, @' =S ¢, Be,®¢" und hat den

wv

Tensor T vom Typ 3 ) auf den Tensor S vom Typ (% ) ,,verjiingt oder kontrahiert.

Allgemein sieht das folgendermaRen aus:

Seinun T=T.""¢,®..Qe, ®e"®...®e" ecinTensorvomTyp (") m=1,n=1 ausdem

Tensorraum T (V):=V® .. V@V ® .. @V .

n—mal m—mal

Die Abbildung  C: 7" (¥ )= T""" () , die den r-ten Kobasisvektor €'’ auf den s-ten

Basisvektor e, von T anwendet (als inneres Produkt also) und damit ihr ® ausspart:
o, o, w W,
T,"e.®..Qe, Qe'®.Qe"~

o O W, u W, (1 W
ST e (e, )e, ®..Qe, ®e, ®..0¢, Qe"®..Qe"'®""RQ...Qe"=

TPpT

Oy O QM u W, Wp W __
=T, .0, e,®..0¢, Be, ®..Q¢ ®c'®..Qe 'Qe"'®.Q¢"=
=Ty rhe, ®..Qe, ®e, ®..Q¢, ®e"®..Qe"'®e"'®..Qe"=

(TOpT

a '“(X'sf as+ “'an M Mr— Mr+ um
=S e, ®..Qe, Qe, ®..Q¢, ®e'®..Qe 'ReR...Qe"

(TR Ty T

und also einen Tensor vom Typ ("~ 11) erzeugt, nennt man (s,r)-Tensorverjiingung oder
m—



(s,r)-Kontraktion von T.

Man kann das innere Tensorprodukt als dufSeres Produkt plus Kontraktion auffassen:

T e S= Tensorverjiingung von 7 ® §

Beispiel 1: Sei T ein Tensor vom Typ (g) und S einer vom Typ ((3))

v af
T=T,e"®e , S=5"e,®e,@e, .
1 Cg(T®S)=Cfl(Twe‘u®eV®SaByea®eB®ey)=CZ(TMVSaBye‘u@ev®ea®eﬁ®ey)=
T.WSe'(e,)e' ®ey@e,=T,, 5" ke ®e,@e,=T,,5"" ' ®e;®e,=U ' ®e;®e,

2 T.S:(Tuveu®ev).(Sa[syea@eﬁ®ey):Tquaﬁyeu(e(x)ev®€[g®ey:TLlVSaBy636\,@63@6},:
:TMVSMBerQZ) e[3®ey:Ulz),yev®€|))®€y

Beispiel 2: Ist T ein Tensor vom Typ ((1)) , also ein Kovektor 7=T,¢" und S ein Tensor vom

Typ ((1)) , also ein Vektor S=S%¢, , so liefert das Tensorprodukt

T®S=T,e"®S"e,=T,S"" ®e, ,gefolgt von der Kontraktion C; das heterogene
Skalarprodukt: C(T®S)=C,(T,S"e"®e,)=T,58,=T,S"=TeS=<T,S> ein Tensor

vom Typ (8) , das vor der Verjiingung ein Tensor 7®S=T,5“¢"®e,=U,e"®e, vom Typ

(i) war.

Einheitstensor

Leert man das heterogene Skalarprodukt komplett < -, -> | dann kann man es als einen Tensor

I vom Typ (}) auffassen, der auf einen Kovektor und einen Vektor wirkt mit einem Skalar als
Resultat: I(p,v)=<p,v>=<p,e, vje_,> pv'<e, €j>=PiVj63=PiVi
Um die Komponenten von I zu bestimmen, lisst man ihn auf die Basisvektoren von ¥~ und V

wirken: I(e',e;)=<e',e,>=8=1, ,also gilt Izlil. e‘j®e,.=6i/.ej®ei (*) mit seiner

& 8 ... d

0
. . i 8% 82 §? 0 D .
Matrixreprasentation  (d j): Aotz U= " 7|71 , der Einheitsmatrix.

e O =
= O

Y O 0 0 ... 1



Es ist daher sinnvoll, I als Einheitstensor zu bezeichnen. Gleichzeitig ldsst sich wegen (*)
auch & zéf}ej ®e,=1 als Tensor auffassen, der auch der Einheitstensor ist.
Entfernt man von der Argumentliste von I wieder eine Stelle, etwa die erste, erhdlt man, da
<p,v>=<v,p> :
I(.,v)=I(v,.)=8 e ®e¢(v'e,,.)=v"d e (e,)e,=v"8 e,d/=v"¢,0,=Vv'e,=v und
entfernt man die zweite Stelle, ist das Resultat
I(p,)=1(., p)=8'e'®e,l., p,e")=8¢ p.e(e')=8'¢' p,d/=8]p.e’=p.e"=p

Also erzeugt der Einheitstensor auf je einen Eintrag denselben wieder, so dass er seinen Namen
verdient.

Fiir jeden Tensor T des Typs (}) gilt: Tel=IeT=T .Sei T=T,¢"Qe,

T0I=T(I)=C£(T§6;e”®ea®(ej®el.))=T;"é;éée“@ei:Tﬁége“@ei:TSe”@eazT
IoT:(E)_",ej@el.)O( Ze”@ea)ZC‘;(éf}Tﬁej(X)ei@e“@ea)zéf;f)ﬁ”Tgej@ea:Tﬁe‘u®e(l:T

Inverse Tensoren

Sei T eine Tensor vom Rang 2.

Sei der Typ (i) T=T,¢" ®e, ,dann existiert genau ein Tensor 7~ ' , sodass gilt:

TeT '=T'eT=1 .
(The'®e,)o(She'®ey)=T SEO, ' @e=T,S"e" @e;=d)e"®ey=T =T, Sb=8 =TS\ =0

d.h. die reprisentierende Matrix (S") musszu (7¢) invers sein. Dazu ist erforderlich, dass

w

det(T;)#0 .

(Ste'®ey)o(The " ®e,)=T Sto) ey @e" =T She,®@e"'=0) ey@e"=1 =T} SH=4,

Beispiel 7=1 -¢'Q¢,+2 ¢'®e,+2 ¢’Qe,+3 ¢°Qe, T)=1, T'=2, T)=2, T:=3
7 '=-3 -el®el+2 -el®ez+2 ~ez®el—1 '62®€2:S Si\=-3, §1=2, §;=2, S;=—1
TeT '=(T,5,+T;S))e'®e,(TS1+T1S)) e ®e,+(T,5,+T5S,)e’ ®e,+(T,S1+T3S53) e’ ®e,

TeS=1 ¢'®e,+0 ¢'®e,+0 ¢’Re,+1 e’ ®e,=1



Fir symmetrisches T vom Typ ((2)) bzw. ( g ) gibt es wieder genau ein inversen Tensor 7' mit

TeT '=T'eT=1 .

Sei T symmetrischer Tensor vom Typ (3) T=T"¢,® ep , dann ist T_1=Tw€”® e’ vom

Typ (g) mit 7T, ,=d

Tel '=(T""e,®e;)0 T, '@ =TT, de,@e'=T"T e,Qe'=die,@e =1 =T"T, =5

T 'eT=(T, " ®e)eTe,@e;=T,,T"e ' ®e,=T,,T"e" ®e,=de' ®e, =1 =>T™"T,,=d

Beispiel: 7''=2, T"=1, T"'=1, T”=0 T=2 ¢,Qe +1 ¢,Qe,+1 ¢,@e,+0 -¢,Qe,
Der inverse Tensor ist mit 7,,=0, 7 ,=1, T,=1, T,,=—2

T'=0 e'®e'+1 ¢'®@’+1 e’®e'—2 -e’®e’ auch symmetrisch .
Esgilt: 7T, +T77,=8=2-0+1 -1=1 T"T,+T"T,=8,=2 -1+1 (—2)=0

' T, +T%T,=8=1 0+0 -1=0 T’ T ,+T7T,=8=1 -1+0 -(-2)=1

Die reprisentierende Matrix von T: (Taﬂ)z(f (1)) undvon T : (Tuv):(o _12)

—_—

Ist die Matrix von T=T“"e,®e, eine Diagonalmatrix T*’#0ea=f |, so istdie von

T '=T,e"®e" ebenfalls Diagonalmatrix und umgekehrt. Fiir die Komponenten gilt dann:

T,= D TeT '=I=T™T,,=8 .Ist vza:«T‘*“Twzl”é“TszLq

63 ot:7t>\/

Ist u¢a=>T““=O:>6$‘=T°‘°‘TM=>T(XVZW T,=0 ,also 7' auch diagonal.

0
—1

2 0

Beispiel: (T““)’)=(0 O

) ,dannist (T.4)=

S N =

r"'=2, r*=0, 7*'=0, T?=-1 T,=05, T,,=0, T,=0, T,,=—1 ,denn
O=T"T,+T"T,,=2 -05+0 -0=1 &=T"T,+T"T,=2 -0+0 (—1)=0

N=T"T,+T%T,=0 0,51 0=0 &=T"T,+T7T,=0 -0+—1 (—1)=1

a
v



Vektor-Kovektor-Umschalttensor
Im Gegensatz zum Einheitstensor, der einen Vektor auf den gleichen Vektor abbildet und einen

Kovektor auf den gleichen Kovektor, gibt es auch Tensoren, die einem Vektor einen anderen Vektor
zuordnen und einem Kovektor einen anderen Kovektor.

Sei T=T}e“®e, ein Tensor der Stufe (i) , dessen Vektorargument unbesetzt ist:
T(..p)=T.e"®e,(., p)=The"e,(p)=Tie"e,(pe')=Tse" p,8,=T, pe'=S .e"=¢q
Er ordnet einem Kovektor einen anderen Kovektor zu.

_ua i o \_gu_ i o B, o1 U N S o A ¢ A b2 | B
T(v,.)=Te ®eu(v e)=T'V'e (ei)eM—T(,v 9, e,=T,ve,=U"¢e,=u

Er ordnet einem Vektor einen neuen Vektor zu.

Ein anderer Tensor G der Stufe ((2)) mit G=G,ze"® ¢’ ordnet einem Vektor einen Kovektor

zu, falls eine Vektorstelle frei bleibt:
G(v,.)=G e’ (v,.)=G e e’ (Ve )=G v e’(e;)e’=G v e’ =Hye’=p oder
G(.v)=Ggpe“e’(.,v)=G e’ (Ve)=Gopv'e’(e;) e’ =Gy e"=K ,e"=¢
Ist v=v'e, ,sosoll nun G als Resultat nicht irgendeinen Kovektor erhalten, sondern den zu v
dualen Kovektor.
Die Funktion 1 ist folgendermaBen definiert y: ¥V —V ;u~p(u)=<u, -> , wobei
< -,-> eine hermitesche Sesquilinearform ist. 1 Ist dann ein Fast-Homomorphismus (in
K =R ister ein Homomorphismus). Die zur Basis B={e,,...,e,} vonV gehorige Dualbasis
B’ sei durch e':=y(e;) definiert.
Dannist y(v)=yp(vie)=v yle,)=v" e'=v, e oderfalls K=R y(v'e,)=v,e'
Beispiel: v=2¢,—3e,=2y(v)=2¢'-3e’=p
Dartiber hinaus soll G invertierbar sein, d.h. symmetrisch und das Ergebnis eindeutig.
Das heiBt nach der ersten Gleichung gelte G (v'e,,.)=G zv e’ =vze’ dh. Guv'=Gy, v =v,

p

bzw. nach der zweiten gelte G(.,viei):Gan' e“=v,e” oder GaﬁvB:Gﬁavﬁzvﬂ

Oder G(v'e;)=v,e’ .Wie man hieraus sieht, ist G,;=0,; iiber

dem gleichen Basissystem e“®e" | also sind die Tensoren G=8 , falls sie vom gleichen Typ



0, .
d.
(2) sin

1 0

Beispiel: G, =1, G,=0, G,,=0, G,,=1 G:(O X

) v=2e,+3e,=

)

G(v)=G pe" @ (Vie)=1 -e'®e'(Vie)+0 -e'®e’(vie)+0 e’®e'(Ve,)+1 e’ ®e’(Ve,)=
=vlel®el(el)JrvzeI(X)el(ez)Jrvle2®ez(el)+vze2®e2(ez)=v1elJr0+0+vzez=2el+3€2 oder

b 1)

ep und des Kovektors e“

in Matrixdarstellung: 3

T
2)) =(2,3) im Basissystem der Matrix e“®e" , des Vektors

Zum Tensor G=G,ze’®e" ist der inverse Tensor G '=G*"e,®e; . Er verwandelt einen
Kovektor in seinen dualen Vektor: G~ '(v,e')=G7'(G(V'e,))=1(Ve,)=Ve, .
Im obigen Beispiel:

G_l(viei)ZG“Bea(X)eﬁ(viei):1 e, ®e,(v,e')+1 -e,®e,(vie')=e,@e,(v,e')+e,@e,(v,e’)+
+te,®e,(ve')+e,®e,(v,e’)=v e, +v,e,=v'e,+v'e,=2e,+3e, oder in Matrixform

2) mit Basissystem der Matrix e,®e; und Basis des Kovektors ¢” und

(2’3)((1) (1)): 3

Basis des Vektors e, .

Man kann sagen, dass G,; denIndex o von v* nach unten bringtund zu {3 macht:

Gopv'=v, und G** entsprechend nach oben G“"vy=v" .
Anwendungen der Schaltertensoren

1. Homogenes Skalarprodukt

Definiert man aufgrund von p(v)=v(p)=p,v' (Seite 3) das heterogene Skalarprodukt als
<p,v>=<vy,p>:=p(v)=v(p)=p,v' , lisst sich das homogene Skalarprodukt iiber das

heterogene zwischen zwei Vektoren definieren: wuev:=<y(u),v>=<u,p(v)> .

Es folgt:



. . ‘ L .- . -

uev=<u,p(v)>=<u'e,v,e’>=<u'e;, G, v e/>=G ,u'v'<e,e'>=G; u'vV'=G(u,v)
_ _ i J _ k i J _ k_ji k_i__

Oder wuev=<y(u),v>=<ue’, v e >=<Guue,ve>=Guuv9y,=G,u V=G (u,v)

Der Tensor G ist also auch der Tensor, der das Skalarprodukt von Vektoren erzeugt.

Da G symmetrisch ist, ist es auch das homogene Skalarprodukt zwischen Vektoren.

Das homogene Skalarprodukt zwischen zwei Kovektoren sei definiert als:
—1 —1 . .
peq:=<p.y (g)>=<y (p).q> .Danngilt
-1 _ i J _ i Jjk _ ~Jjk i_ ~Jjk _ -1
peq=<p.y (q)>=<pe.q'e;>=<pe',G"q,e;,>=G"p;q,,=G" p;q,=G"'(p.q)
Der inverse Tensor G™ist also der Tensor, der das Skalarprodukt von Kovektoren erzeugt.
Da G symmetrisch ist, ist also auch das Skalarprodukt zwischen Kovektoren symmetrisch.

Die Komponentendarstellung ist G .,,=G (e, eﬁ):ea ¢ ¢, und die Matrixdarstellung fiir G in der

e,®%e, ... e %e,
. i . . . . . ; -1 B 5. .
Basis e‘®e” @ G=| . : und fir G**=G7"(e" e")=¢"0¢" in der Basis
e, %, ... em®e,
1 1
L lese e o
ea®€52 G =
c'ee' ... clec"

2. Auf Basisvektoren angewandt

Gle)=G e’ (e,)=G 3" 8" =G,,¢"=G,,e'+.. 4G, +..+G,e"=d,,e"=¢' und
B

G_l(ei)zG“Beaeﬁ(ei)ZGmeazémeaze,- :

3. Auf Tensoren angewandt

G=G,ze’e’ werde auf den Tensor T=T"""e,e,e, angewandt:

1)
G(T)=ClGRT)=Ci(G e’ T" e, e e,)=Cy (G ;T" " e ele e e,)=G o T"""d: e e e, =

=G ;T e eye,=T; " e e, oderkurz: G, ,T*"°=T,"" gesenkt

2)
G(T)=Cy(GRT)=C5(G, e’ T" e e,e,)=Co(Go;T" P e e e e e,)=G oy T 85 P e, e, =

u=p



=G, T" " e’e,e,=T;""e e e, oderkurz: G,,T"**=T;"" gesenkt und verschoben

3)
G(T)=C,(G ®T)=C§(GqﬁemeBT‘qu epeve,)=Cy(GuyT" " e"e' euevep)zG(xBT“VpégeBeueV:

=G ;T e,e,=T;" e e e, oderkurz: G, T"*=T,"" gesenktund verschoben

4)
G(T)ZCE(G ®T)=Cﬁ(GuB eaeBT“Vpeue\,ep):CE(GaBT“Vpeaeﬁeuevep)ZGQﬁT“fo)Eeu e e,=

B y y B
=G, T"e%e,e,=T,  e“e e, oderkurz: G, T""*=T,"" gesenkt

5)
G(T)=CYG®T)=C(G "’ T e e,e,)=Ch (G T" P e e e eye,) =Gy T e e, e, =

=G, ;T"e"e,e,=T," e, e, oderkurz: G,,T""=T"* gesenktund verschoben

6)
G(T)=Ch(GRT)=Ch(G e T" e e,e,)=Ch (G T" e ele e e,)=G oy TS’ e, 0,=

=G ;T e"e e, =T, " e e e, oderkurz: G, T"""=T,"" gesenkt und verschoben

a w o

Wenn man die Anordnung vertauscht, ergibt sich 7)

wEvEp

oder kurz: G, T*""=T""; etc. gesenktund verschoben

_C i vp a PB\_ VP QO B__ avp B__ pvp B
TeG=C,(T®G)=C, (G ;T"" e e e,e"e")=G T "8 ey e,e'=G oy T" e e,e"=T pevee

Bei 1) und 4) bewirkt G, dass der Index o bzw. [ gesenkt wird und umbenannt wird.
Bei den anderen 2) 3)5) 6) wird nicht nur der entsprechende Index gesenkt und umbenannt, sondern
noch verschoben, was auch bei 7) und allen weiteren Verkniipfungen der Fall ist.

w v p

Fiir den inversen Schalttensor G~' ergibt sich ein analoges Bild mit T=T wp€ € €
G eT=CL{G'®T)=CL(G"" T, e ese" e’ e®)=G* T, 0 ese’ =G T, epe’ =
=T F’Vpeﬁevep oder kurz: G*’T,,,=T F’Vp .o wird gehobenund zu B ohne Verschiebung.
G 'eT=CiG'®T)=C}(G""T,, e eze" e’ e”) =G’ T, e, =G"T g e,e" =

=T" ,e.e'e’ oderkurzz G*"T,,,=T" . B wird gehobenzu c und verschoben.

w

Und mit anderer Anordnung:
TeG '=Ci(T®G")=C}(G*"T,, e"e e e;)=G*' T, e e’ e,=G T e" e e,=

=T, e"e"e, oderkurz: G*'T T,, - P wird gehobenzu o und verschoben.

—Lup upp™



Ist der Tensor, auf den G angewandt, wird sein inverser G~' , so ergibt sich:

GeG '=C}(G,;G" " ePee,)=G ;GO e, =G G e, =G, e,

u

kurz: G,;G*'=G;" und in anderer Anordnung:

G 'eG=C}(G,;G""e, eee)= G.;G"" 0, e, = Gup Ge, = Gge, &
kurz: G,,G"'=G"y

G wirkt auf G, indem er den Index senkt (und verschiebt) bzw. G wirkt auf G, indem er den
Index hebt (und verschiebt).

Basiswechsel

Der Basiswechsel soll nun auch Tensoren beriicksichtigen. Dazu noch mal die Rekapitulation fiir
Vektoren und Kovektoren. Sei B={e,,...,e,} kurz B: e, BasisvonV und

. . * 1 *
B'={e',..,e',} kurz B': e;’ diencueBasisvonVund B ={e,..,¢"} kurz B: ¢"

die duale Basis der Kovektoren ¥V~

Da ¢'(v)=v' diei-te Komponente jedes Vektors v in B angibt, konnen die neuen Basisvektoren
in der alten Basis auf folgende Art dargestellt werden:

e'=é'(e)e,+..+€" (e, )e, ... e,'=e'(e,")e,+..+e"(e,)e, ,in ESK

e,'=e"(e,')e, ... e,'=e"(e,")e, oderkurz: e;'=e"(e;")e, odermit (e(ey’))=:45,
ele’) ... e'le,)

e, =4y.e, . InMatrixschreibweise mit Ag,= el(:el.’) e"(e,")
dles) o Oler)

e’ e'(e,’) e"(e,’) e,

e |= el(.ei’) e"(.el.') e:l, . Lost man nach e, auf, erhélt man mit

o] lele) o elen]|e

Bﬁ'z(A%’)ilz(eu(eﬁ')r:(eﬁ'(eu)) Doe =Bﬁ’eﬁ' oder euz(eﬁr(eu))eﬁ, oder in

Matrixdarstellung:



Beispiel: Ag,=(1 2) ey =A; e, oder (el:)=(; 2)(61

_pb [ gu )\l e
und e, =B, eﬁ,—(AB,) ey oder ( 1)—
symbolischen Matrixelementen:

"2 4P

u

el) . Zu beachten ist, dass Bﬁ'=(A§r)_
e, ‘



