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Gegeben sei ein Vektorraum V über einem Körper K  mit einer Basis B={e1 , ... , en } .

Eine Linearform bzgl. V (1-Form, Kovektor) ist eine Abbildung p :V →K , v↦ p(v) , die linear 
ist, d.h. die die algebraische Struktur von V in K erhält, d.h. für die gilt:

∧
v , w∈V

p (v+w)= p(v)+ p(w) und ∧
λ∈K

p (λ ⋅v )=λ p(v) , 

wobei das erste Summierungszeichen „+“ die Vektoraddition bezeichnet und das zweite die 
Addition im Körper. Ebenso bezeichnet das erste Malzeichen die Skalarmultiplikation in K×V
und das zweite die (wie üblich nicht notierte) Multiplikation in K.

Beispiel:  Für einen festen Vektor v∈V ist die Form, die das Skalarprodukt v •u als 
Funktionswert hat p :V →ℝ , u↦ p (u)=v•u eine Linearform, denn:

p (u+w)=v •(u+w)=v•u+v •w= p(u)+p (w) und p (λ u)=v •(λu )=λ (v •u)=λ p(u ) .

Die Linearformen über V  bilden selbst wieder einen Vektorraum V *
={ p :V →K , p  linear } , 

der sogenannte Dualraum zu V:

+:V *
×V *

→V * ,( p , q)↦+( p ,q) := p+q mit ( p+q)(u)= p(u)+q(u )  für alle u∈V

(V0)+ ist abgeschlossen : p , q∈V *
⇒ p+q :V →K ;v↦ ( p+q)(v) := p(v)+q (v )∈K ist linear: 

          ( p+q)(u+v )= p (u+v)+q(u+v)= p(u)+ p(v)+q(u)+q (v )=( p+q)(u)+( p+q)(v)
          ( p+q)(λu)=p (λ u)+q (λ u)=λ p(u)+λq (u)=λ( p(u)+q (u))=λ( p+q)(u)

(V1) + ist assoziativ : (( p+q)+r )(u)=( p+q)(u)+r (u)=( p(u)+q (u))+r (u)=
               
               p (u)+(q (u)+r (u))=p (u)+(q+r )(u)=( p+(q+r ))(u)

(V2) + ist kommutativ : ( p+q)(u)= p(u)+q (u)=q(u)+ p(u)=(q+p)(u )

(V3) + besitzt ein neutrales Element n : n+p= p  für alle p∈V * :

             n (u) :=0  für alle u∈V : (n+ p)(u)=n(u )+p (u)=0+ p(u)= p(u)

(V4)  bezüglich dieses neutralen Elementes n∈V *  besitzt jedes Element p∈V * ein 
               Inverses p '∈V * , d.h. p '+p=n : p ' (u):=−p (u)  für alle u∈V :

               ( p '+p)(u)= p ' (u)+ p(u)=−p (u)+p (u)=0=n(u)



⋅: K×V *
→V * ,(λ , p)→λ ⋅ p mit ∧

u∈V
(λ⋅ p)(u)=λ p(u)∈K

(V5) gemischtes Distributivgesetz 1: λ ( p+q)=λ p+λ q :
 
             (λ ⋅( p+q))(u)=λ( p+q)(u)=λ ( p(u )+q (u))=λ p (u)+λq (u)

(V6) gemischtes Distributivgesetz 2: (λ+μ) ⋅p=λ ⋅p+μ ⋅p :

             ((λ+μ) ⋅p)(u )=(λ+μ) p(u )=λ p(u)+μ p(u )

(V7) gemischtes Assoziativgesetz:  (λμ) ⋅p=λ ⋅(μ ⋅p):
            
             ((λμ) ⋅p)(u)=(λμ) p (u)=λ(μ p(u))=λ ((μ ⋅p)(u ))=(λ ⋅(μ ⋅p))(u)

(V8) Unitaritätsgesetz: 1 ⋅p= p : (1 ⋅p)(u)=1 p (u)=p (u)

Damit ist V*  ein Vektorraum. Seine Elemente werden in Bezug zu denjenigen von V auch 
Kovektoren genannt.

Bemerkung: Man sieht, dass er dies den entsprechenden Gesetzen des Körpers K verdankt, den 
man (oder auch K n )  als Vektorraum über sich selbst (K) auffassen kann.

V*  hat selbst wieder wie jeder Vektorraum beliebig viele Basen. Für eine enge spezielle und 
symmetrische Beziehung zwischen ihnen, soll jetzt eine spezielle Basis B* von V* , die 
sogenannte duale Basis  definiert werden.

Zunächst seien für alle i∈{1, ... , n }  folgende Formen e i :V →K gegeben:

Ist ein Vektor v∈V in seiner Basis B={e1 , ... , en }  dargestellt durch seine Komponenten:

v=v1 e1+...+v i e i+...+vn en , so gelte: e i : v↦e i
(v ):=v i . (*)  Das heißt, dass die Form e i

dem Vektor v seine i-te Komponente zuordnet.

Dass es sich hierbei um Linearformen handelt ist klar:
Ist w=w1 e1+...+wn en und λ v=λ v1e1+...+λ v nen , so gilt:

e i
(v+w)=v i

+wi
=ei

(v)+e i
(w) und e i

(λ v)=λ v i
=λ ei

(v) .

Da e j=0 ⋅e1+...+1 ⋅e j+...+0 ⋅en gilt e i
(e i)=1 und e i

(e j)=0 , falls j≠i , also 

zusammen: e i
(e j)=δ j

i . 

Die Menge B*
={ e1 , ... , en } bildet eine Basis von V * .  Denn: 

1. B* ist linear unabhängig: Ist n die Linearform, die jedem Vektor v∈V den Skalar
0∈K zuordnet, die sogenannte Null-Linearform und ist n=α1 e1

+...+αn en , so gilt für

  alle i=1 ...n : 0=n(ei)=(α1 e1
+...+αi e

i
+...+αn en

)(e i)=αi . 



2. B* ist Erzeugendensystem von V * : Sei p∈V * beliebig und v∈V beliebig.  Dann  
  gilt: p (v )= p(v1 e1+...+vn en)=v1 p(e1)+...+vn p (en)=e1

(v ) p(e1)+...+en
(v ) p(en)=

                =p (e1)e
1
(v )+...+ p(en)e

n
(v)  (**) =( p (e1)e

1
+...+ p(en)e

n
)(v ) , das heißt,   

  dass p= p(e1)e
1
+...+p (en)e

n  durch die Kovektoren e1 , ... , en dargestellt werden   
  kann. 

Also ist auch klar, dass die Dimensionen von V und V* gleich sind.

Ist anstatt über (*) die Form e i :V →K nur auf der Basis von V durch e i
(e j):=δ j

i
=(1 i= j

0 i≠ j
festgelegt, so sei für beliebige Vektoren v=v j e j∈V die Definition erweitert:

 e i
(v )=e i

(v j e j) :=v j e i
(e j)=vi

Auch hier handelt es sich wieder um eine Linearform aus V*, die der Definition (*) entspricht. 

Die Kronecker-Bedingung e i
(e j):=δ j

i ist also hinreichend (durch Definitionserweiterung) und 
notwendig für die Definition (*), die sogenannte Dualitätsbedingung.

Die Gleichung p= p(e1)e
1
+...+p (en)e

n  zeigt die i-te Komponente p i des Kovektors p als
p (e i) : p (e i)=p i .

Somit lässt sich Gleichung (**) auch schreiben als:

p (v )= p1 e1
(v)+ ...+pn en

(v ) oder mit der Definition (*) p (v )=∑
i=1

n

pi v
i
= pi vi mit der 

Einsteinschen Summenkonvention (ESK).

Da p i v
i
=vi pi lässt sich p (v )  auch als v ( p) interpretieren und Operator mit Operand 

vertauschen und die Symmetrie der beiden Vektorarten herstellen: v tritt damit als Linearform auf p 
angewandt auf: v ( p)=vi pi .  Oder anders gesagt, der Dualraum V ** des Dualraums V * (der 
Bidualraum von V ) ist im wesentlichen wieder V . V und V** sind ja isomorph, da sie gleiche 
Dimension haben. Man kann Isomorphismen ϕ1:V →V * ,ϕ2 :V *

→V **  und ϕ2∘ϕ1 :V →V **  

angeben, indem man die Basen B , B* , B** bijektiv aufeinander abbildet. Über die 
Definitionserweiterung von ϕ1: ϕ1(u

i e i)=u i
ϕ(ei) auf V und analog für ϕ2 erhält man 

Isomorphismen. Die Elemente von V, V* 
 und V**  unterscheiden sich also nur noch in der 

Namensgebung.

Also kann auch die Definitionsgleichung (*) symmetrisiert werden:  e i( p)=p i : der i-te 
Basisvektor e i als Linearform aufgefasst und auf p angewandt, wählt die i-te Komponente von p 

aus und e i(e
j
)=δi

j . 

Die Anwendung eines Kovektors auf einen Vektor oder umgekehrt: p (v )=v( p)= pi v
i genügt 

den Axiomen eines (heterogenen) inneren Produkts (Skalarprodukts) .

Die Dualitätsbedingung kann demnach auch in der Form < ei , e j >=< e j , e i >=δi
j dargestellt 

werden.



Ist p∈V * mit p= p1 e1+...+ pn en=∑
i=1

n

pi e
i= pi e

i , so kann die i-te Komponente p i von p 

durch e i( p)  dargestellt werden:

 e i( p)=e i( p1 e1
+...+p i e

i
+...+ pn en

)= p1 ei (e
1
)+...+p i ei(e

i
)+...+pn ei (e

n
)=pk e i(e

k
)= pi

Jede Linearform p∈V * lässt sich mit einem Vektor u∈V darstellen als

 p=< u , . > :V →K ;v↦ p(v)=< u , v >=u• v :

Dass das Skalarprodukt eine Linearform in v ist, ergibt sich aus seiner Definition. 

Ist p eine Linearform p :V →K und B={e1 , ... , en } eine Orthonormalbasis bezüglich des

Skalarprodukts < . , . > :V×V →K und p eine beliebige Linearform (Kovektor) p :V →K , so 

gilt für jeden Vektor v∈V :  v=v1 e1+...+vn en p (v )=v1 p (e1)+ ...+v n p(en) (*).  

Man definiere zu diesem p∈V * den Vektor u∈V wie folgt: u := p(e1)e1+...+p (en)en . 

Dann gilt wegen der Bilinearität < u , v >=< p(e1)e1+...+p (en)en , v1 e1+...+vn en >=

=p (e1)v
1 < e1 , e1 >+...+ p(e1)v

n <e1 , en >+...+p (en)v
1 < en , e1 >+...+p (en)v

n < en , en >=

=∑
i
∑

j

p(e i)v
j <e i . e j > =

ESK
p(ei)v

j < ei . e j >=v i p (e i)=
(*)

p(v) . 

Geometrische Veranschaulichung:

1. V=ℝ
2 Sei B={e1 , e2} eine beliebige Basis von V.



Die duale Basis B*
={ e1 , e2} hat die Eigenschaft  e1(v )=v1 ,e2(v)=v2 . Demnach liegen die 

Endpunkte aller Vektoren v, deren Komponente v1
=1 ist (mit gewissen Komponenten v2 ) auf 

der blauen Linie, die durch den Endpunkt von e1 und parallel zu e2 liegt: e1 (v) = 1. 

Analog liegen alle Vektoren v , deren Komponente v1
=2 ist, auf der grünen Linie, die durch den 

Endpunkt des Vektors 2e1 liegt und parallel zu e2 ist: e1(v) = 2.

Ganz ähnlich für andere Werte von e1
(v ) . Die Linearform  (der Basiskovektor) e1 zerlegt die 

Ebene also in Äquivalenzklassen von parallelen Geraden. Zwei Vektoren u  und v∈V sind 
äquivalent, wenn e1

(u)=e1
(v) gilt oder geometrisch, wenn die Endpunkte der Vektoren auf der 

gleichen parallelen Geraden liegt.

Das Gleiche gilt für den zweiten Basiskovektor e2 . 

Die rote und lila Gerade sind parallel zu e1. Auch hier wird der Vektorraum V zerlegt in 
Äquivalenzklassen, wobei gilt: u≃ v⇔ e2

(u)=e2
(v) .

2. V=ℝ
3 und B={e1 , e2 , e3 } beliebige Basis (hier orthonormal gewählt). Die duale Basis



B*
={ e1 , e2 , e3} hat die Eigenschaft  e1(v )=v1 , e2(v)=v2 , e3(v)=v3 .

Zwei Vektoren u , v sind äquivalent, wenn gilt: e3
(u)=e3

(v) . Der Raum wird diesmal in Ebenen 
zerlegt, die parallel zur e1, e2-Ebene sind.

Analog wird der Raum durch den Kobasisvektor  e2  zerlegt in Ebenen parallel zur e1, e3 -Ebene.

Der n-dimensionalen Raum wird entsprechen durch die Kobasisvektoren zerlegt in parallele 
Hyperebenen. Beispielweise zerlegt ek den Raum in e1, e2 … , en - Hyperebenen ν=1 , ... , n  
mit ν≠k . 

Welche geometrische Wirkung hat ein beliebiger Kovektor auf die Vektoren? 

1.  V=ℝ
2 Sei B={e1 , e2} eine beliebige Basis von V. 

2 e
1

2 e
2

2 e
3

e3(v) = 0

e3(v) = 1

e2(v) = -3

e2(v) = 2



Zuerst die Addition der Basiskovektoren e1
+e2 :

(e1
+e2

)(e1)=e1
(e1)+e2

(e1)=1+0=1 (e1
+e2

)(e2)=e1
(e2)+e2

(e2)=0+1=1

(e1
+e2

)(
1
2

e1+
1
2

e2)=e1
(

1
2

e1+
1
2

e2)+e2
(

1
2

e1+
1
2

e2)=
1
2
+

1
2
=1

(e1
+e2

)(v )=v1
+v2

=c⇒ v2
=−v1

+c . 

 Alle Vektoren, denen der Wert c zugeordnet wird,  liegen mit ihrer Spitze auf der Geraden parallel 
zu blauen Geraden, mit dem c-fachen Abstand zum Ursprung.

Ist nun eine beliebiger Kovektor gegeben: αe1+βe2 , dann sehen seine Wirkungen 

folgendermaßen aus: (αe1
+β e2

)(e1)=αe1
(e1)+β e2

(e1)=α und 

(αe1
+β e2

)(e2)=α e1
(e2)+β e2

(e2)=β und 

(αe1
+β e2

)(v)=α e1
(v)+β e2

(v )=α v1
+βv 2 .   Wählt man den Skalar 0 als Ergebnis, so hat man

die Gleichung αv1
+β v2

=0⇒ v2
=−α

β
v1 , also eine Ursprungsgerade mit der Steigung −α

β
Ist der bewirkte skalare Wert c, so ist die Gerade um c parallel verschoben. 

Sei etwa α=1 , β=2 , dann hat man für e1
+2e2 folgende Geraden:

(e1
+2 e2

)(e1)=1 (e1
+2 e2

)(
1
2

e2)=1



Nun noch kurz die Multiplikation eines Basiskovektors mit einem Skalar, etwa 2e1 , dann gilt
2e1(v )=2v1 und die Skalierung bei e1 wird halbiert (der frühere Wert bei e1 war 1, jetzt ist er 2, 

also ist der Wert 1 jetzt auf der Hälfte).

2. V=ℝ
3 und B={e1 , e2 , e3 } beliebige Basis (hier orthonormal gewählt). Die duale Basis

B*
={ e1 , e2 , e3} hat die Eigenschaft  e1

(v )=v1 , e2
(v)=v2 , e3

(v)=v3 .
Ein beliebiger Kovektor αe1+β e2+γe3 bewirkt auf einen beliebigen Vektor den Skalar c, wenn 
gilt: (αe1

+β e2
+γe3

)(v)=αv1
+β v2

+γ v3
=c .  Ist n die Norm des Normalenvektors

(α ,β ,γ)T , so liegen die Ebenen wieder alle parallel im  Abstand 
c
n

zur Ursprungsebene mit 

dem Normalenvektor (α ,β ,γ)T .

Basiswechsel

Geht man in dem Vektorraum V von der Basis B={e1 , ... , en } zu einer anderen Basis

 B '={ e ' 1 , ... ,e ' n} über, dann verändern sich auch die Komponenten der Vektoren.

Die neuen Basisvektoren von B' können mithilfe der alten Basis B und ihrer dualen Basis formuliert
werden: laut Definitionsgleichung (*) für einen Vektor v gilt: e i(v ):=v i , also ist die erste 
Komponente vom Vektor v=e ' 1 :  e1

(e ' 1)  und so weiter und für die letzte Komponente von
v=e ' 1 : en

(e ' 1) . 

Also e ' 1=e1
(e ' 1)e1+...+en

(e ' 1)en und so für jeden weiteren der neuen
 
 Basisvektoren bis zum letzten e ' n=e1

(e ' n)e1+...+en
(e ' n)en  oder allgemein:

e ' i=e1
(e ' i)e1+...+en

(e ' i)en=∑
k=1

n

ek
(e ' i)ek oder mit der Summenkonvention: e ' i=ek

(e ' i)e k

Diese Transformationsgleichung lässt sich auch durch eine Matrixmultiplikation darstellen, wenn 
die Basisvektoren zu einem Pseudovektor (eigentlich eine Matrix) zusammengefasst werden:



 (
e1
(e ' 1) … en

(e ' 1)
⋮ ⋱ ⋮

e1
(e ' i) … en

(e ' i)
⋮ ⋱ ⋮

e1
(e ' n) … en

(e ' n)
)(

e1

⋮
e i

⋮
en

)=(
e ' 1

⋮
e ' i

⋮
e ' n

) oder (ek
(e ' i))(ek)=(e ' i) bzw. e ' i=A  i

k ek

Beispiel 1:  Die neue Basis gehe aus der alten hervor, indem jeder alte Basisvektor mit 2 gestreckt

werde (i=1 , ... , n) : e ' i=2 ei oder ausführlich: e ' i=e1
(e ' i)e1+...+e i

(e ' i)e i+...+en
(e ' i)en

also e ' i=2 e1
(e i)e1+...+2 e i

(e i)e i+...+2 en
(ei)en=2 ei da alle Koeffizienten ek

(ei)=δi
k .

Die Transformationsmatrix ist A  i
k
=(

2 0 … 0
0 2 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0… … 2

) oder A  i
k
=ek

(e ' i)=2δi
k
=2 E .

Wie transformiert sich da die alte duale Basis B*
={ e1 , ... , en } zur neuen B ' *

={e ' 1, ... , e ' n} ?  
Zunächst gilt zwischen neuer Basis und ihrer neuen Dualbasis die definitorische Beziehung (*):

e ' k
(e ' i)=δi

k .   Die neue Dualbasis wirkt demnach auf die alte Basis folgendermaßen: 

δi
k
=e ' k

(e ' i)=e ' k
(2e i)=2e ' k

(ei)⇒ e ' k
(e i)=

1
2
δ i

k . Man hat also für dieses Beispiel insgesamt 

folgende Beziehungen zwischen allen Basen:

ek
(ei)=δi

k

ek
(e ' i)=2δi

k

e ' k
(e i)=

1
2
δ i

k

e ' k (e ' i)=δi
k

.  

Die zweite Gleichung gibt an, dass sich die Komponenten der neuen Basis gegenüber der alten 
verdoppelt haben (Koordinatensystem wurde ja mit dem Faktor 2 gestreckt). 

Die dritte Gleichung, dass im neuen System die Komponenten sich umgekehrt verhalten, d.h. mit 

dem Faktor 
1
2

gemessen werden. Das Transformationsverhalten auf Komponentenebene ist 

umgekehrt, kontravariant zu dem Transformationsverhalten auf der Basisebene. Das gilt natürlich 
auch für die Komponenten beliebiger Vektoren und nicht nur für die Basisvektoren:

v ' k
=e ' k

(v )=e ' k
(v1e1+...+vn en)=v1 e ' k

(e1)+...+vn e ' k
(en) =

ESK
v i e ' k

(ei)=vi 1
2
δi

k
=

1
2

vk

Einige Autoren nennen das  Transformationsverhalten auf der Basisebene kovariant, was allerdings 
falsch ist, denn es ist keine Eigenschaft, sondern eine Relation. Es gibt nichts hier, wozu es „kon“ 
sein könnte.



Wie verhält sich das Transformationsverhalten bezüglich der Kovektoren?

Sei p∈V * mit p= p1 e1
+p2 e2  (1) bezüglich der Dualbasis B* und

                            p= p ' 1e ' 1
+p ' 2e ' 2 (2) bezüglich der mittransformierten Dualbasis B ' *

wegen e ' k
(e i)=

1
2
δ i

k  (3) und ek
(ei)=δi

k (4)  gilt

einerseits p (e1)=( p1 e1
+ p2e2

)(e1)=p1e1
(e1)+ p2e2

(e1)= p1 , und andrerseits

                 p (e1)=( p ' 1e ' 1
+p ' 2 e ' 2

)(e1)=p ' 1 e ' 1
(e1)+ p ' 2 e ' 2

(e1)=p ' 1 ⋅
1
2
+ p ' 2 ⋅0=

1
2

p ' 1 , also

                 
1
2

p ' 1= p1⇒ p ' 1=2 p1 . Und ganz analog p ' 2=2 p2 .

Das Transformationsverhalten der Kovektoren ist ganz analog zur Basistransformation, also 
kovariant zu ihr.

Im Allgemeinen gilt für eine Transformation:

Wie oben angegeben (die allgemeine zweite Gleichung): 

(
e ' 1

⋮
e ' i

⋮
e ' n

)=(
e1
(e ' 1) … en

(e ' 1)
⋮ ⋱ ⋮

e1
(e ' i) … en

(e ' i)
⋮ ⋱ ⋮

e1
(e ' n) … en

(e ' n)
)(

e1

⋮
ei

⋮
en

) bzw. (e ' i)=(e
k
(e ' i))(ek) mit  Matrix A i

k
=(ek

(e ' i))

Die dritte Gleichung stellt sich mit e ' i=e1
(e ' i)e1+...+en

(e ' i)en folgendermaßen dar:

δi
k
=e ' k

(e ' i)=e ' k
(e1

(e ' i)e1+...+en
(e ' i)en)=e1

(e ' i)e ' k
(e1)+...+en

(e ' i)e ' k
(en)  

oder  ausgeschrieben:

E=(
1 0 … 0
0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 … 1

)=(
e1
(e ' 1) e2

(e ' 1) … en
(e ' 1)

e1
(e ' 2) e2

(e ' 2) … en
(e ' 2)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

e1
(e ' n) e2

(e ' n) … en
(e ' n)

)(
e ' 1

(e1) e ' 2
(e1) … e ' n

(e1)

e ' 1
(e2) e ' 2

(e2) … e ' n
(e2)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

e ' 1
(en) e ' 2

(en) … e ' n
(en)
)⇒

(
e '1(e1) e ' 2

(e1) … e ' n
(e1)

e ' 1
(e2) e ' 2

(e2) … e ' n
(e2)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

e ' 1
(en) e ' 2

(en) … e ' n
(en)
)=(

e1
(e ' 1) e2

(e ' 1) … en
(e ' 1)

e1
(e ' 2) e2

(e ' 2) … en
(e ' 2)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

e1
(e ' n) e2

(e ' n) … en
(e ' n)

)
−1

=A−1 oder wieder kürzer



(e ' i
(ek ))=(ek

(e ' i))
−1

. Die Transformationsmatrix für die Basis ist Ai
k
=(ek

(e ' i)) . Die 

entsprechende Transformationsmatrix für die Dualbasis ist aber (e ' i
(ek ))=(e

k
(e ' i))

−1 , also die

(transponierte) inverse Matrix zur ersten.  Daher ist die letzte Transformation (die der Dualbasis) 
kontravariant oder (transponiert)  invers (zur ersten).

Im Beispiel war die Transformationsmatrix der Basis 2 E , die der Dualbasis ((2 E)T )−1
=

1
2

E .

Für die Koordinatentransformation der Vektoren bei diesem Basiswechsel gilt:

v=v1 e1+...+vn en und v=v ' 1 e ' 1+ ...+v ' n e ' n ⇒

v1 e1+...+v nen−v ' 1
(e1

(e ' 1)e1+...+en(e ' 1)en)−...−v ' n
(e1

(e ' n)e1+...+en
(e ' n)en)=0⇒

v1=v ' 1e1
(e ' 1)+...+v ' n e1

(e ' n)
⋮

vn=v ' 1en(e ' 1)+...+v ' n en(e ' n)

oder (
e1
(e ' 1) … e1

(e ' n)
⋮ ⋱ ⋮

en
(e ' 1) … en

(e ' n)
)(v ' 1

⋮

v ' n)=AT(v ' 1

⋮

v ' n)=(v
1

⋮

vn) und damit

(v ' 1

⋮

v ' n)=(AT
)
−1(v1

⋮

vn)=(e
1
(e ' 1) … e

1
(e ' n)

⋮ ⋱ ⋮

en
(e ' 1) … en

(e ' n)
)
−1

(v
1

⋮

vn)  oder kürzer (v ' k
)=(e i

(e ' k ))
−1
(v i

)  oder 

(v ' k
)=((ek

(e ' i))
T
)
−1
(vi

) ( (e i
(e ' k ))  ist die Transponierte zu (ek

(e ' i)) ). 

Die Transformation in die neuen Komponenten der Vektoren  ist wieder kontravariant bzgl. der 
Transformation der Basis.

Wie sieht das Transformationsverhalten der Kovektoren bei Basiswechsel im Allgemeinen aus? 

p= p1 e1
+...+ pn en

=
ESK

pi e
i
= p ' i e ' i

= p ' 1 e ' 1
+...+ p ' n e ' n

  
p (e1)= p1  und p(e1)= p ' 1e ' 1

(e1)+...+ p ' n e ' n
(e1) =

ESK
p ' i e ' i

(e1)=p1 , … , 
   

p (en)= pn  und p(en)= p ' 1e ' 1
(en)+...+ p ' n e ' n

(en) =
ESK

p ' i e ' i
(en)= pn . 

Oder (
e ' 1

(e1) … e ' n
(e1)

⋮ ⋱ ⋮

e ' 1
(en) … e ' n

(en)
)(p ' 1

⋮
p ' n
)=(

p1

⋮
pn
)=A−1 p '=p=(e ' k

(e i)) p '= p und also

A p= p ' oder (ek
(e ' i)) p= p ' .  Das ist die Matrix des Basiswechsels. Das 

Transformationverhalten ist also kovariant zum Basiswechsel.



Beispiel 2: Sei dim V=2 . Die Orthonormalbasis B={e1 , e2} werde um den Winkel ϕ=π
4

gedreht und gehe in die Basis B '={ e ' 1 , e ' 2} über.

Die Rotationsmatrix ist Rϕ=( cos ϕ sinϕ
−sin ϕ cosϕ) =

ϕ = π
4(e

1
(e ' 1) e2

(e ' 1)

e1
(e ' 2) e2

(e ' 2))=(
1
√2

1
√2

−1

√2
1

√2
)= 1

√2 ( 1 1
−1 1)

(e '1
e ' 2
)= 1

√2 ( 1 1
−1 1)(e1

e2
) oder e ' 1=

1

√2
(e1+e2)  und e ' 2=

1

√2
(−e1+e2)

e1
(e ' 1)=

1

√2
e2
(e ' 1)=

1

√2
e1
(e ' 2)=−

1

√2
e2
(e ' 2)=

1

√2

Die transponierte Matrix ist (Rϕ)
T
=AT

=(e1
(e ' 1) e1

(e ' 2)

e2
(e ' 1) e2

(e ' 2))  und davon die Inverse

(AT
)
−1
=(e1

(e ' 1) e1
(e ' 2)

e2
(e ' 1) e2

(e ' 2))
−1

ist

 (AT
)
−1
=(

1
√2

1
√2

−1

√2
1

√2
)=(cos−π

4
−sin−π

4
sin−π

4
cos−π

4 )  und die bedeutet eine passive Drehung um −π
4

.

(e ' 1
(e1) e ' 2

(e1)

e ' 1
(e2) e ' 2

(e2))=(
e1
(e ' 1) e2

(e ' 1)

e1
(e ' 2) e2

(e ' 2))
−1

=(
1
√2

1
√2

−1

√2
1

√2
)
−1

=(
1
√2

−1
√2

1

√2
1

√2
)

Beispielsweise hat der obere rote Vektor in der alten Basis die Darstellung v=e1+
1
2

e2=(
1
1
2)B



in der neuen Basis die Darstellung v=
3

2√2
e ' 1−

1
2√2

e ' 2≈1,1 e ' 1−0,35 e ' 2=( 1,1
−0,35)B'

oder über

die Transformationsmatrix (v ' 1

v ' 2)=((e
1
(e ' 1) e2

(e ' 2)

e1
(e ' 2) e2

(e ' 2))
T

)
−1

(v1

v2)=(
1
√2

1
√2

−1

√2
1

√2
)(1

1
2)=(

3
2√2
−1
2√2

)
Für die Transformation der Kovektoren gilt: p= p1 e1

+p2 e2
=p ' 1 e ' 1

+ p ' 2 e ' 2

 p (e1)= p1 p (e2)=p2 und p (e1)= p ' 1 e ' 1
(e1)+p ' 2 e ' 2

(e1)=
1

√2
p ' 1−

1

√2
p ' 2= p1

p (e2)=p ' 1 e ' 1
(e2)+ p ' 2 e ' 2

(e2)=
1

√2
p ' 1+

1

√2
p ' 2= p2 . Nach p ' 1 , p ' 2 aufgelöst, ergibt sich:

p ' 1=
1

√2
p1+

1

√2
p2, p ' 2=−

1

√2
p1+

1

√2
p2 oder (

1
√2

1
√2

−
1

√2
1

√2
)( p1

p2
)=( p ' 1

p ' 2
) , also die Matrix 

der Basistransformation. Damit ist das Transformationsverhalten der Kovektoren wieder kovariant 
zum Transformationsverhalten des Basiswechsels.

Beispiel 3: B={e1 , e2} Orthonormalbasis, B '={ e ' 1 , e ' 2} , neue Basis mit e ' 1=1e1+
1
2

e2

e ' 2=−
1
2

e1+2e2  (e '1
e ' 2
)=( 1

1
2

−
1
2

2)(e1

e2
) v=e1+e2=(v1

v 2)
B

=(11)B



A=( 1
1
2

−
1
2

2)=(e1
(e ' 1) e2

(e ' 1)

e1
(e ' 2) e2

(e ' 2))⇒(AT
)
−1
=(

8
9

2
9

−
2
9

4
9
)=(e ' 1

(e1) e ' 1
(e2)

e ' 2
(e1) e ' 2

(e2))

(AT
)
−1
=(

8
9

2
9

−
2
9

4
9
)=(e ' 1

(e1) e ' 1
(e2)

e ' 2
(e1) e ' 2

(e2)) ist auch die Matrix der Dualbasistransformation:

(e '1

e ' 2)=(AT
)
−1(e

1

e2)=(
8
9

2
9

−
2
9

4
9
)(e1

e2)⇒ e ' 1
=

8
9

e1
+

2
9

e2  und e ' 2
=−

2
9

e1
+

4
9

e2 .

Das sei an einzelnen Werten überprüft: 

e ' 1
(e1)=

8
9

e1
(e1)+

2
9

e2
(e1)=

8
9
⋅1+

2
9
⋅0=

8
9

✓

e ' 1
(e2)=

8
9

e1
(e2)+

2
9

e2
(e2)=

8
9
⋅0+

2
9
⋅1=

2
9

✓

e ' 2
(e1)=−

2
9

e1
(e1)+

4
9

e2
(e1)=−

2
9
⋅1+

4
9
⋅0=−

2
9

✓

e ' 2
(e2)=−

2
9

e1
(e2)+

4
9

e2
(e2)=0+

4
9
=

4
9

✓

e ' 2
(v )=e ' 2

(e1+e2)=e ' 2
(e1)+e ' 2

(e2)=−
2
9
+

4
9
=

2
9

✓

Die gleiche Matrix wie für die  Dualbasistransformation gilt auch für die 
Koordinatentransformation:



(v ' 1

v ' 2
)=(

8
9

2
9

−
2
9

4
9
)(v1

v2
)=(

8
9

v1+
2
9

v2

−
2
9

v1+
4
9

v2)=(
10
9
2
9
)

Für die Kovektoren gilt, wenn p∈V * mit p= p1 e2
+p2 e2

= p ' 1e ' 1
+p ' 2 e ' 2 .

p (e1)= p1 p (e1)= p ' 1 e ' 1
(e1)+p ' 2 e ' 2

(e1)=
8
9

p ' 1−
2
9

p ' 2

p (e2)=p2 p (e2)=p ' 1 e ' 1
(e2)+ p ' 2, e ' 2

(e2)= p ' 1 ⋅
2
9
+ p ' 2 ⋅

4
9

. Nach p ' 1 , p ' 2 aufgelöst:

p ' 1= p1+
1
2

p2 p ' 2=−
1
2

p1+2 p2 oder mit der Transformationsmatrix der Basis

A=( 1
1
2

−
1
2

2) : ( 1
1
2

−
1
2

2)(p1

p2
)=(p ' 1

p ' 2
) . Also gleiches Transformationsverhalten wie Basis. 

Das heißt kovariantes Verhalten.

Tensoren

Wenn ein Kovektor p∈V * auf einen Vektor v∈V wirkt, ist das Resultat ein Skalar:

 p : v↦ p (v )∈K . Ebenso umgekehrt: wirkt ein Vektor v auf eine Kovektor p, ist das Ergebnis 

wieder ein Skalar: v : p↦ v ( p)∈K . Beide Objekte als Operatoren gesehen sind linear, 
Linearformen.

Der Begriff des Tensors T ist die konsequente Verallgemeinerung dieser Symmetrie. Er ist eine 
Multilinearform, der einer  Anzahl k von Vektoren und einer Anzahl h von Kovektoren

v1 ,... , vk , p1 ,... , ph  einen Skalar zuordnet: 

 T :(v1, ... , vk , p1 ,... , ph)↦T (v1, ... , vk , p1 , ... , ph)∈K .
                                                   

 (h
k
) oder auch r=h+k heißt der Rang oder Stufe des Tensors. Ist der Rang (0

1
) , gibt 

es also einen Vektor und keinen Kovektor, also T :v↦T (v)∈K , so ist die Form ein Kovektor 

wie bei p : v↦ p (v )∈K . Ein Tensor vom Rang (1
0
) besitzt einen Kovektor im Argument und 

keinen Vektor, ist also ein Vektor in Gestalt der Linearform, also T : p↦T ( p)∈K  wie bei
v : p↦ v ( p)∈K . 

Man kann auch h=k=0 wählen, also einen Tensor mit keinem Argument T=T ()∈K , so ist 



es sinnvoll, ihn als Skalar zu bezeichnen. Ein Tensor vom Rang (0
0
) ist also ein Skalar.

Die Komponenten eines Vektors konnten mithilfe der Basiskovektoren erhalten werden:

 v i=v (e i)(=e i(v )) . 

Ebenso die Komponenten eines Kovektors mithilfe der Basisvektoren von V:

p i= p(ei) . 

In Verallgemeinerung lassen sich die Komponenten eines Tensors angeben durch die Wirkung des 
Tensors auf die Basisvektoren und die Basiskovektoren: 

Etwa T (e1 , e2)=T 1 2 für einen Tensor vom Rang (0
2
) bzw. für beliebige Basisvektoren

 eα , eβ : T (eα , eβ)=T αβ  

 Oder für einen Tensor vom Rang (2
0
) : T (e1 , e2)=T 1 2 oder für beliebige Basiskovektoren

eμ , eν : T (eμ , eν
)=T μν . 

Allgemein                            T (eα1
, ... , eαk

,eμ1 , ... , eμh)=:T α1 ...αh

μ1...μk

für einen Tensor vom Rang (h
k
) mit k Basisvektoren und h Basiskovektoren.

Damit kann man nun den skalaren Wert des Tensors auch für beliebige Vektoren und Kovektoren 
angeben:

Bsp: Ein Tensor vom Rang (1
1
)  hat die Darstellung:

 T (v , p)=T (v1 e1+...+v nen , p1 e1
+...+ pnen

) =
ESK

T (vαeα , pμ eμ)=vα pμT (eα , eμ
)=vα pμ T α

μ

Konkreter: Ist V zweidimensionaler Vektorraum mit der Basis B={e1 , e2} und V * der

zugehörige Dualraum mit der Dualbasis B*
={ e1 , e2} und v=2e1−3e2 und p=e1

+2e2 .

Dann ist T (v , p)=T (2e1−3e2, e
1
+2e2

)=2T(e1 , e1
)+4T(e1 , e2

)−3T (e2 , e1
)−6T (e2 , e2

)=

=2T 1
1
+4T 1

2
−3T 2

1
−6T 2

2

Allgemein: T (u , v ,w , ... , p , q , r , ...)=T (uαeα , vβeβ ,wγ eγ , ... , pμeμ , qνeν , rρeρ ,...)=

uαvβwγ ... pμqν r ρ...T αβ γ ...
μνρ ... .



Die Komponenten eines Tensors können anstatt durch ihre Wirkung auf Basisvektoren und 
Basiskovektoren auch durch eigene Basistensoren dargestellt werden. 

Für einen Tensor T vom Rang (0
2
) würde das bedeuten:

T=T μν eμν mit den Basistensoren eμν
(μ ,ν=1 ... n)

Hierzu muss zuerst ein äußeres Produkt (dyadisches Produkt, Tensorprodukt) zwischen 
Vektoren, Kovektoren und Vektoren und Kovektoren (gemischt) definiert werden. 

Für die Vektoren u , v∈V ist das äußere Produkt u⊗ v definiert durch ihre Wirkung auf zwei 
beliebige Kovektoren p ,q∈V *  :

  u⊗ v ( p ,q):=u ( p)v (q)∈ℝ

Bemerkung 0:

 u⊗ v ( p ,q)=u ( p)v (q)=u ( pi e
i
)v (q j e

j
)= pi q j u(e

i
)v (e j

)= pi q j e
i
(u)e j

(v )= pi q j u
i v j

=

=u i v j e i( p)e j(q)=u i v j
(ei⊗ e j)( p ,q) , also kann man auch definieren: u⊗ v :=ui v j

(e i⊗ e j)

 
  Dazu müßte man aber zuerst unabhängig e i⊗ e j definieren.

Bemerkung 1: u⊗ v  ist also ein Operator, der auf ein Paar von Kovektoren wirkt und hat als 
Ergebnis das Körperprodukt (reelle Produkt) der beiden (heterogenen) inneren Produkte 
(Skalarprodukte) u ( p)  und v (q) .

Bemerkung 2: Das dyadische Produkt ist nicht kommutativ u⊗ v≠v⊗u , da

v⊗u ( p ,q)=v ( p)u(q)≠u( p)v (q) im Allgemeinen. 

Bemerkung 3: Das dyadische Produkt ist verträglich mit der Vektoraddition:

u⊗(v+w)=u⊗ v+u⊗w und (u+v)⊗w=u⊗w+v⊗w

(ergibt sich aus u ( p)=< u , p > und v (q)=< v , q > und der Bilinearität des Skalarprodukts)

Bemerkung 4: Es ist auch verträglich mit der Skalarmultiplikation:

λ (u⊗ v )=(λu)⊗ v=u⊗(λ v )

Bemerkung 5: u⊗ v ist ein Tensor vom Rang (2
0
) , da er auf  zwei Kovektoren wirkt und als 

Ergebnis einen Skalar (reelle Zahl) hat. Er wird sich, wie man gleich sieht, als (n×n)−  Matrix 
darstellen lassen (n=dim V ) .



Das äußere Produkt zwischen zwei Kovektoren p⊗q wird ganz analog definiert. 

p⊗q (u ,v ):= p(u)q (v ) für alle u , v∈V

Und auch das äußere Produkt zwischen Vektor und Kovektor p⊗u : 

p⊗u (v ,q):= p(v )u(q) für alle v∈V , q∈V *

bzw. zwischen Kovektor und Vektor u⊗ p :

u⊗ p (q ,v ):=u (q) p (v ) für alle q∈V * , v∈V

Bemerkung 6: p⊗q ist ein Tensor vom Rang (0
2
) und p⊗u und u⊗ p Tensoren vom 

Rang (1
1
) die  ebenfalls durch eine (n×n)− Matrix darstellbar sind.

Bemerkung 7: Die Bemerkungen 2-4 gelten entsprechend auch für die äußeren Produkte für 
Kovektoren und Vektoren mit Kovektoren.

Bemerkung 8:  Da Vektoren und Kovektoren Tensoren vom Rang 1, (0
1
)  bzw. (1

0
) sind, kann ein

Tensor vom Rang 2 durch das äußere Produkt aus ihnen ( u⊗ v , p⊗q , p⊗u ) konstruiert 
werden. Die Umkehrung ist aber nicht allgemeingültig: nicht jeder Tensor kann als äußeres Produkt 
niederrangigerer Tensoren aufgebaut werden.

Jetzt kann man die Tensoren durch Basistensoren darstellen:

Beispiel 1: Sei T ein Tensor vom Rang (0
2
) , der als äußeres Produkt zweier Kovektoren 

konstruiert ist: T= p⊗q .  p= p1 e1
+...+ pn en

= pαeα , q=q1e1
+...+qn en

=qβeβ

T= p⊗q= pα eα⊗qβeβ
=( p1 e1

+...+pn en
)⊗(q1e1

+...+qn en
) =

Bemerkung 7
pαqβeα⊗ eβ=

(*)
T αβeα⊗ eβ

zu (*):  T αβ=T (eα , eβ)= pα qβeα⊗eβ
(eα , eβ) =

Def ⊗
pαqβeα

(eα)e
β
(eβ)= pαqβ .

Dass eα⊗eβ Tensoren sind, ist klar (siehe oben) , dass T αβ Skalare sind auch,  dass T durch

T αβeα⊗eβ darstellbar ist ebenfalls, aber dass die eα⊗eβ minimal sind noch nicht, was für die 
Basiseigenschaft wichtig ist. Das vorausgesetzt, sei zunächst festgehalten:

eαβ :=eα⊗ eβ Basistensoren von T.

Ist der Tensor T jedoch nicht als äußeres Produkt darstellbar, und T habe die Darstellung

 T=T μνeμν , dann gilt mit T αβ :=T (eα , eβ)=T μν eμν(eα , eβ)⇔T αβ=T μνeμν
(eα , eβ) und da

T αβ=T μνδα
μ
δβ
ν folgt eμν

(eα , eβ)=δα
μ
δβ
ν
=eμ

(eα)e
ν
(eβ) =

Def ⊗
eμ⊗ eν

(eα , eβ)⇒eμν
=eμ⊗eν , also



T=T μνeμ⊗ eν .

Bemerkung: Beim äußeren Produkt lässt man in der Regel auch das Multiplikationssymbol ⊗
wie bei der üblichen Multiplikation auch weg und schreibt anstatt u⊗ v einfach uv , sofern 
kein Missverständnis vorliegen kann. Also anstatt T=T μνeμ⊗ eν auch T=T μνeμ eν .

Beispiel 2: Für ein (3
1
) Tensor erhält man analog: T=T α

μνρeμ⊗ eν⊗eρ⊗ eα oder kürzer

T=T α
μνρeμ eνeρeα .

Allgemein kann ein Tensor dargestellt werden als Linearkombination aus den Komponenten und 
Basistensoren 

T=T αβγ ...
μνρ ... eμ eνeρ ... eα eβeγ ...

Die Anordnung der Indizes ist wichtig, da bei Vertauschung der Indizes in der Regel ein anderer 
Tensor dargestellt wird, denn das äußere Produkt ist nicht kommutativ. 

Da im Späteren ein Index gehoben oder gesenkt werden kann, ist es besser die oberen und unteren 
Indizes auch anzuordnen, etwa so: T      α

μν    ρ , so dass für jeden Index eine eigene Spalte vorgesehen 
ist, die seine Stelle in der Anordnung der Indizes angibt, oder T   αβ

μ .

Wie bereits angekündigt, lassen sich gewisse Tensoren auch durch Matrizen darstellen.

Ein Tensor vom Rang 0 ist eine 1×1−Matrix , also ein Skalar.

Ein Tensor vom Rang 1, also (1
0
)  oder (0

1
) (Vektor oder Kovektor) ist eine 1×n−Matrix bzw. 

eine n×1−Matrix deren Einträge bezüglich einer Basis bzw. Dualbasis die Komponenten sind:

v=v i ei : v=(v1

⋮

vn) bzw. p= pi e
i : p=( p1 … pn)

Ein Tensor vom Rang (2
0
) , (1

1
) , (0

2
) , also vom (summativen) Rang 2 ist eine

n×n−Matrix .

Ein Tensor T vom Rang (2
0
) (also mit 2 Kovektoren)  hat die Darstellung T=T μνeμ⊗ eν mit 

den Komponenten T μν und den Basistensoren eμ⊗ eν (μ ,ν=1 ...n) :

T=(T
11

… T 1n

⋮ ⋱ ⋮

T n1
… T nn)

Ein Tensor T vom Rang (1
1
) mit der Linearkombination T=T α

μ eμ⊗eα :



T=(
T 1

1
… T n

1

⋮ ⋱ ⋮

T 1
n

… T n
n)

Der Tensor vom Rang (0
2
) mit der Linearkombination T=T αβeα⊗ eβ :

T=(
T 11 … T 1n

⋮ ⋱ ⋮
T n1 … T nn

) .

Ein Tensor vom Rang 3, also vom Rang (3
0
) , (2

1
) , (1

2
) , (0

3
) hat eine n×n×n−Matrix  als

Darstellung, also einen dreidimensionale Liste in Form eines Würfels.

Der Tensor vom Rang (3
0
) mit seiner Linearkombination T=T μνρeμ⊗ eν⊗eρ erhält folgende 

Liste:

Und so geht es beliebig hoch.  Ein Tensor vom Rang k hat eine n×n×...×n−Matrix mit k  n
oder nk

−Matrix als Darstellung.

Tensoren vom Rang 1 und 2 haben den Vorteil, dass man mit ihnen rechnen kann wie bisher mit 
Vektoren oder Matrizen.

Nicht jede nk
−Matrix , speziell nicht jede n×n−Matrix  ist jedoch als Tensor interpretierbar.  

Denn ein Tensor muss sich bei Basiswechsel auf spezielle Weise transformieren (s.u.). Weiter sind 
Tensoren invariant unter Basiswechsel, was für Matrizen i.a. nicht gilt (s.u.).

zu Beispiel 1 Seite 18: T= p⊗q= pαqβeα⊗ eβ=T αβeα⊗ eβ . Die den Tensor vom Rang (0
2
)

repräsentierende Matrix in der Basis eα⊗eβ ist p⊗q=
. (

T 11 … T 1n

⋮ ⋱ ⋮
T n1 … T nn

)=(
p1 q1 … p1qn

⋮ ⋱ ⋮
pn q1 … pn qn

)

T1 n 1 T1 n n

T1 1 1 T1 1 n

T n n 1 T n n n

T n 1 1 T n 1 n



konkret bspw. p=(2 ,3 ,−1) q=(−2 ,0 ,4) : p⊗q=pT q=(
2
3
−1)(−2 ,0 ,4)=(

−4 0 8
−6 0 12
2 0 −4)

Entsprechend die Matrix in der Basis eα⊗eβ : u⊗ v=
. (u1 v1

… u1 vn

⋮ ⋱ ⋮

un v1
… un vn)

oder konkreter u=(
1
−2
1 )  und v=(

2
2
−1) :

 u⊗ v=
.

uvT
=(

1
−2
1 )(2 ,2 ,−1)=(

1 ⋅2 1 ⋅2 1 ⋅−1
−2⋅2 −2 ⋅2 −2 ⋅−1
1 ⋅2 1 ⋅2 1 ⋅−1)=(

2 2 −1
−4 −4 2
2 2 −1) .

In der Matrixdarstellung gilt: (u⊗ v )T=v⊗u , denn (u⊗ v )T=(uvT
)

T
=vuT

=v⊗u .

Das dyadische Produkt (äußeres Produkt, Tensorprodukt) der Basisvektoren eα , eβ ist, wenn 
man n=3 wählt und die Basisvektoren e i in ihrer eigenen Basis darstellt,

 e1=(
1
0
0) , e2=(

0
1
0).e3=(

0
0
1) : 

e1⊗ e1=(
1 0 0
0 0 0
0 0 0) , e1⊗ e2=(

0 1 0
0 0 0
0 0 0) , e1⊗ e3=(

0 0 1
0 0 0
0 0 0) ,

e2⊗ e1=(
0 0 0
1 0 0
0 0 0) , e2⊗ e2=(

0 0 0
0 1 0
0 0 0) , e2⊗ e3=(

0 0 0
0 0 1
0 0 0) ,

e3⊗ e1=(
0 0 0
0 0 0
1 0 0) , e3⊗ e2=(

0 0 0
0 0 0
0 1 0) , e3⊗ e3=(

0 0 0
0 0 0
0 0 1) auch wieder in ihrer eigenen

Basis eα⊗eβ  . Analog für die Basisvektoren e i⊗ e j
=(

0 … 0 … 0
⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
0 … 1 … 0
⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
0 … 0 … 0

) ← i−te Zeile

   ↑
j−te Spalte

Man erkennt hier übrigens schön, dass die Summe e1⊗ e1+e2⊗ e2+e3⊗e3=1 oder in Dirac-
Notation : ∑

i

|e i > <e i |=1 ist.



Wendet man nun auf den Tensor p⊗q den Vektor u an, so entsteht ein Kovektor:

p⊗q (u , .)=
.

uT p⊗q=(1 ,−2 , 1)(
−4 0 8
−6 0 12
2 0 −4)=(−4+12+2 , 0 , 8−24−4)=(10 , 0 ,−20) .

Wendet man daraufhin noch den zweiten Vektor v an: (10 ,0 ,−20)(
2
2
−1)=20+20=40 , so erhält 

man gerade p⊗q (u , v )=p (u)q (v )=−5 ⋅−8=40 .

Dagegen ist p⊗q (. , v )=
.
( p⊗q v )T=(−16 ,−24 ,8) . Wendet man diesen Kovektor auf u an, so

entsteht wieder (−16 ,−24 ,8)(
1
−2
1 )=−16+48+8=40

Es ist also ( p⊗q (u , .))(v )= p⊗q (u , v )=( p⊗q (. , v ))(u)

Beispiel: Spannungstensor

Ein Festkörper sei Kräften (Spannungskräften) ausgesetzt. Man denkt sich den Körper in 
infinitesimale Teilkörperchen, etwa Tetraeder als einfachste zerlegt, auf die jeweils Spannungskräfte
wirken. In die Spitze des Tetraeder sei ein Koordinatensystem gelegt mit den  Basisvektoren

e1 , e2 , e3 . In jedem Mittelpunkt M j jeder Seite greife die jeweilige Spannungskraft F j an. 

Ist das Tetraeder in einem Kräftegleichgewicht, dann gilt: F 0
+F 1

+F 2
+F 3

=0 , sodass die 
letzten drei Kräfte die Spannungsbedingung beschreiben.

Jede dieser drei Kräfte F j kann zerlegt werden in ihre Komponenten entlang der Basisvektoren

 e i : F j
=F 1 j e1+F2 j e2+F3 j e3=F i j e i

e
1

e
2

e
3

O

M
1

M
2

M
3

M
4

F2

F1
F3

F4



Jede Seite hat den gleichen Flächeninhalt A, so dass man 9 homogene Spannungskomponenten

erhält: σ
i j
=

F i j

A
.

Die Matrix S=(σ
11

σ
12

σ
13

σ
21

σ
22

σ
23

σ
31

σ
32

σ
33)=(σ i j

) stellt mit dem Basisgitter e i⊗ e j den (Cauchy -)

Spannungstensor S=σ
i j e i⊗e j in jedem „Punkt“ (Tetraeder) des Körpers dar. Er ist also eine 

lokale Größe und die Spannung des gesamten Körpers wird somit durch ein Tensorfeld 
beschrieben.

Ebenso wie die Vektoren und die Kovektoren einen Vektorraum bilden, so auch die Menge der 

Tensoren des gleichen Rangs (h
k
) . 

Dazu definiert man die Addition und die Skalarmultiplikation komponentenweise:

Sind A=Aα1α2 ... αk

μ1μ2 ...μh eμ1
⊗eμ2
⊗ ...⊗ eμh

⊗ eα 1⊗ eα2⊗ ...⊗ eαk und 

B=Bα1α 2... αk

μ1μ2 ...μh eμ1
⊗ eμ2

⊗ ...⊗ eμh
⊗ eα1⊗ eα2⊗ ...⊗eαk Tensoren, so ist der Summentensor

A+B:=(Aα1α 2...αk

μ1μ2 ...μh +Bα1α 2 ...αk

μ1μ2 ...μh )eμ1
⊗ eμ2

⊗ ...⊗eμh
⊗ eα1⊗eα2⊗ ...⊗ eα k

Ist weiter a∈ℝ ein Skalar, so ist aA :=(aAα1α 2... αk

μ1μ2 ...μh )eμ1
⊗ eμ2

⊗...⊗eμh
⊗ eα1⊗ eα2⊗ ...⊗eα k .

Es gelten wieder die üblichen Vektorraumaxiome.

Matrizen können symmetrisch oder schiefsymmetrisch (antisymmetrisch) sein, wenn die 
Spiegelung an der Hauptdiagonalen die Einträge unverändert lässt bzw. ihre Vorzeichen verändert.

Auch Tensoren können diese Eigenschaft haben.

Beispiel: Sei T ein Tensor vom Rang 2, etwa (0
2
) : T (u ,v)=uα vβT (eα , eβ)=uαvβT αβ .

Vertauscht man die Ordnung der Vektoren, ergibt das: T (v , u)=vβ uαT (eβ , eα)=uαvβT βα .

Ist T (u ,v)=T (v ,u )⇔T αβ=T βα , dann ist T symmetrisch.

Ist T (u , v)=−T (v ,u)⇔T αβ=−T β α , dann ist T schiefsymmetrisch.

In diesem Fall sind ihre Darstellungsmatrizen ebenfalls symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch. Das 

gleiche gilt für Tensoren vom Rang (2
0
) .

Man kann die Symmetrie aber auch anders formulieren.  Sei T wieder der gleiche Tensor vom Typ

(0
2
) in der Darstellung T=T μνeμ eν :



T (u , v)=T μνeμ eν
(u i ei , v

j e j)=T μνeμ
(ui e i)e

ν
(v j e j)=T μνu i v j eμ

(e i)e
ν
(e j)=T μ νui v j

δi
μ
δ j
ν
=

T μνuμ vν .

T (v ,u)=T μνeμ eν(v j e j , ui e i)=T μνv j u i eμ(e j)e
ν(ei)=T μνu i v j δ j

μ δi
ν=T μνuνvμ =

Umbenennung
T νμ uμ vν

Das ist die erste Version: T  symmetrisch ⇔T μν=T νμ .

Ist das dyadische Produkt eμeν
=eνeμ kommutativ, das heißt die Basisvektoren eμν

=e νμ so gilt
das Gleiche:

T (v ,u)=T μνeμ eν
(v j e j , ui e i)=T μνeνeμ

(v j e j , ui ei)=T μνv j u i eν
(e j)e

μ
(e i)=T μνv j u i

δ j
ν
δi
μ
=

T μνvνuμ
=T (u , v)

Das ist die zweite Version: T  symmetrisch ⇔ eμeν
=eνeμ .

Ist der Rang des Tensors größer als 2, so muss angegeben werden für welche Indizes die 
Vertauschung gelten soll.

Beispiel: Sei T ein Tensor vom Rang 3, etwa (3
0
) :

T ( p ,q , r )=pμqν r ρT (eμ , eν , eρ
)= pμ qν rρT

μ νρ . Vertauscht man bspw. p  mit r :

T (r , q , p)=rρ qν pμT (eρ , eν , eμ)= pμ qν rρT
ρνμ und gilt

T ( p ,q , r )=T (r , q , p)⇔T μνρ
=T ρνμ , so ist T symmetrisch in p und r. Gilt

T ( p ,q , r )=−T (r , q , p)⇔T μνρ
=−T ρ νμ , so ist T schiefsymmetrisch in p und r.

Bemerkung 1: Beim Tensor vom Rang (2
1
) T (u ,q , r)=uαqν rρT (eα , eν , eρ)=uα qν rρT α

νρ

können nur gleichartige Einträge (hier Kovektoren q und r) vertauscht werden, um Symmetrie oder 
Schiefsymmetrie (eventuell) zu erhalten.

Allgemein: Ein Tensor heißt symmetrisch (schiefsymmetrisch) bezüglich eines gleichartigen 
Paares von Einträgen (oder Indizes) , also nur von Vektoren oder nur Kovektoren, wenn ihre 
Vertauschung den zugeordneten Skalar gleich lässt (das Vorzeichen wechselt).

Bemerkung 2: Wie bei quadratischen Matrizen ( char (K )≠2 , so lassen sich auch Tensoren T

vom Rang (2
0
)  oder (0

2
) in einen symmetrischen Teil S und einen schiefsymmetrischen A 

zerlegen:  T=S+A  mit T αβ=S αβ+Aαβ  

bzw.  T=S+A  mit T αβ
=S αβ

+Aαβ , wobei

S αβ=
1
2
(T αβ+T βα) und Aαβ=

1
2
(T αβ−T βα)

bzw. S αβ
=

1
2
(T αβ

+Tβ α) und Aαβ
=

1
2
(T αβ

−T βα)



Bemerkung 3: Für Tensoren vom Rang größer als 2 gibt es komplexere Symmetrien in Bezug auf 
Vertauschungen (Permutationen)  von 3 oder mehr Indizes:

Ist T ein Tensor vom Rang (k
0
) mit

 T ( p1 , ... pk)= pμ1
... pμk

T (eμ1 , ... , eμk)=pμ1
... pμk

T μ1...μk

und gilt für jede Permutation σ T ( pσ(1) , ... , pσ(k))=T ( p1 ,... , pk ) oder auch 

T
μσ (1 )...μσ (k)=T μ1 ...μk , so ist T symmetrisch.

Analog für einen Tensor vom Rang (0
k
) .

Und ein Tensor T vom Rang (k
0
) heißt antisymmetrisch bzgl. einer Teilmenge der Indexmenge

{1, ... , k } wenn er sein Vorzeichen ändert unter Vertauschung je zweier Indizes der 
Indexteilmenge. Gilt das nicht nur für die Indexteilmenge, sondern für die gesamte Indexmenge, so 
heißt er total antisymmetrisch.

Analog für einen Tensor vom Rang (0
k
) .

Beispiel für Antisymmetrie: Der Tensor T ist antisymmetrisch bzgl. der Indexteilmenge

 {1 ,2 ,3} :

 T α1α2α3 ...αk
=−T α2α1α3 ...αk

=T α2α3α1 ...αk
=−T α1α3α2 ...αk

=T α3α1α2 ...αk
=−T α3α2α1 ...αk

Beispiel 1:  Der elektromagnetische Feldstärketensor in einer flachen Raumzeit und in kartesischen 

Koordinaten dargestellt durch die Matrix  Fμν
=(

0
−E x

c
−E y

c
−E z

c
E x

c
0 −B z B y

E y

c
B z 0 −Bx

E z

c
−By Bx 0

)  ist 

schiefsymmetrisch (antisymmetrisch): F νμ
=−Fμν .

Beispiel 2: Der (lokale) metrische Tensor g : g (u , v)=g i j u
i v i mit g i j=g (ei , e j) ist

symmetrisch: g j i=g i j .  In der RT ist die Metrik g durch die symmetrische Matrix 



g i j=(
−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)=diag (−1,1,1,1) dargestellt. 

Bemerkung: In der Quantenmechanik (QM) wird der Kovektor des Dualraums in der Schreibweise 
von Paul Dirac als < p | (Bravektor) bezeichnet und der Vektor  (Ketvektor, Zustandsvektor) als

|v > . 
In der QM verwendet man als Zahlenkörper die Menge der komplexen Zahlen ℂ .  Das 
Skalarprodukt nimmt dort die Gestalt einer hermiteschen Sesquilinearform1 an, die im Gegensatz 
zum normalen Skalarprodukt im reellen Vektorraum nicht bilinear ist, sondern nur in einem 
Argument linear, im anderen (hier im ersten) dagegen semilinear ist, d.h. es gilt nicht wie sonst

< λu , v >=λ< u , v > , sondern < λu , v >=λ< u , v > , wobei λ die konjugiert komplexe 
Zahl zu λ ist: λ=a+ib⇒λ=a−ib . Hermitesch heißt, dass die normale Symmetrie von 
Vektoren im Skalarprodukt: < u , v >=< v ,u > gebrochen wird zu: < u , v >=< v ,u > .
Das Ergebnis des Skalarprodukts ist i.A. auch nicht mehr eine reelle Zahl, sondern eine komplexe 
(mit imaginärem Anteil).
Das Skalarprodukt in der QM heißt dann in der Notation von Dirac „Bracket“: < p |u > .

Inneres Tensorprodukt

Das Produkt eines Kovektors p mit einem Vektor v (und umgekehrt) war als heterogenes 
Skalarprodukt (inneres Produkt) p• v= p(v)=< p , v >=< v , p >=v ( p)=v • p notiert worden.

Ist p= pi e
i und v=v j e j , so war p• v= p(v)=p i e

i
(v j e j)=p i v

j e i
(e j)=p i v

j
δ j

i
=p i v

i .

Der Kovektor p kann aber auch als unvollständiges Skalarprodukt eines Vektors u interpretiert 
werden: p= p( ⋅)=< u , ⋅> mit p (v )=<u , ⋅>(v) :=<u , v > , was sich in der Bra-Notation 
für den Kovektor niederschlug. Fehlt v im Skalarprodukt, so bleibt es ein Kovektor. Erst durch 
Anwendung auf einen Vektor wird es zu einem Skalar.

Das lässt sich verallgemeinern auf beliebige Tensoren. Ist T  bspw. ein Tensor vom Rang (0
2
) ,

T=T μνeμ⊗ eν
=Tμ νeμ eν , so wird er zu einem Skalar, wenn er auf zwei Vektoren

 u=u i e i , v=v j e j angewandt wird: 

 T (u , v)=T (u ie i , v j e j)=u i v jT (e i , e j)=u i v j T i , j Skalar, also Tensor vom Rang 0, der Rang des 

Tensors wurde also um zwei verringert, oder auch 

T (u , v)=T μνeμ⊗ eν
(ui e i , v j e j)=T μ νui v j eμ⊗ eν

(e i , e j)=Tμ νui v j eμ
(e i)e

ν
(e j)=T μνui v j

δi
μ
δ j
ν
=

=T μνuμ v ν  Skalar.
Bleibt eine Stelle, bspw. die zweite, frei, so erhält man: 

T •u=T (u ,⋅)=T μνeμ⊗ eν
(u i e i ,⋅)=T μνu i eμ(ei)e

ν
(.)=T μνu i

δi
μ eν

=T μνuμ eν
=pνeν

=p , also 

1 lat. sesqui = anderthalb



ein Kovektor, ein Tensor vom Rang 1. 

T •u=T (⋅, u)=T μνeμ⊗ eν
(⋅, u i ei)=T μνu i eμ eν

(ei)=T μ νui eμ
δi
ν
=T μνuν eμ

=qμ eμ
=q i.A. ein 

anderer Kovektor.  T •u ist also zweideutig, schreibt man es nicht mit einer Leerstelle.

Ein Tensor vom Typ (2
0
) T=T μνeμ eν angewandt auf nur einen Kovektor erzeugt einen Vektor.

Ist der Tensor vom Typ (1
1
) , also T=T α

μ eαeμ und wendet man ihn auf nur einen Vektor bzw. 

Kovektor an, so ist die Operation eindeutig, da klar ist mit welchem Basisvektor man kombinieren 

muss, hier angewandt auf einen Kovektor (0
1
) : 

T • p=T (. , p)=T α
μ eα⊗eμ( p ie

i
)=T α

μ pi e
αeμ(e

i
)=T α

μ pi e
α
δμ

i
=T α

μ pμ eα
=vαeα

=q ist wieder ein 

Kovektor, da die Vektorstelle frei blieb. 

Jetzt sollen zwei Tensoren vom Rang 2 multipliziert werden mit dem Ergebnis Tensor (1
1
) .

Sei S ein Tensor vom Typ (0
2
) und T vom Typ (2

0
) , also S=Sμνeμ eν  und T=T αβeαeβ

Das innere Produkt von zwei dyadischen Produkten (a⊗b)•(c⊗d ) lässt sich auf vier 
verschiedene Arten interpretieren: als

(a⊗b)•(c⊗d )

=a •c (b⊗d )
=a •d (b⊗c )

=b• c(a⊗d )

=b•d (a⊗c )

S •T=(Sμνeμ⊗ eν
)•(T αβeα⊗eβ)=SμνT αβ

(eμ⊗eν
)•(eα⊗ eβ)

         

=SμνT αβeμ
(eα)e

ν⊗ eβ=SμνT αβ
δα
μ eν⊗ eβ=SμνT μβe νeβ=U ν

β eνeβ

=SμνT αβeμ
(eβ)e

ν⊗eα=SμνT αβ
δβ
μ eν⊗ eα=Sμ νT

αμeνeα=V ν
αe νeα

=SμνT αβeν
(eα)e

μ⊗ eβ=SμνT αβ
δα
νeμ⊗ eβ=SμνT νβeμ eβ=Wμ

β eμ eβ

=SμνT αβeν
(eβ)e

μ⊗eα=SμνT αβ
δβ
νeμ⊗ eα=Sμ νT

ανeμeα=Zμ
αeμ eα

welches im Allgemeinen verschiedene Tensoren vom Typ (1
1
) sind. Welche Basisvektoren 

gekoppelt werden, hängt vom Kontext ab.

Sind eμ  und eα zu δα
μ
=eμ

(eα) gekoppelt (1. Fall) , wäre das vertauschte Produkt
T •S=(T αβeα⊗ eβ)•(Sμνeμ⊗ eν

)=T αβ Sμνeα(e
μ
)eβ⊗e ν

=SμνT αβ
δα
μ eβeν

=S μνTμβeβeν
=U ν

β eβeν

Im  Allgemeinen ist also S •T≠T •S , da eβeν
≠eνeβ . Es wäre im obigen 1. Fall nur gleich, 



wenn eνeβ=eν⊗ eβ=eβ⊗ eν
=eβeν .

Die Ergebnisse waren alles Tensoren.  

Lässt man bei einem Tensor eine oder einige Stellen frei (unvollständige Argumentliste) erhält man
wieder verschiedene Ergebnisse, je nach Leerstelle.

Sei etwa T ein Tensor des Typs (2
1
) und nur zwei  Stellen besetzt, etwa:

T=T α
μνeαeμ eν erste Stelle frei (kein Vektor), zweite mit einem Kovektor p besetzt und die dritte 

Stelle mit einem Kobasisvektor:

T ( . , p , eν
)=T α

μν p ie
α⊗ eμ⊗eν (. , e

i , e ν
)=T α

μ ν pi e
αeμ(e

i
)eν(e

ν
)=T α

μν p i e
α
δμ

i
=T α

iν p i e
α
=U α

ν eα

Da Vektor an der ersten Stelle fehlt, ist das Ergebnis n Kovektoren (für jedes ν einer).

Ist die zweite Stelle frei (kein Kovektor), so erhält man:

T (u ,. , eν
)=T α

μνui eα⊗ eμ⊗eν(e i , . , e
ν
)=T α

μ νui eα
(ei)eμ eν(e

v
)=T α

μνu i
δi
αeμ=T α

μνuαeμ=V μ νeμ
Das sind n Vektoren, da Kovektorstelle frei.

Ist die dritte Stelle frei, so ist das Resultat

T (u , p ,.)=T α
μνu i p j e

α⊗ eμ⊗e ν(e i , e
j ,.)=T α

μνu i p j e
α
(e i)eμ(e

j
)e ν=T α

μνu i p jδ i
α
δμ

j eν=T α
j νuα p j e ν

   
                =W νeν ein Vektor, da eine Kovektorstelle frei.

Sind zwei Stellen frei, die erste und die zweite, so erhält man

T (. ,. , q)=T α
μνq i e

α⊗ eμ⊗ eν(. ,. , ei
)=T α

μν qi e
α⊗ eμeν (e

i
)=T α

μνqi e
α⊗ eμ δν

i
=T α

μi q i e
αeμ=X α

μ eαeμ

einen Tensor des Typs (1
1
) ,

Ist die erste und die dritte frei, so resultiert

T (. , p ,.)=T α
μν pi e

α⊗eνeμ(e
i
)=T α

μν p iδμ
i eα⊗eν=T α

i ν pi e
α⊗e ν=Y α

ν eαeν ein (1
1
) - Tensor.

Ist die zweite und dritte schließlich frei, so hat man

T (u ,. ,.)=T α
μνu i eα

(e i)e ν⊗ eμ=T α
μνui

δi
α eν⊗ eμ=T α

μνuα eν⊗ eμ=Zμνeνeμ einen (2
0
) - Tensor

Sind alle Stellen frei, so bleibt es der ursprüngliche Tensor.
(Äußeres) Tensorprodukt

Sind die Tensoren Vektoren oder Kovektoren, so ist das äußere Produkt ein Tensor vom Grad 2:

Vektor⊗Vektor :



u⊗ v=(u i ei)⊗(v
j e j)=u i v j ei⊗ e j=u i v j e i e j=T i j e i e j=T Tensor vom Typ (2

0
)

die Typgleichung: (1
0
)⊗(1

0
)=(2

0
)

Vektor⊗ Kovektor :

u⊗ p=(ui e i)⊗( p j e
j
)=u i p j ei⊗ e j

=u i p j ei e
j
=U j

i ei e
j
=U Tensor vom Typ (1

1
)

Typgleichung: (1
0
)⊗(0

1
)=(1

1
)

Kovektor⊗Vektor :

p⊗u=( p j e
j
)⊗(ui ei)= p j u

i e j⊗ e i=p j u
i e j e i=V j

i e j e i=V Tensor vom Typ (1
1
) U≠V

Kovektor⊗ Kovektor :

p⊗q=( p j e
j
)⊗(qi e

i
)=p j q ie

j⊗ ei
=p j qi e

j e i
=W j i e

j ei
=W Tensor vom Typ (0

2
)

Typgleichung:  (0
1
)⊗(0

1
)=(0

2
)

Tensor⊗Tensor : Grade größer 1, etwa S=S α
μ eα⊗ eμ (1

1
) und T=T β

νρeβ⊗ eν⊗eρ (2
1
)

S ⊗T=(Sα
μ eα⊗ eμ)⊗(T β

νρ eβ⊗ eν⊗ eρ)=S α
μ T β

νρeα⊗ eμ⊗eβ⊗eν⊗ eρ=X αβ
μνρeαeμeβeνeρ=X

Tensortyp (3
2
) .  Typgleichung: (1

1
)⊗(2

1
)=(3

2
) .

Allgemein gilt: Tensor-Typgleichung:  (m
n
)⊗(s

t
)=(m+s

n+t
) .

Analog für mehrfaches (äußeres) Tensorprodukt gilt die Typgleichung: 

(
m1

n1

)⊗(m2

n2

)⊗ ...⊗(ms

ns

)=(
m1+m2+...+ms

n1+n2+...+ns

) .

Kontraktion (Tensorverjüngung)

Wendet man bei einem Tensor T des Typs (1
1
) etwa die Identifizierung der Indizes an:



T=T β

αeβ⊗ eα →
β=α

T α

αeα⊗ eα=
. (

T 1
1 0 … 0

0 T 2
2

… 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 … T n
n) , ergibt die Matrixrepräsentation eine 

Diagonalmatrix. 

Wird zusätzlich das äußere Produkt eα⊗eα durch das innere Produkt eα
(eα) ersetzt:

T=T β
αeβ⊗ eα →

β=α
T α

αeα⊗ eα →
eα⊗ eα→ eα

(eα)
T α

αeα
(eα)=T α

α
=T 1

1
+T 2

2
+...+T n

n , so ist das Ergebnis die

Spur von T: spur (T )= tr(T )=T α
α ein Tensor vom Typ (0

0
) .

Die Abbildung die beide Operationen ausführt nennt man C1
1:T ↦ spur (T ) , sie ist linear.

Ist T ein Tensor vom Typ (3
2
) : T=T μν

αβγ eα⊗ eβ⊗ eγ⊗eμ⊗ eν und wendet man auf eμ eβ

an und lässt man diese Komponenten aus dem Tensorprodukt ⊗ aus, so ergibt sich:

T μν
αβ γeβ(e

μ
)eα⊗e γ⊗ eν

=T μν
αβ γ

δβ
μeα⊗ eγ⊗ eν

=T μν
αμγeα⊗ eγ⊗ eν

=S ν
αγ eα⊗e γ⊗ eν und hat den 

Tensor T  vom Typ (3
2
) auf den Tensor S vom Typ (2

1
) „verjüngt“ oder kontrahiert.

Allgemein sieht das folgendermaßen aus:

Sei nun T=T μ1 ...μm

α1...αn eα1
⊗ ...⊗ eαn

⊗eμ1⊗ ...⊗ eμm ein Tensor vom Typ ( n
m
) m≥1 , n≥1 aus dem 

Tensorraum T m
n
(V ) :=V ⊗ ...

n−mal
⊗V ⊗V *⊗ ...

m−mal
⊗V * . 

Die Abbildung C r
s :T m

n
(V )→T m−1

n−1
(V ) , die den  r-ten Kobasisvektor e

μ r auf  den  s-ten

Basisvektor eαs
von T anwendet (als inneres Produkt also) und damit ihr ⊗ ausspart:

Tμ1...μm

α1...αn eα1
⊗ ...⊗eαn

⊗eμ1⊗ ...⊗eμm↦

↦T μ1 ...μm

α 1... αn eμr (eα s
)eα 1
⊗ ...⊗ eα s−1

⊗ eαs+1
⊗ ...⊗eα n

⊗ eμ1⊗ ...⊗ eμr−1⊗ eμr+1⊗ ...⊗ eμm=

=T μ1...μm

α1 ...αnδαs

μr eα 1
⊗ ...⊗ eαs−1

⊗ eαs+1
⊗ ...⊗ eα n

⊗ eμ1⊗ ...⊗eμr−1⊗ eμr+1⊗ ...⊗ eμm=

=T μ1...μm

α1 ...αs−1μr α s+1...αn eα1
⊗ ...⊗ eαs−1

⊗eα s+1
⊗ ...⊗ eαn

⊗eμ1⊗ ...⊗ eμr−1⊗ eμr+1⊗ ...⊗ eμm=

=Sμ1 ...μr−1μr+1 ...μm

α1 ...αs−1αs+1 ...αn eα1
⊗ ...⊗eαs−1

⊗ eα s+1
⊗ ...⊗eαn

⊗eμ1⊗ ...⊗eμ r−1⊗eμ r+1⊗ ...⊗ eμm , 

und also einen Tensor vom Typ ( n−1
m−1

) erzeugt,  nennt man (s,r)-Tensorverjüngung oder 



(s,r)-Kontraktion von T.

Man kann das innere Tensorprodukt als äußeres Produkt plus Kontraktion auffassen:

T •S=  Tensorverjüngung von T ⊗S

Beispiel 1: Sei T ein Tensor vom Typ (0
2
)  und S einer vom Typ (3

0
) :

T=T μνeμ⊗ eν , S=S αβ γeα⊗ eβ⊗ eγ .

1 Cα
μ
(T ⊗S )=C α

μ
(T μνeμ⊗ eν⊗Sαβ γeα⊗ eβ⊗ eγ)=Cα

μ
(T μν Sαβ γeμ⊗ eν⊗eα⊗ eβ⊗ eγ)=

T μνS αβ γeμ
(eα)e

ν⊗ eβ⊗ eγ=T μν Sαβ γ
δα
μ eν⊗eβ⊗eγ=T μ νSμβγ eν⊗ eβ⊗e γ=U ν

β γ eν⊗eβ⊗eγ   

2 T •S=(T μνeμ⊗ eν
)•(S αβ γeα⊗ eβ⊗ eγ)=T μν Sαβ γ eμ(eα)e

ν⊗eβ⊗e γ=T μνS αβγ
δα
μ eν⊗ eβ⊗ eγ=

          =T μνS μβ γe ν⊗ eβ⊗ eγ=U ν
β γeν⊗ eβ⊗ eγ

Beispiel 2:  Ist T ein Tensor vom Typ (0
1
) , also ein Kovektor T=T μ eμ und S ein Tensor vom 

Typ (1
0
) , also ein Vektor S=S αeα , so liefert das Tensorprodukt 

T ⊗S=T μ eμ⊗S αeα=T μ S αeμ⊗eα , gefolgt von der Kontraktion C1
1 das heterogene

Skalarprodukt:  C1
1
(T ⊗S )=C1

1
(T μ S αeμ⊗eα)=T μ S α

δα
μ
=T μ Sμ

=T •S=< T , S >  ein Tensor 

vom Typ (0
0
) , das vor der Verjüngung ein Tensor T ⊗S=T μ S αeμ⊗ eα=U μ

αeμ⊗ eα vom Typ

(1
1
) war.

Einheitstensor

Leert man das heterogene Skalarprodukt komplett < ⋅, ⋅> , dann kann man es als einen Tensor 

I  vom Typ (1
1
) auffassen, der auf einen Kovektor und einen Vektor wirkt mit einem Skalar als 

Resultat:  I ( p , v )=< p , v >=< pi e
i , v j e j > pi v

j < ei , e j >=p i v
j
δ j

i
=p i v

i

Um die Komponenten von I zu bestimmen, lässt man ihn auf die Basisvektoren von V *  und V

wirken: I (e i , e j)=< ei , e j >=δ j
i
=I j

i , also gilt I=I j
i e j⊗ ei=δ j

i e j⊗ ei (*) mit seiner

Matrixrepräsentation (δ j
i
)=(

δ1
1

δ2
1

… δn
1

δ1
2

δ2
2

… δn
2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
δ1

n
δ2

n
… δn

n)=(
1 0 … 0
0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 1

)= I , der Einheitsmatrix.



Es ist daher sinnvoll,  I als Einheitstensor zu bezeichnen. Gleichzeitig lässt sich wegen (*)

auch δ=δ j
i e j⊗e i= I als Tensor auffassen, der auch der Einheitstensor ist.

Entfernt man von der Argumentliste von  I  wieder eine Stelle, etwa die erste, erhält man, da 

< p , v >=< v , p > :

I ( . , v )=I (v ,.)=δ j
i e j⊗ ei (v

αeα ,.)=vα
δ j

i e j
(eα)e i=v α

δ j
i e iδα

j
=vαe iδα

i
=v i ei=v und

entfernt man die zweite Stelle, ist das Resultat

I ( p , .)= I (. , p)=δ j
i e j⊗ e i(. , pαeα

)=δ j
i e j pαe i(e

α
)=δ j

i e j pαδi
α
=δ j

α pαe j
= pαeα

=p
Also erzeugt der Einheitstensor auf je einen Eintrag denselben wieder, so dass er seinen Namen 
verdient.

Für jeden Tensor T des Typs (1
1
) gilt: T • I=I •T=T . Sei T=T μ

αeμ⊗eα

T • I=T (I )=Cα
j
(T μ

α
δ j

i eμ⊗eα⊗(e
j⊗ei))=Tμ

α
δ j

i
δα

j eμ⊗ e i=T μ
α
δα

i eμ⊗e i=T μ
αeμ⊗eα=T

I •T=(δ j
i e j⊗ e i)•(T μ

αeμ⊗ eα)=C i
μ
(δ j

i T μ
αe j⊗e i⊗eμ⊗ eα)=δ j

i
δi
μT μ

αe j⊗ eα=T μ
αeμ⊗eα=T

Inverse Tensoren

Sei T eine Tensor vom Rang 2.

Sei der Typ (1
1
) T=T μ

αeμ⊗eα , dann existiert genau ein Tensor T−1 , sodass gilt:

T •T−1
=T−1•T= I .

(T μ
αeμ⊗ eα)•(S ν

βe ν⊗ eβ)=Tμ
αS ν

β
δα
ν eμ⊗ eβ=T μ

νS ν
β eμ⊗ eβ=δμ

β eμ⊗ eβ=I⇔T μ
νS ν

β
=δμ

β
⇔T μ

αS α
β
=δμ

β

d.h. die repräsentierende Matrix (Sα
β
) muss zu (T μ

α
) invers sein. Dazu ist erforderlich, dass 

det (T μ
α
)≠0 .

(Sν
βe ν⊗ eβ)•(T μ

αeμ⊗ eα)=Tμ
αS ν

β
δα
ν eβ⊗ eμ=T μ

α S α
β eβ⊗ eμ=δμ

β eβ⊗ eμ
=I⇔T μ

α Sα
β
=δμ

β

Beispiel  T=1 ⋅e1⊗e1+2 ⋅e1⊗ e2+2 ⋅e2⊗ e1+3 ⋅e2⊗ e2 T 1
1
=1, T 1

2
=2, T 2

1
=2, T 2

2
=3

T−1
=−3 ⋅e1⊗ e1+2 ⋅e1⊗e2+2 ⋅e2⊗ e1−1 ⋅e2⊗ e2=S S 1

1
=−3, S 1

2
=2, S2

1
=2, S 2

2
=−1

T •T−1
=(T 1

1 S1
1
+T 1

2 S 2
1
)e1⊗ e1(T 1

1 S1
2
+T 1

2 S 2
2
)e1⊗ e2+(T 2

1 S 1
1
+T 2

2 S 2
1
)e2⊗e1+(T 2

1 S 1
2
+T 2

2 S 2
2
)e2⊗ e2

T •S=1 ⋅e1⊗e1+0 ⋅e1⊗ e2+0 ⋅e2⊗ e1+1 ⋅e2⊗ e2= I



Für symmetrisches T vom Typ (0
2
)  bzw. (2

0
) gibt es wieder genau ein inversen Tensor T−1 mit

T •T−1
=T−1•T= I .

Sei T symmetrischer Tensor vom Typ (2
0
) : T=T αβeα⊗ eβ , dann ist T−1

=T μνeμ⊗ eν vom 

Typ (0
2
)  mit T αμT μ ν=δν

α :

T •T−1
=(T αβeα⊗eβ)•Tμ νeμ⊗ eν

=T αβT μνδβ
μeα⊗ eν

=T αμT μνeα⊗e ν
=δν

αeα⊗ eν
=I⇔T αμ Tμ ν=δν

α

T−1•T=(T μνeμ⊗eν
)•T αβeα⊗ eβ=T μνT αβ

δβ
μe ν⊗ eα=T μ νT

αμ eν⊗ eα=δν
αeν⊗eα=I⇔T αμ Tμ ν=δν

α

Beispiel: T 11
=2, T 12

=1, T 21
=1, T 22

=0 T=2 ⋅e1⊗ e1+1 ⋅e1⊗ e2+1 ⋅e2⊗ e1+0 ⋅e2⊗e2

Der inverse Tensor ist mit T 11=0, T 12=1, T 21=1, T 22=−2 :

T−1
=0 ⋅e1⊗ e1

+1 ⋅e1⊗ e2
+1 ⋅e2⊗ e1

−2 ⋅e2⊗ e2 auch symmetrisch .

Es gilt: T 11T 11+T 12 T 21=δ1
1
=2 ⋅0+1 ⋅1=1 T 11T 12+T 12 T 22=δ2

1
=2 ⋅1+1 ⋅(−2)=0

T 21T 11+T 22T 21=δ1
2
=1 ⋅0+0 ⋅1=0 T 21T 12+T 22T 22=δ2

2
=1 ⋅1+0 ⋅(−2)=1 .

Die repräsentierende Matrix von T: (T αβ
)=(2 1

1 0) und von T−1 : (T μ ν)=(0 1
1 −2) .

Ist die Matrix von T=T αβeα⊗ eβ eine Diagonalmatrix T αβ
≠0⇔α=β , so ist die von

T−1
=T μνeμ⊗ eν ebenfalls Diagonalmatrix und umgekehrt. Für die Komponenten gilt dann:

T αα=
1

T αα  : T •T−1
=I⇔T αμT μν=δν

α . Ist ν=α⇒T αμ Tμα=1 ⇒
μ=α

T α α=
1

T αα .

Ist μ≠α⇒T αμ
=0⇒δν

α
=T α αT α ν⇒T αν=

δν
α

T αα ⇒
α≠ν

T αν=0 , also T−1 auch diagonal.

Beispiel:  (T αβ
)=(2 0

0 −1) , dann ist (T αβ)=(
1
2

0

0 −1) :

T 11
=2, T 12

=0, T 21
=0, T 22

=−1  T 11=0,5 , T 12=0, T 21=0, T 22=−1 , denn

δ1
1
=T 11 T 11+T 12T 21=2 ⋅0,5+0 ⋅0=1 δ2

1
=T 11T 12+T 12T 22=2 ⋅0+0 ⋅(−1)=0

δ1
2
=T 21T 11+T 22T 21=0 ⋅0,5±1 ⋅0=0 δ2

2
=T 21T 12+T 22T 22=0 ⋅0+−1 ⋅(−1)=1 .



Vektor-Kovektor-Umschalttensor

Im Gegensatz zum Einheitstensor, der einen Vektor auf den gleichen Vektor abbildet und einen 
Kovektor auf den gleichen Kovektor, gibt es auch Tensoren, die einem Vektor einen anderen Vektor 
zuordnen und einem Kovektor einen anderen Kovektor.

Sei T=T α
μ eα⊗ eμ ein Tensor der Stufe (1

1
) ,  dessen Vektorargument unbesetzt ist:

T (. , p)=T α
μ eα⊗ eμ(. , p)=T α

μ eα eμ( p)=T α
μ eαeμ( pi e

i
)=T α

μ eα pi δμ
i
=T α

i pi e
α
=S αeα

=q
Er ordnet einem Kovektor einen anderen Kovektor zu. 

T (v , .)=T α
μ eα⊗eμ(v

i e i)=T α
μ v i eα

(e i)eμ=T α
μ v i

δ i
αeμ=T α

μ vαeμ=Uμ eμ=u
Er ordnet einem Vektor einen neuen Vektor zu.

Ein anderer Tensor G der Stufe (0
2
) mit G=Gαβ eα⊗ eβ ordnet einem Vektor einen Kovektor 

zu, falls eine Vektorstelle frei bleibt:

G (v ,.)=Gαβeα eβ(v , .)=Gαβeαeβ
(v i ei)=Gαβv i eα

(e i)e
β
=Gαβvαeβ

=Hβeβ
= p oder

G (.v)=Gαβeαeβ
(. , v )=Gαβeαeβ (v i e i)=Gαβv i eβ

(e i)e
α
=Gαβ vβeα

=K αeα
=q

Ist v=v i ei , so soll nun G als Resultat nicht irgendeinen Kovektor erhalten, sondern den zu v 
dualen Kovektor. 

Die Funktion ψ ist folgendermaßen definiert ψ:V →V * ;u↦ψ(u)=< u , ⋅> , wobei

< ⋅,⋅> eine hermitesche Sesquilinearform ist . ψ Ist dann ein Fast-Homomorphismus (in

 K=ℝ ist er ein Homomorphismus).  Die zur Basis B={e1 , ... , en } von V gehörige Dualbasis 

B* sei durch e i :=ψ(e i) definiert.

Dann ist  ψ(v )=ψ(v i e i)=v i*
ψ(e i)=v i* e i

=v i
*e i oder falls K=ℝ ψ(vi e i)=v i e

i

Beispiel: v=2e1−3 e2⇒ψ(v)=2e1
−3 e2

= p

Darüber hinaus soll G invertierbar sein, d.h. symmetrisch und das Ergebnis eindeutig.

Das heißt nach der ersten Gleichung gelte G (v i e i , .)=Gαβ vαeβ=vβeβ d.h. Gαβ vα
=Gβαvα

=vβ

bzw. nach der zweiten gelte G (. , v i e i)=Gαβ vβeα
=vαeα oder Gαβ vβ=Gβα vβ=vα . 

Oder G (v i e i)=v i e
i . Wie man hieraus sieht, ist Gαβ=δαβ über 

dem gleichen Basissystem eα⊗eβ , also sind die Tensoren G≡δ , falls sie vom gleichen Typ



(0
2
) sind.

Beispiel:  G11=1, G12=0, G21=0, G 22=1 G=
. (1 0

0 1)  v=2e1+3e2=
. (2

3)
G (v )=Gαβeα⊗ eβ (v i ei)=1 ⋅e1⊗ e1

(v i ei)+0 ⋅e1⊗ e2
(v i e i)+0 ⋅e2⊗e1

(vi ei)+1 ⋅e2⊗e2
(v i ei)=

=v1 e1⊗ e1
(e1)+v 2e1⊗ e1

(e2)+v1 e2⊗ e2
(e1)+v2 e2⊗ e2

(e2)=v1 e1
+0+0+v2 e2

=2e1
+3 e2 oder 

in Matrixdarstellung: ((1 0
0 1)(2

3))
T

=(2 ,3) im Basissystem der Matrix eα⊗eβ , des Vektors

 eβ und des Kovektors eα .

Zum Tensor G=Gαβ eα⊗ eβ ist der inverse Tensor G−1
=Gαβeα⊗ eβ . Er verwandelt einen 

Kovektor in seinen dualen Vektor:  G−1
(v i e

i
)=G−1

(G (v i e i))= I (v
i e i)=vi e i .

Im obigen Beispiel: 

G−1
(v i e

i
)=Gαβeα⊗eβ(v ie

i
)=1 ⋅e1⊗e1(v i e

i
)+1 ⋅e2⊗ e2(vi e

i
)=e1⊗ e1(v1 e1

)+e1⊗ e1(v2 e2
)+

+e2⊗e2(v1e1
)+e2⊗ e2(v2 e2

)=v1 e1+v2 e2=v1e1+v2 e2=2e1+3e2 oder in Matrixform

(2 ,3)(1 0
0 1)=(2

3) mit Basissystem der Matrix eα⊗eβ und Basis des Kovektors eβ und 

Basis des Vektors eα .

Man kann sagen, dass Gαβ den Index α von vα nach unten bringt und zu β macht:

Gαβ vα
=vβ und Gαβ entsprechend nach oben Gαβ vβ=vα .

Anwendungen der Schaltertensoren

1. Homogenes Skalarprodukt

Definiert man aufgrund von p (v )=v( p)= pi v
i (Seite 3) das heterogene Skalarprodukt als

< p , v >=< v , p >:=p (v )=v ( p)= pi v
i , lässt sich das homogene Skalarprodukt über das 

heterogene zwischen zwei Vektoren definieren: u• v :=<ψ(u) , v >=< u ,ψ(v )> .

Es folgt:



 u• v=<u ,ψ(v )>=<u i e i , v j e
j >=< u i ei ,G j k vk e j >=G j k u i vk < ei , e j >=G j k u j vk

=G (u , v)

Oder u• v=<ψ(u) , v >=<u i e
i , v j e j >=<G k i u

k ei , v j e j >=G k i u
k v j

δ j
i
=Gk i u

k v i
=G (u , v )

Der Tensor G ist also auch der Tensor, der das Skalarprodukt von Vektoren erzeugt.

Da G symmetrisch ist, ist es auch das homogene Skalarprodukt zwischen Vektoren.

Das homogene Skalarprodukt zwischen zwei Kovektoren sei definiert als:

p•q :=< p ,ψ−1(q)>=<ψ−1( p) , q> . Dann gilt:

p•q=< p ,ψ−1
(q)>=< pi e

i , q j e j >=< pi e
i ,G j k qk e j >=G j k p i qkδ j

i
=G j k p j qk=G

−1
( p ,q) .

Der inverse Tensor G-1 ist also der Tensor, der das Skalarprodukt von Kovektoren erzeugt.

Da  G-1  symmetrisch ist, ist also auch das Skalarprodukt zwischen Kovektoren symmetrisch.

Die Komponentendarstellung ist Gαβ=G (eα , eβ)=eα• eβ und die Matrixdarstellung für G in der 

Basis eα⊗eβ : G=
. (e1• e1 … e1• en

⋮ ⋱ ⋮

en•e1 … en• en
) und für Gαβ

=G−1
(eα , eβ

)=eα• eβ in der Basis 

eα⊗eβ : G−1
=

. (e
1• e1

… e1•en

⋮ ⋱ ⋮

en• e1
… en• en)

2. Auf Basisvektoren angewandt

G (e i)=Gαβeαeβ
(e i)=Gαβ eαδ i

β
=Gα i e

α
=G1 i e

1
+...+G i i e

i
+...+Gn i e

n
=δα ie

α
=e i und

G−1
(ei

)=Gαβeαeβ (e
i
)=Gα i eα=δ

α i eα=e i .

3. Auf Tensoren angewandt

G=Gαβ eαeβ werde auf den Tensor T=T μνρeμ eνeρ angewandt:

1)
G (T )=Cμ

α
(G⊗T )=Cμ

α
(GαβeαeβT μ νρ eμ eνeρ)=Cμ

α
(GαβT

μ νρ eαeβeμeνeρ)=GαβT
μνρ

δμ
αeβe νeρ=

=GαβT ανρeβeνeρ=T β
  νρeβe νeρ  oder kurz: GαβT α νρ

=T β
  νρ gesenkt

2)
G (T )=Cν

α
(G⊗T )=C ν

α
(GαβeαeβT μ νρ eμ eνeρ)=Cν

α
(GαβT

μ νρ eαeβeμeνeρ)=GαβT
μνρ

δν
αeβeμ eρ=



=GαβT μαρeβeμ eρ=T β
  μρeβeμ eρ oder kurz: GαβT μαρ

=T β
  μρ gesenkt und verschoben

3)
G (T )=Cρ

α
(G⊗T )=Cρ

α
(GαβeαeβT μ νρ eμ eνeρ)=Cρ

α
(GαβT

μ νρ eαeβeμeνeρ)=GαβT
μνρ

δρ
αeβeμ eν=

=GαβT μν αeβeμe ν=T β
  μνeβeμ eν oder kurz: GαβT μνα

=T β
  μν gesenkt und verschoben

4)
G (T )=Cμ

β
(G⊗T )=Cμ

β
(Gαβ eα eβT μνρeμ eνeρ)=Cμ

β
(GαβT μνρeαeβeμ eνeρ)=GαβT μνρ

δμ
β eα eνeρ=

=GαβT β νρeαeνeρ=T α
  νρeαeνeρ oder kurz: GαβT β νρ

=T α
  νρ gesenkt

5)
G (T )=Cν

β
(G⊗T )=C ν

β
(Gαβ eα eβT μνρeμ eνeρ)=Cν

β
(GαβT μνρeαeβeμ eνeρ)=GαβT μνρ

δν
β eα eμ eρ=

=GαβT μβρeαeμ eρ=T α
  μρeαeμ eρ oder kurz: GαβT μβρ

=T α
  μρ gesenkt und verschoben

6) 
G (T )=Cρ

β
(G⊗T )=Cρ

β
(Gαβ eα eβT μνρeμ eνeρ)=Cρ

β
(GαβTμ νρeαeβeμe νeρ)=GαβTμ νρ

δρ
β eα eμ eν=

=GαβT μνβeαeμe ν=T α
   μνeαeμ eν oder kurz: GαβT μνβ

=T α
   μν gesenkt und verschoben

Wenn man die Anordnung vertauscht, ergibt sich 7)

T •G=Cμ
α(T⊗G)=Cμ

α(GαβT μνρeμe νeρeαeβ)=GαβT μνρδμ
α eνeρeβ=GαβT α νρeνeρ eβ=T     β

νρ eνeρeβ

oder kurz: GαβT α νρ
=T     β

νρ etc.  gesenkt und verschoben

Bei 1) und 4) bewirkt G, dass der Index α bzw. β gesenkt wird und umbenannt wird.
Bei den anderen 2) 3)5) 6) wird nicht nur der entsprechende Index gesenkt und umbenannt, sondern
noch verschoben, was auch bei 7) und allen weiteren Verknüpfungen der Fall ist.

Für den inversen Schalttensor G−1 ergibt sich ein analoges Bild mit T=T μνρeμ eνeρ

G−1•T=Cα
μ
(G−1⊗T )=Cα

μ
(GαβT μνρeαeβeμ eνeρ)=GαβT μνρδμ

αeβeνeρ=GαβT ανρeβeνeρ
=

=T  νρ
β eβeνeρ oder kurz: GαβT α νρ=T   νρ

β . α wird gehoben und zu β ohne Verschiebung.

G−1•T=Cβ
ν
(G−1⊗T )=Cβ

ν
(GαβT μνρeαeβeμ eνeρ

)=GαβT μνρδν
β eαeμ eρ=GαβT μβρeαeμ eρ

=

=T   μρ
α eαeμ eρ oder kurz: GαβT μβρ=T   μρ

α . β wird gehoben zu α und verschoben.

Und mit anderer Anordnung:

T •G−1
=Cβ

ν
(T⊗G−1

)=Cβ
ν
(GαβT μνρeμe νeρeαeβ)=GαβT μνρδν

β eμ eρ eα=GαβT μβρeμ eρeα=

=T μρ
    αeμeρeα oder kurz: GαβT μβρ=T μρ

    α . β wird gehoben zu α und verschoben.



Ist der Tensor, auf den G angewandt, wird sein inverser G−1 , so ergibt sich:

G•G−1
=Cμ

α
(GαβGμ νeα eβeμeν)=GαβGμν

δμ
αeβeν=GαβGα νeβeν=Gβ

  νeβeν

kurz: GαβGαν
=Gβ

  ν und in anderer Anordnung:

G−1•G=Cμ
α
(GαβGμ νeμ eνeαeβ)=GαβGμν

δμ
αeν eβ=GαβGα νeνeβ

=G   β
ν eνeβ

kurz: GαβGαν
=G   β

ν . 

G wirkt auf G-1, indem er den Index senkt (und verschiebt) bzw.  G-1 wirkt auf G, indem er den 
Index hebt (und verschiebt). 

Basiswechsel

Der Basiswechsel soll nun auch Tensoren berücksichtigen. Dazu noch mal die Rekapitulation für 
Vektoren und Kovektoren. Sei B={e1 , ... , en } kurz B : eα Basis von V und

B '={ e ' 1 , ... ,e ' n} kurz B ' : eβ ' die neue Basis von V und B*
={ e1 , ... , en } kurz B* : eμ

die duale Basis der Kovektoren V * .

Da e i
(v )=v i die i-te Komponente jedes Vektors v in B angibt, können die neuen Basisvektoren 

in der alten Basis auf folgende Art dargestellt werden:

e1 '=e1
(e1 ')e1+...+en

(e1 ' )en . . . en '=e1
(en ')e1+...+en

(en ' )en , in ESK

e1 '=eμ(e1 ' )eμ  . . . en '=eμ
(en ' )eμ oder kurz: eβ'=eμ(eβ ' )eμ oder mit (eμ

(eβ ' ))=: Aβ '
μ

eβ '=Aβ '
μ eμ .  In Matrixschreibweise mit Aβ '

μ
=(

e1
(e1 ' ) … en

(e1 ' )
⋮ ⋱ ⋮

e1(ei ') … en(e i ' )
⋮ ⋱ ⋮

e1
(en ' ) … en

(en ' )
)

(
e1 '
⋮
e i '
⋮

en '
)=(

e1
(e1 ' ) … en

(e1 ' )
⋮ ⋱ ⋮

e1
(e i ' ) … en

(e i ' )
⋮ ⋱ ⋮

e1
(en ' ) … en

(en ')
)(

e1

⋮
ei

⋮
en

) .  Löst man nach eμ auf, erhält man mit 

Bμ
β '=( Aβ '

μ )
−1
=(eμ(eβ ' ))

−1
=(eβ ' (eμ)) : eμ=Bμ

β ' eβ ' oder eμ=(eβ '
(eμ))eβ ' oder in

 Matrixdarstellung:



(
e1

⋮
e i

⋮
en

)=(
e1 ' (e1) … en ' (e1)

⋮ ⋱ ⋮

e1 ' (e i) … en ' (e i)
⋮ ⋱ ⋮

e1 ' (en) … en ' (en)
)(

e1 '
⋮
e i '
⋮

en '
) mit Bμ

β '
=(eβ '

(eμ))=(
e1 ' (e1) … en ' (e1)

⋮ ⋱ ⋮

e1 ' (ei) … en ' (e i)
⋮ ⋱ ⋮

e1 ' (en) … en ' (en)
)

Beispiel:  Aβ '
μ
=(1 2

3 4) eβ '=Aβ '
μ eμ oder (e1 '

e2 ' )=(1 2
3 4)(e1

e2
) Bμ

β '
=(Aβ '

μ )
−1
=

1
−2 ( 4 −2

−3 1 )

und eμ=Bμ
β ' eβ '=(Aβ '

μ )
−1

eβ ' oder (e1

e2
)=(

−2 1
3
2

−1
2 )(e1 '

e2 ' )=(e1 ' (e1) e2 ' (e1)

e1 ' (e2) e2 ' (e2))(e1 '
e2 ' ) oder mit den

symbolischen Matrixelementen:

(e1 '
e2 ' )=(A1

1 A1
2

A2
1 A2

2)(e1

e2
)   (e1

e2
)=(B1

1 B1
2

B2
1 B2

2)(e1 '
e2 ' ) . Zu beachten ist, dass Bμ

β '=(Aβ '
μ )

−1
≠Aμ

β ' .


