Darstellungstheorie endlicher Gruppen

Manfred Horz

Die (lineare) Darstellungstheorie versucht schwer zu durchschauende Eigenschaften von gewissen
Gruppen (oder Algebren) durch strukturerhaltende Abbildungen auf Matrizen, deren Eigenschaften
gut untersucht sind zu klédren. Ist in einem Vektorraum eine Basis vorgegeben, so konnen
(quadratische) Matrizen als Beschreibungen von Automorphismen (bijektive strukturerhaltende
Abbildungen, d.h. bijektive lineare Abbildungen) des Vektorraums in sich selbst angesehen werden.

So spielen Darstellungen in der Elementarteilchenphysik und Atomphysik eine wichtige Rolle,
ebenso in der Molekiilphysik und Chemie, aber auch innerhalb der Mathematik, wo sie ihre
Anfange hatte (Frobenius), ist sie von eminenter Bedeutung. Beispielsweise wurde beim Beweis des
Primzahlsatzes von Dirichlet (dass jede arithmetische Folge unendlich viele Primzahlen als Glieder
enthalt) oder beim Beweis des grofien Satzes von Fermat ( x"+y"=z",n>2 keine Lésung in

IN ) die Darstellungstheorie verwendet.
Beispiel 1: Sei K ein Korper, der auch als Vektorraum (Koordinatenraum) der Dimension 1
aufgefasst werden kann. Die invertierbaren 1 x 1 Matrizen, also i.A. die Zahlen, sind dann aus

K'=K\{0} ,die die ,,Automorphismen*von K —K bezeichnen, die allgemeine lineare
Gruppe bzgl. der Multiplikation: GL(1,K) . Dennist k€K\{0} ,dann ist

¢:K—K ;a~q(a)=k -a eine Homomorphismus, denn ¢ (ha+b)=k (Aa+b)=

=k ‘ha+k -b=Nk -a)+k-b=Nhg(a)+¢(b) . istinjektiv:p(a)=¢(b)=ka=kb=a=b
und surjektiv:b€K = es existiert ein a €K mit b=q(a)=ka da a=% ;da k#0 . Also ist

¢ ein Automorphismus.
Die Darstellung, die jedem Gruppenelement g€G den identischen Automorphismus

¢(a)=1 -a dh. id,.=1 zuordnet, heiBt triviale Darstellung: 1:g+~ 1

K

Beispiel 2: Eine Darstellung der zyklischen Restklassengruppe
Z,=712Z={[0],[1]} mitder Addition ist die Abbildung auf die komplexe multiplikative
Einheitengruppe € =C\{0} , die das Gleiche ist wie die Gruppe der Automorphismen
GL(1,C) : [0]—e"’=1=id [1]—¢""'=—1 .Dieser Homomorphismus (die Darstellung)
ist sogar injektiv. Man nennt die Darstellung dann freu. Diese Darstellung hat die Dimension 1, da

der Vektorraum C als Koordinatenraum liber C , der sogenannte Darstellungsraum die
Dimensionl hat.



Beispiel 3: Sei G die Restklassengruppe  (Z, +)=({[0],[1],[2]},+) und V=K’ Vektorraum

1 0 0
. . _ _ _ . . L3 3 . .
mit der Standardbasis e, =|0|, e ;=[1]| €ep=|0| -Fir [0] sei py:K"—>K" linear mit
0 0 1
€017 €011101=€01 > €117 €101+111=€117 €121 €op+121=€2) » @ISO P=id . Sie ist sicher

) . .. . .3 34 : _ .
ein Automorphismus. Fir  [1] sei p;;;: K'—= K" linear mit ey~ e ,0=€1y

e e =€ 5 €217 €1 =€0; - Auch hier liegt ein Automorphismus vor:

9

a
Pyl | b :pm(a6[0]+be[1]+c6[2]):ap[l](e[0])+bp[1](e[l])+Cp[1](e[z]):ae[1]+be[2]+ce[O]: a
C

S~

. . .3 3 . — . — .
Und fir [2] sei pp:K°— K" linearmit e~ €,p.000=€0n1 5 €117 Cn1+1= 401 >
€ €121 =€ - Diese Abbildung ist ebenfalls automorph, denn

a b
Pray|| & :pm(“em+be[1]+ce[2]):ap[2](3[01)+bp[z](e[l])Jch[Z](e[z]):a epthegtee =l c
C a

p:Z,— Aut(K’) ist eine lineare Darstellungen von Z, |, die jeder Restklasse eine zyklische
Permutation der Koordinaten von K’ zuordnet. Man sagt, dass die Darstellung vom Grad 3 ist.
Weiter ist p:G— Aut(V) ein Homomorphismus, der die Struktur der Gruppe, d.h. die
Restklassenaddition auf die Struktur der Automorphismengruppe, d.h. auf die Hintereinanderaus-
fiihrung tibertrigt: bspw. ist [1]+[2]=[0] inGund p;;=p[i5:12;=P[11°P2 > da

p[O](a:b’C):(a’b:c) und p[l]opm(a,b,c)zp[ll(b,c,a)z(a,b,c)

Da jedem Automorphismus @:V —V  bei einer gegebenen Basis B={b,,...,b,} vonV eine
77

quadratische Matrix A=(a,) zuordenbarist: @(b,)=) a,b, mit det A#0 und umgekehrt,

kann die Gruppe dieser invertierbaren (d.h. reguldren) Matrizen GL(n,K) , die sogenannte

allgemeine lineare Gruppe (general linear group) anstatt der Automorphismengruppe gewahlt



werden. Im Fall dieses Beispiels sind die zugeordneten Matrizen: M =E; M, =

S = O
—_ o O
SO =

01 0
M,=lo 0 1| . p([0])=E;p([11)=M;p([2])=M, oderkurz: p([k])=M,
1 0 0

o([k1+[11)=p([k]) o([{])=M, -M, .Wihlt man anstatt der ganzen Automorphismengruppe
die Untergruppe der drei angegebenen Automorphismen bzw. die drei angegebenen reguliren
Matrizen (die eine Untergruppe der SL(3,K) ist, da alle ihre Determinanten 1 sind), so ist die

Darstellung nicht nur ein Homomorphismus, sondern sogar ein Isomorphismus.

Definition 1: Ein Homomorphismus p:(G,*)—>GL(V )=Aut(V) von einer Gruppe G in die
Automorphismengruppe (Aut (V),°) eines Vektorraums V iiber einem Korper K heifit lineare
Darstellung von G in V. Es gilt also: p(g*h)=p(g)op(h)

V heiflt der Darstellungsraum und die Dimension (Grad) der Darstellung wird als Dimension
des Darstellungsraums definiert: dimp:=dimV .

Ist eine Basis von V gegeben, so konnen die Automorphismen durch Matrizen mit Eintrdgen aus K
angegeben werden. Die ,,general linear group® GL(V) ist dann isomorph zu GL(n,K) der
allgemeinen linearen Gruppe der invertierbaren nxn-Matrizen, mit n=dimV .

Ist der Darstellungshomomorphismus injektiv (Monomorphismus), so nennt man die Darstellung
treu.

Bemerkung: Die Darstellung p:G—GL({0}) heiBt Nulldarstellung. dimp=0 .

Satz 1: Fiir jede Darstellung p:G—GL(V) istauch detp:G—GL(1,K); g~ detp(g) eine
(eindimensionale) Darstellung.

Beweis: detp(g*h)=det(p(g)op(h))=detp(g)-det p(h)

Beispiel 4: (Verallgemeinerung von Beispiel 3)
Sei (G,°) eine endliche Gruppe der Ordnung m und V ein Vektorraum der Dimension m. Seine

Basis B sei indiziert mit den Elementen von G:  B={b,/g€G} . Firjedes g€G sei



p,:V =V Homomorphismus mit p, (b,)~b heG . Es giltalso

gch ’

pg(v):pg(zahbh>:zahpg(bh):ZG‘hbgoh . pg Iistinjektiv, denn pg(V):pg(”)c’
heG

heG heG

@Z ahpg(bh)_z Bhpg(bh):()@z (ah_Bh)bgDhIO@h/E\Gah:Bhﬁvzu .

heG heG heG
p, istsurjektiv: Zunéchst wird gezeigt, dass die Links-Operation g auf G: G—-G,;h—goh

surjektiv ist, denn zu kK €G bildet man das Inverse zu g und verkniipft es linksseitig mit k:
h:=g'ok€G .Zu kE€G gibtesalsoein h€EG mit k=goh ,da goh=gog 'ck=k

Sei nun v:Z o, b€V .Zu keG gibtesin h€G mit k=goh ,also gilt

keG

v=2 g, bo =20 ,p (b,)=p, (D 0,,b,) mit u=D a,,b,EV .Alsoist p, ein
heG heG

heG heG
Automorphismus von V auf V. Und  p:G—-GL(V); g-p . 1st lineare Darstellung von G vom

Grad m und heif3t die reguliire Darstellung von G.

Beispiel S und Definition 2: (Verallgemeinerung von Beispiel 4)
Sei X eine endliche Menge (Indexmenge) und G operiere auf X von links, d.h.
>:GXxX—X (g, x)~»gl>x mitden beiden Postulaten:

(1) Identitit: /\ e[>x=x

x€X

(2) Vertriglichkeit mit Gruppenverkniipfung: AN (goh)D>x=g>(h>x)
g, heG;xeX

was bedeutet, dass goh eine Komposition der Einzeloperationen bewirkt.

Die Operation g[> X vongaufalle x€X bewirkt auf X eine Transformation
0,:X—>X x~0,(x)=gl>x ,die bijektiv, also eine Permutation von X ist: 1. injektiv:
0,(x)=0,(y)=g>x=g>y=g D> (ghx)=g 'D>(ghy)2(g o g)>x=(g 'og)>y=
=se>x=el ygx=y und sie ist surjektiv: Sei yeX=x:=g '>y xist Urbild vony:
0, (x)=gD>x=gD(g ' D> y)=(gog ' )>y=eD>y=y

G nennt man auch die Transformationsgruppe von X.

(In Beispiel 3 war die Transformationsgruppe G=(Z,,+) und X=R’ . g=[1] etwa



operierte auf X folgendermaBien: 6, (a,b,c)) :=p[1]((a b,c))=[11>(a,b,c)=(c,a,b)
Man erkennt hier die Permutation sehr einfach.)

V sei ein Vektorraum mit Basis B={b /x€X} .Fir g€G sei p,.:V -V ,;b rp, (b,) =b,.
eine lineare Abbildung.

Sie ist injektiv: u,vEV mit u= Y, a.b v=2 B.b, p,(u)=p,(v)=

x€X xeX
2pg(z axbx):pg(z Bxbx)2 Z axpg(bx): Z Bxpg(bx)2 z a’xbng_Z Bxbg|>x:02
X€EX XEX XEX xX€EX xX€EX XEX

= Z (a‘x_l?)x) bng202 é}(axzﬁxﬁu:v

xeX

Sie ist surjektiv: Sei vEV mit v= Z B.b, u:= Z Bxbg,lmeV . Dann gilt:

xe€X xe€X

pg(u>=pg( > rsxbglm)ieZX Bebel by )= 2 Bubsp = 2 Bubis= 2 Bb=y

vex rex
Alsoist p,€Aut(V) und p:G—Aut(V);grp(g):=p, eine lineare Darstellung von G und
sie heiflt die Permutationsdarstellung von G bzgl. der Indexmenge X. Denn G permutiert die
Indizierung der Basis B={b /x€ X} vonViber 6,:X—->X x HBg(x)ng x und damit die
Koordinaten von V bzgl. B. Man kann das gut sehen, wenn man anstatt die Indizes der

Basisvektoren mittels g zu permutieren b b die Indizes der Koeffizienten mittels

ghbx »

1

g permutiert o, ad und die Basisvektoren fest 14sst, was auf das gleiche Ergebnis

D
herauslduft. Ist bspw. naimlich V=R’ und u=0,b,+a,b,+a,b,€V und Gg(1)=2;
0,(2)=3,6,(3)=1 also die Permutation 6,:(1,2,3)~(2,3,1) , dann ist

P, (u)=at,0, (b)) +0,p, (b,)+05p,(by)= 0y by +00, by +03b s =0, by + 0, by +ayb =

=abtoybytoyby=o . bt bta by mit 0,.(1,2,3)=(3,1,2) , wobei

-1
g

Definition 3: Zwei lineare Darstellungen p,:G—GL(V,),p,:G—GL(V,) der gleichen Gruppe

und gleicher Dimension hei3en dhnlich oder dquivalent oder isomorph ( 0,~P, ), wenn es

einen Vektorraum-Isomorphismus t:V ,—V, gibt,der p, in p, transformiert, d.h. der die



Gleichung  top,(g)=p,(g)oT oder top,(g)ot '=p,(g) oder p,(g)=T"op,y(g)ot firalle
geG erfiillt:

VisV,
oilg) L Lole) (kommutierendes Diagramm)

Vi<r,

Ist B, eine Basisvon V', und B, Basisvon V, und schreibt man die Automorphismen

p,(g) bzw. p,(g) in Matrixform R, , bzw. R dann miissen diese Matrizen (fiir alle g)

2,8 >
dhnlich sein, d.h. es muss eine invertierbare Matrix T existieren, sodass fir alle g€G gilt:
T R, T'=R,, .

Solche Darstellungen kénnen also identifiziert werden. Jedes x€V, entspricht dem t(x)€V, .

Beispiel 6: Sei G=<a>={e,a} und V,=R’ mit Standardbasis B,={e,, e}

und pl(e):id,,l und p,(a):V, >V, linear mit e,~e,;e»—e, ,dh ist v=o,e,+0,e, ,

pi(a)
dannist p,(a)(v)=0,e,—a,e, ,dh. QO) - ( O‘&) x-Achsenspiegelung. Die zu p,(e)

oy 1

1 0

gehorige Matrix ist R, = 0 1

)=E und die zu p,(a) gehorige Matrix ist Rl’a:((l) Ol)
V,=C mitBasis B,={l,i} und pz(e)=idV2 und p,(a):V,»V,;v=a+ib»v=a—ib ist

ein Homomorphismus, der zugleich injektiv und surjektiv ist, also ein Automorphismus.

1 0

0 1)=E und diezu p,(a) sza:(l 0)

Diezu p,(e) gehdrige Matrix ist Rz,g:( 0 1

p, und p, sind also lineare Darstellungen von G in GL(IR*) bzw. GL(C) vom Grad 2.
Der Vektorraum-Isomorphismus ist t:R*—=C; (o e,+a, e,)=0y+a,i ,denn T ist linear, er
ist injektiv und surjektiv. Man zeigt leicht, dass p,(e)=1 'op,(e)ot .Ich zeige

p(a)=t"opy(a)ot .Sei v=o0ye,+a,e,€R’ ,dannist p,(a)(v)=0,e,—a, e,

t(v)=a,ta,i  p,la)(aytoi)=a,—a,i T (ay—0,i)=ase,—~a,e, .Also sind die beiden



Darstellungen dquivalent. Die Matrix T ist die Einheitsmatrix.

Bemerkung: Ist e das neutrale Element der Gruppe Gund g¢~' das Inverse des
Gruppenelements g ,sogilt(1) p(e)=id, (2) plg ')=p(g)”’

Beweis:

(1) Sei weV beliebigund v=p(e)' weV ,dann ist

w=p(e)v=p(e*e)v=(p(e)op(e))v=p(e)(p(e)v)=ple)w ,alsoist ple)=id, .

-1 —1

Q) plg) ' =idyoplg) ' =ple)op(g) '=plg '*g)oplg) ' =(p(g " )op(g))oplg)'=

=p(g elp(g)oplg) )=p(g " )eid,=p(g™") .

Bemerkung: Die Aquivalenz von Darstellungen ist eine Aquivalenzrelation und zerlegt die Menge
aller Darstellungen in Klassen. Treue und Dimension sind Klasseneigenschaften, d.h. sie bleiben
erhalten unter Transformation in dquivalenten Darstellungen.

Beispiel 7: 1. Eine treue 2-dimensionale Darstellung von Z ,=Z/nZ ist

2nk . 2k
cos( ) —sin( )
:Z,—~GL(2,R) ;[ k]~ = " " it neN, keN
sin ) cos( )
n n
COS( TC ) —s (2T[k) . bk
denn: a) det 8 " 1=cos’( )+sin? (225 )=1 , also sind die Matrizen
. 2nk 2nk n n
sin ( ) cos( )
n n

reguldr und aus GL(2,IR) und sogar aus SL(2,IR) , also Drehungen der Ebene um den Winkel

2nk
a:
n

b) p ist ein Homomorphismus:

2nk, 2mk, . (2nk, 2nk,
cos + ) —sin( +——2)

p(lk 4Lk D)=p(lk +k D= 0 o [PRUKD) (kD) .
sin ( . ]+Tz) cos( . ]+Tz)

da fiir die Drehmatrizen p gilt: p(a+p)=p(a) -p(B) .



p istinjektiv: p([k,])=p([k,]) .Das istim Grundbereich [0,27[ nur mbglich, wenn

1 kl . k1 2 .
cos(a)=cos(2m—a) oder cos(2n;)=cos(2n—2n;) , wobei 27[—27[7:2757 , das gilt

wenn k,=n—k, . Fiir die gleichen Sinuswerte muss dann gelten:

(n_kl)

k
sin(2t—)=sin(2n )=sin(2m—2n —)=sin(—2 n—)=—sin(2t—) und das gilt nur,
n n n n

ki _ ky _ _n
wenn 2n—=0V2n—=neok=0Vk == .
n n 2

Dk =0=k,=n=[k ]=[k,] 2)k1=g2k2=n— =k, =k,=>[k ]1=[k,] .

oS
oS

2mi

2. Ist T, = e die erste n-te primitive komplexe Einheitswurzel, so ist

p:Z,—GL(1,C)=C";[k]~p([k])=C,

n

eine treue Darstellung der Restklassengruppe der

Dimension 1.

denn: Die reguldren 1x1-Matrizen aus C sind die komplexen Zahlen z aufer der Null, da
2nik

det z=z#0 sein muss wegen der Regularitit: € .Fiir 1<k<n sinddie p([k])=e "
die primitiven komplexen Einheitswurzeln. Liegt k aulerhalb, so wiederholen sich die
Einheitswurzeln zyklisch.

p Ist Homomorphismus:

2ni(k,+k,) 2mil(k,) 2milk,)

p(lk 1+ k])=p([ki+k])=e " =e " e " =p(lk])+p([k,]) unddader

C - Vektorraum C isteindimensional,da {1+i} Basisvom C :zubeliecbigem z€C mit
b+a

z=a+ib gibtes einen Skalar A=A,+iA,€C mit A ,= und )\2=b—Ta , sodass

z=A (14i) . Alsoist p eine eindimensionale Darstellung.
2mik, 2mik, ky

k
Sie ist treu, also injektiv, weil: p([k,])=p([k,])=e " =e " =2e"=0=>—"=1=k, =k,
2

Jeder Restklasse wird also eineindeutig eine primitive Einheitswurzel zugeordnet mit gleicher
Gruppenstruktur.

p Istaber nicht surjektiv, da nicht jede komplexe Zahl die Lénge 1 hat.

Definition 4: Sei U<V ein Unterraum von Vund p:G—GL (V) eine lineare Darstellung von

G auf dem K-Vektorraum V. Der Unterraum U heif3t invariant oder stabil (unter N ) oder



p-invariant oder Unterdarstellung von V, gdw A pg(U )sU (pg:=p(g)) oder, dass
g€l

A\ A\ pg(x)EU .
geG xeU

Bemerkung: Beschrinkt man die Automorphismen p, auf U, so sind die pg :U-U

Automorphismen von U und natiirlich immer noch linear, und es gilt: p" ist weiter ein
Homomorphismus, denn  p(g*%)(v)=p(g)cop(h)(v) giltja allgemein fir alle v€V , dann gilt
es erst recht fiiralle veU ,also gilt p"(g*h)=p"(g)op’(h)

Alsoist p”:G—GL(U) eine lineare Darstellung von G auf U, so dass es gerechtfertigt ist, U als
Unterdarstellung zu bezeichnen.

Bemerkung:
(1) Natiirlich ist V auch eine Unterdarstellung (invarianter Unterraum) von V.

(2) Der triviale Unterraum {0} ist stets Unterdarstellung (invarianter Unterraum) von V:

denn A A p(g)ue{0} ,da p(g)0=0 .

geGue{0}
1
Beispiel 8: Wihlt man im Beispiel 3 den Vektor v=e,+¢;,;+e;,=| 1 €R’ und als Unterraum
1
a
U=<v>={x/x=|4|,a€R} von V=R’ ,so gilt fiir belicbiges p[k]EAut(V) ,
a

ke{0,1,2} : A pyylx)=x .
xeU

Also ist U (besonders) invariant unter p und U ist demnach ein Unterdarstellung und die

Beschrinkung pY:Z,—Aut (U) von p auf U eine lineare Darstellung der Dimension 1.

Definition 5: Sei V ein K-Vektorraum und U und W zwei Unterrdume. Dann heil3t der von
UUW erzeugte Unterraum die Summe von U und W: U+W=<UUW> |
Gilt zusatzlich UNW={0} , dann heilit die Summe direkt und wird geschrieben als

Ue W (die innere direkte Summe).

Satz2: U+W={xeV/ V x=u+w} .lIstdie Summe direkt, so ist die Summe
uelU,weW



1

eindeutig: UeW={xeV/ Vv x=u+w} undesgilt: dimU®W=dimU+dimW
uelU ,welW
Beweis: Siche mathematische Notizen.

Bemerkung: 1) Ist V'=U®@®W ,sonennt man U und W zueinander komplementir und
V=U®@®W eine Zerlegung von V.

2) Ist U Unterraum von V, so gibt es immer (mindestens) einen zu U komplementédren Unterraum
W. Meistens mehrere (siche mathematische Notizen).

Beispiel 9: V=R’ U=<{(1,0,0),(0,1,0)}> Ww=<{(0,0,1)}> dannist V=Ue&W

W ist das Komplement von U in V und umgekehrt.

Definition 6: Sei V=U®W .Eine Abbildung p,:V—>U x=u+ww~u heillt Projektion von

Vauf U. Und analog p,:V—>W x=u+w~w die Projektion von V auf W. Ist auf V ein
Skalarprodukt <|> definiert, und sind die beiden Unterrdume orthogonal U LW , d.h. dass

A\ ulw oder A\ <u|w>=0 , so heiflen die oben genannten Projektionen
uelU,welW uelU,welW

orthogonale Projektionen.

Beispiel 10: V=U®W mit V=R’ U=<{(1,0,0),(0,1,0)}> w=<{(00,1)}>

a a 0 a , a a 0 0
pyR=U; x=[p|=|p|+|0|~|p]| und p,:R=W x=|p|=|p|+|0|~|0]| sind die
c 0 c 0 c 0 c c

beiden (orthogonalen) Projektionen.



Beispiel 11: /'=R®> U=<{(1,0)}> und W=<{(L,1)}> V=UeW
<x,y>=<(a,b)|(c,d)>:=ac+bd seidas Standardskalarprodukt. Dann ist —(U LW)
xeUNW =x=(h,0)=(u,u)=u=0AA=0=x=(0,0)>UNW={0} ,wie man auch sicht.
x=(a,b)=(a—b,0)+(b,b)=u+w <wlu>=<(a—b,0)|(b,b)>=(a—b)b+#0 , wenn
u#0Aw#0 , also ist weder die Projektion p,:V—U noch die Projektion p,: VoW

orthogonal.

Satz3: V=U®@®W .Die Projektionen sind lineare Abbildungen. Fiir die U-Projektion

py VU, x=u+weru gilt

M) im(p,)=p,(V)=U @) ker(py,)=pi (0= @3) /\ pyl(x)=x
xelU

Also gilt: V=im(p, )@®ker(p,) undanalog V=im(p,)®ker(p,) oder

V=U®ker(p,) bzw. V=Weker(p,)

Bemerkung: auf (1) kann verzichtet werden, da (1) aus (3) folgt:
xEU(é)pU(x)=x =x€im(p,) also UcCim(p,)

x€im(p,)= \E/Vx=pu(y) poy)=py(y,+»,)=y,EU=XEU also im(p,)SU
y

alsoist im(p,)=U ,also(1).

Beweis: p,(x,+x,)=p,(u,+w, +u,+w,)=u+u,=p,(x,)+p,(x,)
pu(hx)=py(hlutw))=p,(huthw)=hu=h p,(x)

(1) yep,(V)=y=p,(x)€U mit xeV=>yeU . yeU=y=p,(x) mit x€V=yep, (V) .
2) py(0)=0+W=Ww

(3) xeU=pylx)=py(u+0)=u=x

Beispiel 11: V=R’ U=<{(1,0)}> (x-Achse), W=<{(0,1)}> ,dannist V=UeW .



puV—oU ;x=u+wwu oder (a,b)=a(1,0)+h(0,1)(a,0) orthogonale Projektion auf x-
Achse. im(p,)={(a,0)/a€R}=U  ker(p,)=1{(0,b)/beR}=W  p,((a,0))=(a,0) also

V=im (pu) ® ker (pU)

W =ker(p,)

I I I » U=im(py)

Satz 3': Ist p:V —V linear mit AN p(x)=x ,dannist V=im(p)@ker(p) und
x€im(p)

p ist Projektion von V auf im(p) ,dh. p:V=im(p)®ker(p)—im(p);u+wru

Beweis: <: x€imp(p)®ker(p)=x=u,+u,= p(x)=plu,)+p(u,)=p(u,)+0=ucV
u,Eker(p)SV =>u,€V=x=u+u,€V

=: ker(p)SV und im(p)SV .

Fall 1:Ist V=im(p)=V =im(p)®ker(p) mit ker(p)={0} weil ker(p)2{0,x} mit
x#0=>dim ker(p)>1 im Widerspruch zu Satz 2.

Fall 2: Ist V>im(p)=V=im(p) UR (Ristder Rest). Sei xeV.

Ist x€im(p)=>x=x+0 eindeutigund also x€im(p)®ker(p)

Ist x&im(p)=x#0 (da p(0)=0) und xER; V p(x)=y und p(y)=y=p(x—y)=0
y€im(p)

also x—y€ker(p) Also x=y+(x—y) mit y€im(p) und x—yE€ker(p) . Annahme, die
Summe wire nicht eindeutig, d.h. es gibe z€im(p) und x—zE€ker (p) mit z#y und

x=z+(x—z) =p(x)=p(z)+p(x—z)=p(z)=z undda p(x)=y=z=yp Wid. Also istdie



Summe eindeutig und demnach x€im (p)®ker( p)

P
Sei veV mit v=u+we plut+w)=p(u)+p(w)=u+0=u

Also ist p Projektion von V auf im(p)

Beispiel 12: V=R’p:V—V ;(a,b)~(b,a) istlinear mit im(p)=¥ und ker(p)={0} und

V=im(p)®ker(p) . p:V —V projiziert auf sich selbst, ist also nicht orthogonal.

Bemerkung: Beispiel 12 ist Beispiel fiir Fall 1 und Beispiel 11 fiir Fall 2.

Satz4:Ist p:G—GL(V) eine lineare Darstellung von G in V und ist U ein Unterraum von V,

der invariant ist unter G (d.h. (U)eU , also Unterdarstellung von G). Dann existiert ein

N p,
geCG
Komplement Wvon UinV( V=U®@®W ), das auch invariant unter G (Unterdarstellung von G)

ist. A p,(W)cw .
geCG

Beispiel 13: V=R’ , U=<{(1,0,0),(0,1,0)}> G=({[0].[1]},+)=Z,

p:G— Aut(V),;ppy=id, ,pyy:(a,b,c)~(b,a,c) Homomorphismus, da
PP =id y=Ppg) -

U ist invariant unter p ,da p,,,=id, und pm(a,b,O):(b,a,O)EU .Zu U gibt es das

Komplement W =<{(0,0,1)}> mit p;,(0,0,¢)=(0,0,c¢)€W , das also invariant unter G ist.

Beweis des Satzes : Sei W' ein (beliebiger) komplementérer Unterraum von U in V:

V=U®@®W ' (siche mathematische Notizen). Sei p, die U-Projektion von V auf U. Nach

Satz 3 gilt: U=im(p,) W '=ker(p,) VAN pul(x)=x .
xeu

Seinun p, das arithmetische Mittel der Konjugierten von  p,, bzgl.der p, g€G :



Dy= d Z PoPyoP p.' . Essoll gezeigt werden, dass p, eine Projektion von V auf U ist.
or

gEG

p, sind Automorphismen von V nach V. Also auch p;

Zuerst: py,:V—V istlinear. Sei x€V  p,'(x)€V , pylp, (x))€U ,
p.(pulp,'(x))EU (*) weil U stabil unter G.

Da py,p,, p: :V -V zum Endomorphismenring End (V) gehoren, ist auch

©,:=p,°pycp, €End (V) ,also linear. Also auch Y p,opyop,’ und da mit einem

g€l

Endomorphismus ¢ auch A¢ mit A€K auch p,, undzwarist p,:V—-U ,denn:

x€V=q (x)€U nach (*). Alsoauch D, @, (x)€U und

g€l

pu(x)=ord (G)xeU=p,(x chg JEU . AuBerdem: im(p,)SU (**).

ord

Ist x€im(p,) ,also xeU=p, (x)€U da p,:U—U Automorphismus.

pulp, (x))=p,'(x), Da xé\UpU(x)=x - 0g(x)=p,(pulp, (x))=pg 0, (x))=x=

Y ¢, (x)=0rd (G)xeU= p,(x =xeU ,also N pulx)=x .
g€G x€im(p,)

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 3' fiir p, erfiillt und es gilt, da fir x€U= p,(x)=x
und mit p,(x)€im(p,) auch x€im(p,) mit(**): im(p,)=U .Nach Satz 3' folgt:
V=U@®ker(p,) und p, istProjektionvonVaufU: p,:Ueker(p,)>U utweou .

Zu zeigen bleibt, dass ker (p,) invariant unter G ist: A 0g (ker (py))Sker(py) .
g€l

Dazu soll nachgewiesen werden, dass p,, mitallen p, mit 2 €G kommutiert,

/\ p,o pu=puop, (¥**): daalle Abbildungen aus dem Ring End (V') sind
heG

Z phopgoonp:opzlz

g€l

. 1 oot 1
P Py°Py =Py° ord Zp °py°ePp P ord(G)

gEG

O PUOP g = th*g DPy° ph*g Py ,da heG bijektiv auf G
2 Vd( g€l



operiert.
Sei. veker( ) und g€G= p, (x)=0= =, (x)=pyc 5, (x)=p,(0)=0 dh
p,(x)€ker (p,) und damit p,:ker(p,)—ker(p,) oder p (ker(p,))Sker(p,) gq.e.d.

Bemerkung: Sei V ein K-Vektorraum. Der Endomorphismenring End (V') ist ein K-Ring (siche
mathematische Notizen).

Satz 5: Ist der Vektorraum zusétzlich mit einem Skalarprodukt <x|y> versehen (das semilinear
in y ist, linear in x und positiv definit), das unter G invariant ist, d.h. dass
<p,(x)|p,(y)>=<x|y> firalle g€G ,(dh.sinddiec p, unitér) und ist U invariant unter

G, so ist das orthogonale Komplement W von U in V invariant unter G.

Beispiel 14: Sei V=R’ G=({g,. g, },*) mit g,=e p,=id, und

P,V — V:(a,b)~(a,—b) (x-Achsenspiegelung)

p ist Homomorphismus: p(g *e)=p(g,)=p(g,)eid,=p(g,)°p(e)
p(g,*g,)=ple)=id,=p(g,)°p(g,) doppelte x-Achsenspiegelung hebt sich auf.
Sei <x|y> das Standardskalarprodukt, das invariant ist unter G:

<p,(a.b)lp, (c.d)>=<(a,~b)l(c.~d)>=ac+(~b)(~d)=ac+bd=<(a,b)|(c.d)> ;
fir g, trivial.

Sei U=<{(1,0)}> mit W =<{(0,1)}> .U iststabil unter G: Sei x€U=x=(\,0)
P, (x)=p, (A, 0)=(A,0)€U . Auch W =<{(0,1)}> iststabilunter G x€W =x=(0,u)
und p, (x)=p, (0,u)=(0,—u)ew "

W muss jedoch nicht stabil sein, wenn U nicht stabil ist, wie folgendes Bsp. zeigt:
U=<{(1,1)}> nichtstabil, da p, (1,1)=(1,-1)U .Auch W =<{(-1,1)}> istnicht

stabil, da p, (—1,1)=(-1,—1)gw" .

Beweis: Sei U Unterraum von V stabil unter G, d.h. A p.(U)SU . Das orthogonale
gelG



Komplement von Uist W' :={xeV/ A\ <x,y>=0} . Sei xéW" und yeU=
yelU

=><x,y>=0 und p,(y)eU . <p,(x),p,(y)>=<x,y>=0=p,(x)eW" ,alsoist W~
invariant unter G. Weiterist V=U®W " ,daerstens UNW " ={0}: Sei xeUNW" =
xEUAXEW ' =<x,x>=0=>x=0 .Dass W* Unterraum von V ist, ist klar:
xl,xZEWl,y€U2<x1+x2|y>=<x1|y>+<x2|y>=0+0=02x1+x2€WL.
MNEKAXEW ™, yeU=<hx|y>=h<x|y>=k 0=0=>AxeW " .Bleibt zu zeigen, dass
VeUe® W™ (die Umkehrung ist klar). Seialso x€V .Sei x, diesenkrechte Projektion von

x auf den Unterraum U, wobei U die orthonormale Basis B= {u,,...,u, } habe. Dann ist

m
xU:z <x|u,>u, ,denndamit x, Projektion, muss gelten <x—x, [x,>=
i=1

<x—z<x|”i>”i |Z<x|”i> ui>:<x‘z<x’ui> ”i>_<z<x’”i>”i‘z<x‘”i>”i>:

1 1 1 1 1

z<x|u[><x|ui>—z<x|u[><x|ui>=0 .Dannist x=x,+(x—x,) mit x, €U und

1 1

x—xu€WL . Letzteres gilt, da <x—xu|u>=<(x—z <x|ui>ui)|z o u;>=
i i

<x|zai”i>_<z<x|”i>ui | ZOﬂi“,—>=z<x|“i>0_h—z<x|“i>@i=0 q.e.d.
; i ; ; i

Damit hat man unter der Voraussetzung der Existenz des Skalarprodukts einen anderen Beweis von
Satz 4.

Beispiel 14: (s.0.) V=R’ G={e.g} op,=id, p,:V—=V,(a,b)~(a,~b)
1 0 t + 1 o) [1 o0l_(1 0 B
Rg:(o _1) R,=R, R, -Rg:(o _1) '(O _1):(0 l)zE . R,=F unitér.

Beweis der Bemerkung 1: siche mathematische Notizen.

Bemerkung: Ist p:G—GL(V) eine lineare Darstellung von G in V und ist U ein Unterraum von

V, der invariant ist unter G (d.h. /A Pg (U)eU , also Unterdarstellung von G). Das nach Satz
g€l
4 existierende Komplement W von U in V ist ebenfalls Unterdarstellung von G mit

V=UeW .Ist x€V=x=u+w und p,(x)=p,(ut+w)=p (u)+p,(w) mit p,(u)€EU und

p,(WEW . p:G-GL(V);grp USW— Us W



x=u+wep (x)=p,(u)+p,(w)

p,(x)~p,(u) istdie Projektion von p,(x) aufU und
pg(x)l—»pg(w) ist die Projektion von pg(x) auf W.

Die Unterdarstellung p": G—>GL(U);g|—>pg: U-U
up, (u)=p,(u)

und die Unterdarstellung  p":G—GL(W); grp. :W—-W

wep, (w)=p,(w)
bestimmen also die Darstellung p .Man schreibt p=p @p” :G->GL(U®W)

Sind pg und pZ/ durch ihre Matrizen Rfo,/ und RZ/ gegebenund p, durch R, ,soist

RY 0

g

w
0 R

g

Definition 7: Eine Darstellung p:G—GL(V) aufeinem C - Vektorraum V mit komplexem
Skalarprodukt <|> heif3t unitir, wenn das Skalarprodukt unter G invariant ist, wenn also gilt:

<pg(u)|pg(v)>=<u|v> firalle geG.

Bemerkung: Die Invarianz des Skalarprodukts bedeutet, dass, bei gegebener orthonormalen Basis

. . . e o + -1
{e;} vonV, die Matrix R,=(p,) von p, unitirist, d.h. dass gilt: (p,)"=(p,)

Jede lineare Darstellung p:G—GL(V) einer (endlichen) Gruppe G auf V, dotiert mit einem
komplexen Skalarprodukt <|> wird zu einer unitdren Darstellung von G mittels Ersetzung des
Skalarprodukts durch ein anderes geeignetes.

Beweis: Sei [u|v]:=2<pg(u)]pg(v)> Sei heG

geG
h operiert auf G; goh=:k

Lo, () 0, (v)1= 22 <p, (0, ())lp, (0, (v)>= 2 <p i (u)lp,.,(v)>=

g€eiG g€eiG

z<pk(u)|pk(v)>:[u]v] ,alsoist [|] invariant unter G. Dass [|] Skalarprodukt ist,

keG

erkennt man durch Ausrechnen (sieche mathematische Notizen). Also ist p mit dem neuen

Skalarprodukt eine unitidre Darstellung von G.



Definition 8: V, @V ,:={ (vl’vz), ViEV  v,€V, =V XV, heiit dic duBlere direkte Summe

der Rdume V, und V, .

Bemerkung: V X{0}=V,®©{0} und {0}XV,={0}®), sind Unterrdume von V XV, .
Da {0} der triviale Unterraum von V', bzw.V, ist, kann die direkte duBBere Summe

Vi x{0}=V,®{0} bzw. {0}XV,={0}@V, mit V, bzw. V, identifiziert werden,
sodass man V', bzw. V', als Unterrdume von V XV, betrachten kann. Und demnach auch
die duBere direkte Summe V , XV,=V @V, als innere direkte Summe aus den Unterrdumen

V,und V', angesehen werden kann.

Definition 9: Sind p,:G—-GL(V,) und p,:G—GL(V,) zwei Darstellungen der Gruppe G,

dann heit p,®p,:G—>GL(V,®V )
g’_’(p1 ®p2)g: Viev,»rer,
(Vl ) Vz)"’(p1 EBpZ)g(Vl’ VZ)::(plg(vl)’ ng(vz)) oder

kurz p,®p,(g)=(p,(g).p,(g)) die direkte Summe der Darstellungen von p, und p .

Sind sie Darstellungen zwei verschiedener Gruppen p,:G,—GL(V,) und p,:G,—GL(V,) ,

dann heift p,®p,:G,XG,>GL(V &V,)
(gl ’gz)"’(pl ®p2)(g|,g2): Vev,-v,evr,
(V1 , V2>H(pl ®p2)(g|,g2)(vl , V2>::(p1gl(v1)’ ngz(vz>)

kurz p,®p,(g,.2,)=(p,(g,).p,(g,)) direkte Summe der Darstellungen von P, und 0

2

Beispiel 15: Sei p,:Z,—GL(C*);[1]~p,([1])=p,;,,:C*—>C’

(zl,zz)l—>p1m(zl’zz):z(—izz,izl)
ist injektiv. Und surjektiv, dazu (C,,C,) existiertein Paar (z,z,) mit z,=—iC, und
z,=iC; ,sodass p,(z;.2,)=(=i(iT,),i(=iC,))=(C, C,) . pyy istlinear:
Piy(Mzy, zy)Fulzy, z))=py (M 2 Fuzy A zy+uz ) =(—i(hzy,+uz,), i(hz +uzy)) =

(—i)»zz—iuz4,ikzl+iuz3)=7»(—izz,izl)+pt(—iz4,iz3)=7»p1[1](zl,22)+Mp1m(z3,z4) , also



ist py;y; ein Automorphismus. p, ist Homomorphismus : pl([1]+[1])=pl([0])=idcz
und pl([1])Op1([1])(zl’22):p1([1])(p]([l])<zl’22)):pl<[l])(_izz’iZl>:
(—iliz,),i(=iz,))=(z,,2,)=p,([1])ep,([1])=id .Alsoist p, lineare Darstellung von

Z, in C° . Beziglich der Standardbasis des €  {(1,0),(0,1)} istdie p,,, darstellende

Matrix M, :( O B i)
e\ 0
. . 3 3 3‘ . .
Sei weiter p,:Z;—>GL(C*);  pypy(2,. 25, 25)=(z,+25¢° ,z,e’ ,z;e’ ) eine lineare
Darstellung von Z, in C’ ,d.h. Pa127:=Pa17°Pa 1]

In der Standardbasis  {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} von €’ istdie p,(, darstellende Matrix

21 21
.
1 0 e° 1 0 e’ 4™
2x, an,
— 3 ; . — 3 — .
Mp:m_ 0 e 0 und die von P22y - Mpzm_ 0 e 0 _Mpzm Mpm , SO
47, 81
3! 3!
0O 0 e 0O O e
2n. 4m . 8n

dass p2[2](zl,zz,z3)=(zl+ z(e”’ l+ezm),zze } ,z3eT ) .

Dannist p,®p,:Z,XZ;—GL(C’) ;
([k1.01)~ (p1®pz)[k C ®C’'-C'eC’
(V1:Vz) (pl@pz) ([k1.[17) (Vp"z) (pl[k](vl) pzm("z))

nach Satz 6 eine lineare Darstellung der Produktgruppe Z,XZ, in c’=C’eC’

Da 2 teilerfremd zu 3, istauch Z,XZ, eine zyklische Gruppe mit dem Erzeuger ([1],[1])
(siche mathematische Notizen).

Das heifit, dass p,®p, schon vollstindig bestimmt ist durch p1®p2([ 11,[1]) =(p, Esz)([l] (1)

Sei v,=(v,",v,"’) und v,=(v,",v,"",v,""") , dann ist

(p1®pz) [1]("'1"’2) (pleapz)( (Vl A ’Vz’:V2”)Vz"'):(p1[1]("'1’)"1"))pz[l](vzr:vzu
271 2ni 4ni
2 ’ T '3

TN . ' " reer 3
(—lv1 , vy, vy tv, e , Vv, e , Vv, e ) .



Die darstellende Matrix M von (p, ®p,) 1,1y ist in Bezug auf die Standardbasis des C’ ,da

mit (p:=(p1€9p2)<[1],[1]) : ¢(1,0,0,0,0)=(0,i,0,0,0) , ¢(0,1,0,0,0)=(—i,0,0,0,0) ,

2ni
3

¢(0,0,1,0,0)=(0,0,1,0,0) , ¢(0,0,0,1,0)=(0,0,0,e° ,0) ,

i Ami
3 3

cp(0,0 ,0,0,1 )2(0,0, e’ 0,e ) . Die blauen Vektoren sind als Spaltenvektoren zu lesen.

()
o O O

(Blockmatrix).

<

P21y

() () ()

[e) [e) [e) o
o
xQ
w|3

Satz 6: Sind p,:G,—~GL(V,) und p,:G,—GL(V,) zwei lineare Darstellungen, dann ist die

direkte Summe p,®p,:G,XG,—GL(V @V,)
(gl :gz)'_’(p1 ®p2)(gl,g2): Viev,=v,er,
(Vl ) Vz)"’(pl epZ)(gl,gz)(vl ) V2>::(p1gl<v1)’ ngz(vz>)

eine lineare Darstellung von G,XG, in V, @&V, .
Ist G,=G,=:G ,soistdie direkte Summe

P,®p,:GoGL(V @V ,)
g"’(pl ®p2)g: Vviev,-rvevr,
(Vl , Vz)"’(p1 Esz)g(Vp Vz)::(pm(‘ﬁ)y ng(vz>)

eine lineare Darstellung von Gin V@V, .

Beweis: G, XG, ist Gruppe. q):Z(pIGsz)(g“gz) ist Automorphismus von V, @V -V, @V, :
injektiv: (py ¢ (V). P26, (v2))=(p1, (v ).02, (v ")) =1 (Vi) =p1 (v, ") und py, (v,)=p, . (v, )
undda p,, und p,, injektiv, folgt v,=v," und v,=v,’, also (v, vy)=(v,",v,")

surjektiv: Sei  (w,,w,)EV ®V,=>w €V, , w,EV, ,da P, surjektiv existiertein v, €V,

mit p,, (v,)=w, und analog existiert ein v,EV, mit ngz(vz)zw2 , also existiert zu



(wi,wo) ein (v, ) mit (wy, wy)=(p,, (v)).po(v)))

linear: ¢ ((vy,vy)+(v," v, ))=0(vi+v, ", vy + v, )=(p,, (vi+v,7), 0y (vo+, )=
(016, (V) P16, (0102, (V)42 (2 ))=(p1, (V1) (V) + (1 (v17), 05, (v, )=
oy, v,)+olv, " v,) .

O (v ) )= (kv vy )=(py, (Mv)),py (Avy))=(Rp  (v1). ey (v,))=

}"(p1g,(v1) ’ngz(vz)):k q)(vl’ Vz) q.e.d.

Bemerkung 1: Istdie p,, darstellende Matrix (p,,) und (p,, ) dievon p,, inden

Standardbasen, und  (p,, ®p,, ) von p,, ®p,, , so gilt:

= (plg') 0 ockmatrix), denn:
(Plg,@ng)—( 0 (o) (Blockmatrix), denn:
(plgl) 0 R4 T: (plgl) Vi T: p1gl(V1) T: v v oder
(( 0 (ngz)) (Vz) ((ngz) 'Vz) (ngz(vz)) (plgl( 1)’ng2( 2)) d

(Vlivz) '((plg1> 0 :(plgl(vl)’DZgz(VZ)) .

0 (p2g2)

Bemerkung 2: Fiir eine erweiterte direkte Summe p,®p,®p;®...8p,, , . ) giltin

(plgl) 0 0 0
0 (ngz) 0 ... 0
Matrixschreibweise: 0 0 (ps,) 0
o) e
0 0 0 .. (p,)

Bemerkung 3: Damit eine mehrfache innere Summe U ,+...+U, =V von Unterrdaumen von
V' direkt ist, muss gelten, dass sich jeder Vektor vEV  sich eindeutig als Summe
v=u,+...+u, schreiben ldsst, wobei u, €U, ,dannschreibtman V=U,®..0U, ,daseine
Zerlegung von V ist. Das ist genau dann der Fall, wenn der Schnitt jedes Unterraums mit der
Summe der iibrigen nur den Nullvektor enthélt (sieche mathematische Notizen).

Bemerkung 4: Satz 6 bzw. seine Verallgemeinerung (Bemerkung 2) kann an innere direkte
Summen angepasst werden.



Satz 6": Sind p,:G—GL(U,) fir i=1..n lineare Darstellungen von G in U, welches
Unterrdume vom Vektorraum V sind, der durch sie zerlegt wird: V=U,®..@U, , dann ist die

direkte Summe p=p,®...0p,:G—>GL(V)
gr(p®.®p,),:Ue.0U~U®. .8U,

(ul, un)H(pl GB...EBpn)g(ul, un):z
:plg(ul)+"‘+png(un)
eine lineare Darstellung von Gin V=U,®..eU, .

Die p; sind die Einschrinkungen von p auf U, , also Unterdarstellungen von Gin U, .

Beispiel 16: Sei V=R’ Sei G={e,g!~Z, und p,=id, und
pg:V—>V;(a,b,c)l—>(—a,—b,—c) ,dannist p:G— Aut(V) eine lineare Darstellung von G in
V, und U,=<{(1,0,0)}> , U,=<{(0,1,0)}> , U,=<{(0,0,1)}> ,dannist
V=U,eU,0U, .

Sei weiter s,:G—Aut(U,); g~ s,,:U,~U,
(a,O,O)Hslg(a,O,O):z(—a,O,O) (Spiegelung an x-Achse)

sz:G—>Aut(U2);gn—>s2g:U2—> U,
(0,6,0)s5,,(0,5,0):=(0,—b,0) (Spiegelung an y-Achse) und

S3:G—>Aut(U3);g|—>s3g: U,-U,
(0,0,¢)~5,,(0,0,¢):=(0,0,—¢) (Spiegelung an z-Achse).

Die s, sind lineare Darstellungen der Gruppe G in U,

1

.Esgilt p,=s,®s5,®8s, ,denn
5,©5,85,:G—oAut(V); g (s5,®85,85,),:U,0U,0U,~»U,0U,8U,
(a,b,c)H(Sl@s2®s3)g(a,b,c):
=5,,(a,0,0)+s,,(0,6,0)+5,,(0,0,¢c)=(—a,—b,—c)
Weiter gilt: pg':U1—>U1:(a,O,O)Hpg‘(a,0,0)=(—a,0,0) , sodass pg‘zsl und ebenso fiir

die anderen Einschrédnkungen.

Bemerkung 5: Die duere direkte Summe U X...XU, und die innere direkte Summe

Ue..eU, sindisomorph:

Die Abbildung ¢:U X.. XU, —»U®.0U,;(u,,..,u,)~>u,+..+u, istbijektivund



homomorph: ¢ ((u,...,u,)+(u,",..ou,’)) =0 (u,+u,", ..., u,+u,")=u,+u,'"+..+u,+u,'=

utotu, +u o tu, =0 (g, u) o (uy )
Oy, o)) =0(Ntty, oo, hu, )=+ hu, = (u,+otu, )=h o (u,, ..., u,)

Man konnte also in Satz 6' anstatt (plea...@pn)g(ul,...,un):zplg(u1)+...+png(un) auch
schreiben (plea...eapn)g(ul,...,un):z(plg(ul),...,png(un)) und in
gr(p®..®p,),:Ue..0U,~U®.0U, dezweite dirckte Summe als duBere direkte

Summe ansehen.

Satz7:Sei p:G—GL(V) eine lineare Darstellung von G und U ein p—stabiler Unterraum von
V, dann ldsst sich p als direkte Summe von Unterdarstellungen schreiben.

Beweis: nach Satz 4 gibt es zu U einen komplementiren Unterraum W, der ebenfalls p—stabil ist,
mit V=U®W ,wobei p":G—GL(U) und p”":G—GL(W) die Unterdarstellungen sind.

p'ep":G-GL(Ua W)
gr(p'ep”) Uew—-Uew
urwe(p@p"), (u+w)=p, (u)+p, (w)=p (u)+p (w)=p, (u+w)

alsoist  /\ pgeapjng und demnach pY@®p"=p .
geq

Definition 10: Eine Darstellung p:G—GL(V) bzw. der Darstellungsraum V heif}t irreduzibel,

wenn es nur die beiden p-invarianten Unterrdume {0} und V gibt, andernfalls heil3t sie

reduzibel.

Beispiel 8 zeigt, dass die Darstellung p:Z,— Aut(R’) reduzibel ist. Jedoch ist die Darstellung
pY:Z,—Aut(U) von Z, irreduzibel.

Beispiel 16 zeigt, dass die Darstellung  p:G— Aut(V) mit G={e,g}~Z, und
p,:V—=V;:la,b,c)>(—a,—b,—c) reduzibel ist, da es Untergruppen {0}, V#U, gibt, die

p-stabil sind. p:Ele. ist die direkte Summe von irreduziblen Unterdarstellungen s; in U, ,
i

da diese die Dimension 1 haben.

Satz 8: Eine Darstellung p:G—GL(V) ist reduzibel genau dann, wenn sie sich darstellen l4sst



als direkte Summe zweier Darstellungen p=p,®p, , wovon keine die Nulldarstellung ist.

Beweis: =: Sei p:G—GL(V) reduzibel, dann gibt es einen nicht trivialen ~p—stabilen
Unterraum U (d.h. U#{0},U#V ). Nach Satz 7 gibt es zwei Darstellungen p" und p”
mit p=p @p” , Wistdas KomplementzuU: V=Ue&W

=: Sei p,=(p,®p,),:V @V, ,~V @V,
V1+V2'_’plg<v1)+ng(vz)

V, ist p—invariant :Sei v,€V =p,(v,)=p,(v;+0)=p,(v,)+p,,(0)=p,,(v,)EV, ,alsoist
p reduzibel,da V', kein trivialer Unterraum ist.
Bemerkung: Die Darstellungstheorie bemiiht sich um die Klassifikation irreduzibler (einfacher)

Darstellungen. Die irreduziblen Darstellungen einer Gruppe sind sozusagen die Grundbausteine der
Darstellungen der Gruppe, die durch die direkte Summe dieser Bausteine aufgebaut werden.

Definition 11: Eine Darstellung p:G—GL(V) heifBt vollstindig reduzibel oder vollreduzibel,
wenn sie irreduzibel ist oder wenn sie sich als direkte Summe von irreduziblen Darstellungen

1

schreiben ldsst:  p= @ p, ,IIndexmengeund , irreduzibel.
i€l

Die Darstellung p aus Beispiel 16 ist vollreduzibel.
2mi k

Beispiel 17: G=Z, p:Z,~GL(1,C)=C;[k]~e ist treue Darstellung vom Grad 1.

27
T,:=e ’ ist die dritte primitive Einheitswurzel. Das Bild p(Z,)={1,C;,C;} istisomorph zu

Z;={[0],[1].[2]}

Im

S
o




2mi 2mi 2mi
3( ) 3 k 3

. . k+ (k) (1)
p ist Homomorphismus: p([k]+[I])=p([k+I])=e =e e’ =p([k]) -p([1])
Injektivitit ist klar. Diese Darstellung ist irreduzibel, da dim C =1

Sie ordnet jedem Gruppenelement [k] die Drehungum 120k° zu.

Eine weitere treue Darstellung vom Grad 2 derselben Gruppe wire etwa:

0,:Z,~GL(2,C)~Aut(C*),p,([k]):= ((1) Cok) , die dquivalent ist zur treuen Darstellung

3

0

k
vom selben Grad :  p,:Z,—GL(2,C),;p,([k ])::(%3

. Die Matrix ( (1)) mir ihrer

Inversen ((1) _01 ) stellt den notwendigen Isomorphismus fiir die Aquivalenz dar.

Die Darstellung  p,: Z;—GL(1,C)=C" ; [k]~p,([k])=idy=:1 ,die jedem Gruppenelement
die invertierbare 1x1-“Matrix“ aus €~ des identischen »Automorphismus*

1:C—>C,z~1 -z=z zuordnet, heie die triviale Darstellung von Z, in C (siche Beispiel 1)
Sie ist vom Grad 1.

Die Darstellung 0, ist reduzibel. Sie ldsst sich schreiben als direkte Summe von P,®p > wobei
p, die triviale Darstellung ist mit po([k])=idg-=:1 .1 lasst sich mit der Einheitsmatrix

identifizieren, sodass der zur Darstellung p, gehorige Raum als Unterraum von GL(2,C)

erscheint. (poep)[k]=(<pgk]) (pO >)=((1) Cok):(pl)[k}
(k] 3

und (p@po)[k}:(p([)k] po([)k]):(% ?):(pz)[k} .

Werden die Drehungen im IR® ausgefiihrt, so lauten die Drehmatrizen um den Winkel o -



D“:(z?r?((((;)) ?:(S)lsrl(((xo;)) . Fiir die zyklische Gruppe Z, ergibt sich dann die Darstellung

27 . 27
cos(T-k) —s1n(7-k)
0:Z,—»GL(2,R),[k]— 5 5 =D,, vom Grad 2. Diese Darstellung ist
sin(%-k) cos(TT[-k) 3

irreduzibel: Jeder echte nichttriviale Unterraum U von IR® ist vom Grad 1 und hat die Gestalt

Vi
V)

Vi
vV,

eRR*/ V
AER

U=
a,

:K-(al)] ,wobei a,#0Va,#0 . Sei k=1 .Eswird gezeigt, dass

D, UZU ,dassalso Unicht p-invariant ist. Sei 0# Vi

eU:(VI)zx(“l) mit A#0

vy vV, a,

S

Xalcos(%)—kazsin(%) 9
H(Vl)z U , denn sonst wiirde gelten mit COS(T):ZQ und

3 )»alsin(%ﬂkazcos(%)

2T a,l—all
sm(T)::c2 :(I) Aa,c,—ha,c,=h;a, und (II) Aa,c,+Aa,c,=A\,a, =

2 2 M0 9 2 2, 2 . .
Ma,a,c,—asc,)=h(ajc,+a,a,c,)> —a c,=asc,=c,(as+a;)=0 .Das ist aber nicht

moglich, da czzsin(%—n)io und [91]|#0 . Also ist N irreduzibel.

a,

Bemerkung:

1) Darstellungen vom Grad 1 sind immer irreduzibel, da der Darstellungsraum nur den trivialen
Unterraum und sich selbst als Unterraum hat.

2) die triviale Darstellung p,:G— GL(V'); g~ id, mit Darstellungsraumdimension groBer 1 ist
reduzibel, da fiir jeden Unterraum U gilt: id , USU .

3) nicht jede reduzible Darstellung ist vollreduzibel: man betrachte die Poincaré-Gruppe, die aus
der Lorentz-Gruppe hervorgeht.

Die Lorentz-Gruppe: O(3,1)={ A:R*=R> Automorphismus/<A (x)|A(y)>,=<x|y>,}

mit dem Pseudoskalarprodukt <x|y>, :=—x,y,+x,y,+x,y,+x;y; und

1

x=(xg, %1, X, x;)ER> ;xo=ct (Vierervektor = Ereignis). IR*' ist der Minkowski-Raum.

Die Poincaré-Gruppe: P={(A,a)/A€0O(3,1),a€R>} hat folgende Verkniipfung:



(A,a) (A",a')=(A-A",a+A(a’)) .

Die Darstellung der Poincaré-Gruppe p: P —GL(R’)
(A, a)Hp(A,M(xO, o X3, X, ) i =(A(xy, ..., x3)+x,a, X,)

in GL(R®) oder bzgl. der Standardbasis (p, A‘a>)=([3 T)

Der Unterraum U= {(x,,..., x5,0)/(x,,.... x;)€R™} von IR’ istinvariant unter dieser
Darstellung:  p, 4)(%q, .. %3, 0)=(A(x,, ..., x;)+0,0)€U , besitzt aber kein invariantes
Komplement (P ist nicht endlich!) . Die Darstellung ist also nicht vollreduzibel.

Satz 9: Jede lineare Darstellung p:G—GL(V) (G endlich!) ist eine direkte Summe irreduzibler
Darstellungen, also vollreduzibel.

Beweis: dimV =n , mit vollstindige Induktion tiber n: Ist 7»=0=FV={0}={0}® {0} mitden
Nulldarstellungen, die irreduzibel sind (0 ist kleinste Dimension). Seinun n>1 (fir n=1
ist V irreduzibel). Ist V irreduzibel, dann fertig. Sei also V reduzibel. Nach Satz § ist p=p, ®p,
mit zwei p—stabilen Unterrdumen Uund Wmit V=U&W . 0<dimU<n und
0<dimW <n , da U nicht trivial und folglich auch W nicht. Nach Induktionsvoraussetzung sind

p,,p, direkte Summen irreduzibler Darstellungen mit p,=p,;®...&p,, und
0,=0P,®...0p,, ,alsoist p=p,;,S..0p, &P, D...0p,, .

Bemerkung: Dass die obige direkte Summe der irreduziblen Darstellungen nicht eindeutig zu sein
braucht, zeigt folgendes

Beispiel 18: V=R’ G=Z, p,la.b)=(—a,—b) . U=<{(1,0)}> U,=<{(0,1)}>
V=UeU, p;la,0)=(—a,0)€U, p;(0,6)=(0,—-b)eU, p=p”@p” .

(a—b b—a)

+ )
2 2

(a,b):(a+b a+b)

Us=<{(L,1)}> , U,z=<i(-L1)}> V=U;8U, IR

pryla,a)=(—a,—a)eU, pp(=b,b)=(b,—b)eU, p=p”®p”* ,denn

U3<a+b a+b
1

-b b— +b +b b— -b
p[l](a:b):p[l 5 Ty UA(a a):(_a -4 )"‘( a4 )=(—a,—b)

J+p0i (5= 2 2 )



Definition 12: Sei G Gruppe. Zwei Gruppenelemente g,,g,€G heilen konjugiert zueinander,
wenn es ein Gruppenelement 4E€G gibt, sodass gilt: g,=hg,h”'

GgG'={hgh'lheG} heiBt die Konjugationsklasse von g.

Bemerkung 1: Da die Konjugation eine Aquivalenzrelation ist, wird G in Konjugationsklassen
vollstindig zerlegt.

Bemerkung 2: Ist G zyklisch, dann sind die Konjugationsklassen einelementig.

n—m+1

. 2 . . k
Beweis: G={1,a,a",...,a"} daszu qa" Inverseist a ,se1 aeG ,
m k n—m+l k+n+1 n+l k k k
a aa =a =a a=la=a

Bemerkung 3: Das neutrale Element bildet immer eine eigene Konjugationsklasse:

/\ heh'=hh'=e
heG

Beispiel 19: Aber auch die Konjugationsklassen der nicht zyklischen Kleinschen Vierergruppe V4
sind einelementig.

1 |a ab
1 |1 |a ab
a 1 |ab|b
b |b |ab|l |a
ablab|b |a |1

Sind die Konjugationsklassen aller endlichen Gruppen einelementig?

Nein, bspw. hat die Symmetriegruppe S, des Tetraeders aus 4/=24 Elementen (Permutationen
der Menge {1,2,3,4} ) eine Konjugationsklasse aus 8 Elementen, die der Drehungen um eine
Ecke des Tetraeders. Da das neutrale Element eine eigene Konjugationsklasse aus nur dem
neutralen Element bildet, bleiben noch 15 Elemente {ibrig, die sich in drei weitere Klassen aufteilen,

PONPN NP 4 WD PPN PR b W MRS IIPNURUNPISN ) Sl nawliacacn AL QRlbnmmnibbn Tl
die der Sp*~~~Yr=ay ‘ ad te (3) und
die der Dr {7

Spiegelungen

c2=(12) cid=(14) od=(34) ¢S =(2.4) o6 =(2,3) o7 =(1,3)

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 1 2 4 3 1 4 3 2 1 3 2 4 3 2 1 4

Drehungen um Spitze

a8 =(2.3.4) a9 =(2.4.3) gl0=(1.3.4) gll=(1.4,3)

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 3 4 2 1 4 2 3 3 2 4 1 4 2 1 3

cl2=(1.2.4) cli=(1.42) cld4=(1.2.3) cl5=(1.3.2)

Drehungen um 2 gegeniibetliegenden Seitentmitten
Gl6=(1.2)(2.4) 617 =(1.4)42.3) c18 =(1.3)42.4)

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

21 4 3 4 3 2 1 3 4 1 2

Dreh-Spiegelungen

cl9=(1.234) c20=(1,3.4.2) 621=(1.43.2) 622=(1.2.4.3) 623=(1.3.2.4) c24=(1423)

4
34”1234”1234
1

{
1 23 4 1 2 3 4 1 203 4 1 2
4 34 2 1 4 3 1 2

203 4 1 31 4, 2 4 1 23
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11 14 13 8 17 16 1 A & 19
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B 23 4 22 B 7 13 1 12 18

24 7 2 4 3 20 6 13 1 10

72 20 5 23 2 4 15 3 12
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G24
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24
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13
A

23

12
0
15
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(Satz 10: Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen einer (endlichen) Gruppe ist gleich der
Anzahl ihrer Konjugationsklassen.

Also hat die Symmetriegruppe des Tetraeders genau 5 irreduzible Darstellungen.

Beweis siche unten.)

Definition 13: Sind V7 und W zwei Vektorrdume iiber dem gleichen Korper K mit

dimV=n und dimW=m und den Basen B,={e ,...,e,} und B,={f,,....f,}

Ein



Vektorraum, genannt V' @ W {iber K, in den eine bilineare Abbildung aus VX W existiert:
G VXW VW (v,w)mo(v,w)=:v®w ,so dass q)(el.,f/.):ei®f,. eine Basis von

VW ist, heilt Tensorprodukt (Kroneckerprodukt) V®W von V und W .

Bemerkung 1: dimV QW =dimV -dimW

Beispiel 20: /=R’ ;W =R’ mit den Standardbasen.
X1 (xl+x1 ')yl X1 X'y
X x,+x, ' X x,'
x| 12 X +x, ( 1 1'>)"2 12 1’)’2
X |® Yi].=| %2 Xt x, |® Yi|= (x2+x2,)yl —| %201 |+ xer’1 =
Y X, Vs , V2 (x2+x2 )yz X2 ) Xy Vo
X3 X3t X3 ' '
X3 W (x3+x3 )J’1 X3 )1 X3 V4
X3V, (x3+x3 ')yz X3)» X3y,
Xy x,'
_x2®y1+x2;®y1
x3 yZ x}r y2
hx y X1V
A
X, Ax, )\xlyz X1V2 X,
Mx,||® Yil= Ax,|® Yil=[ %200 = | 2V (= X, |® Y]] also linkslinear;
Y2 A Y2 Ax, Y, X2V, Y2
X3 X3 X3
Axsy, X3
AX3 Y, X3),
xl(%"‘)’l ,) X)W Xy
X (vt )| (X va| [ X0,
PN S A EA I A I E 250 N E 2R A I Ak P S T P T
X |®| 1’221 1’:214_ 21,:x2®1+x2®1,
X Yty xz()’z"')’z ) X2 ) X)) X V2 X Y
’ x3<)’1+y1 ’) X3 V1 X33, ’ }
xs()’z"')’z') X3)) X3,
Xiuy,
Xwy,
X1 Xy Xy
x, |®|w Y= x, |® M =| 210 =uf|x,|® Vi , also auch rechtslinear.
Yo wy, X,uy, 2
X3 X3 X3
XUy,

XUy,



1 0 0 0

0 1 0 0
1 1 0 0
0®1_0 0®0_0 1®1:1 1®0:0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0
0 1 8 0 0 8 6 _1p3 2
0 ®(0)= 0 0 ®(1)= 0 ist Standardbasis von R =R’® R" .
! 1 I 0

0 1

Bemerkung: Fiir das Tensorprodukt gelten auf Grund der Definition folgende Regeln:

D (v,+v,)@w=v,@w+v,®w (Av)®w=A(v®w) linkslinear
2) vR(w,+w,)=v@w,+v®w, v®uw)=u(v®w) rechtslinear

Satz 11: Sind p':G—GL(V) und p’:G— GL(W ) zwei lineare Darstellungen der Gruppe G,

dannist p:G—oGL(V@W):;grp VW=V QW
vewep, (Vew):=p, (v)@p,(w)

eine lineare Darstellung von Gin V@ W , die das Tensorprodukt p'®p’=p der

Darstellungen von p' und p° genannt wird.

Bemerkung: Sind die beiden Darstellungen p' und p° identisch, d.h. p'=p*=:p
p'=p:G—GL(V) und p’=p:G—GL(V) ,dann ist das Tensorprodukt p’=p®p der

Darstellung p mit sich selbst multipliziert: p*:G—>GL(V ®V)
grpsVV-VeV
u@vp! (4@ v)=p, (1)@p, (v)
lineare Quadrat-Darstellung von G in auf V@V .

Beweis: (0) es gilt: Der Automorphismus p; bildet Basis auf Basis ab (sieche mathematische
Notizen)

@) p, istinjektiv:  p (v, @w,)=p,(v,@w,) =p,(v,)®p%(w,)=p, (v,)®p.(w,) (*)

vi=d'e, , v,=d''e, ,w,=p’f ; =R f ; (Einsteinsche Summenkonvention)



(*) ed'pyle,)®B p.(f,)=a""p,(e)®B ' ®p.(f,)=(a'p —a' "B )p,(e,)@p%(f,)=0=

aiﬁj:ahB.ir:(aiﬁ.i_airﬁ.ir)ei®ej=0<:>aiﬁjei®ei=airBjrei®ei©vl®W1:V2®w2

(2) p, istsurjektiv:

1

Sei v,®@w,EV®W mit v,V und w W=V v =p!(v) und w=p(w)=
vel , weW

Vi ®W1=p;(V)®pZ(W)=pg(v® w) , also surjektiv.

@) p, istlinear:  p, (A (v@w))=p, ((Av)@w)=p,(Lv)®p; (w)=hp,(v)®p, (W)=
A(p, (v)®p?(w))=h(p,(v®w)) ebenso die andere Homogenitit.
durch Induktion {iber n: pg( v, @w,)= pg(vv®wv) . Fiir n = 0 erhélt man die triviale
v=0 v=0

Aussage pg(v0®w0)=pg(v0®w0) . Die Aussage gelte fiir alle n<n, .Seinunn=n,+ 1:
ny+1

Z Vv ®W ZV ®W +vn+l®wn+l> p (V®W+vn0+l®wno+1) ’da

v=0

o

z v, Qw,EV QW , also ein vQw ist ; nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir die
v=0

Zweiersumme und die Summe von 0 bis ng die Additivitat

:pg(v ®W)+pg(vn0+l ®Wn0+1):z pg(vv®Wv)+pg(vn0+l®wno+l) qed
v=0

Bemerkung: Fiir die darstellenden Matrizen der einzelnen Darstellungen gilt folgendes:

Sind p':G—GL(V)und p>:G—GL(W) und p:G-GL(V®W)
1 2
grp(vew)=p(v)@p’(w)

und B,={e,,..,e,} BasisvonVund B,={f,,..,f,} BasisvonW.

Mit p;(el)z(Zajlej - Pyle Zamel oder p,(e Za/e
=



Mit p;(fl):(zbklfk)’"'1p§(fm):(zbkmfk) oder pz(fz):l;bszk ist

bll . blm
Mpiz(ng)z b:21 b?m =(b,,) ,dann ist mit der Basis
b, ... b,,

BV®W={ei®f,/(i,l)€{l,...,n}><{1,...,m}}

n

pg(ei®fl) ( ®p f/ za,,e (li;bklfk): iaﬁbklej@fk

j=1k=1

und die darstellende Matrix des Tensorprodukts der Darstellungen ist dann

1 2 ap '(bkl) cee Qg '(bkz)
Mpg:(pg®pg):(ajibkl):(aji)®(bk1) : =
ay (bkl) cee Ay, '(bk[)

1 Im 1 Im
b b b b
an - b.21 b%m cee Qpp v b.21 b.zm
ml mm ml mm
b b b b
by, bim by, bim
b b b b
an] ) .21 %m ann .21 .2m
bm] bmm bm] bmm
a, b, a,b,, a,by, anb,
a by a;b,, a, by, a, by,
a,b,, a,b,,, a,b,, a.b,,
a, b, a, b, a,by a,,b,
anl b21 anl me ananI annb2m
anlbml anlbmm . annbml annbmm
T T T T



das Tensorprodukt (Kroneckerprodukt) der Matrizen (a j,.) und (b,,) .

Bspw. ist

n m

e ®f Z ajlbkle_j®fk:aubnel®f1+a11bzlel®fz+---+an1 €, ® [ =M, (e1®f1)

i=1 k=1

ay by ay,by, aby ...oaybyy, 1 a, b,
a11’b21 all.b2m aln.bZI aln.me 0 a,, b,
allbml allbmm alnbml alnbmm O allbml
und : : : : 1=
a, b, a, b, a,b, a,,b, 0 nlbll
anl'bZI anl.me arm.b2l alm.me O nlb21
anl.bml anl.bmm ann.bml ann‘bmm O anl.bml
Erweiterung von Beispiel 21:
L7 3 a —a 2. 2 _|—d
' Zo At (R);p' ([11)| b |=| =5 | 0% Zs=aur (R):p7(11)( 4 )=|
c —c ¢
p:=p ®p’:Z,—»Aut(R°*®R*);p([1]):R*® R*>R’®R’
ad
ae
bd D (d\_ ay d
p(L1D| %2 [=p([1 ][5 |®(% |=p ([1])|b |@p ([1])[¢ |=
be e e
c c
cd
ce
ad
iy ae
- ®(—d): bd
e —e be
cd
ce

alsoist p([1)=id

R’®R’

undda p([0])=id

rer: 1St das Tensorprodukt der einzelnen

Darstellungen in diesem Beispiel nicht treu.



a\ |—a
Ist die darstellende Matrix von pl:Zz—>Aut(IR3); o' ([11)=|p|=| -p
c] \—c

-1 0 O

(P'([11)=l 0 -1 0| undvon p*:Z,—Aut(R*); p2([1]):(c):(—c)
0 0 -1 d) \—d

(p*([1]))= (_01 _01) , dann ist die Matrix vom Tensorprodukt der einzelnen Darstellungen

die Matrix des Tensorprodukts (Kroneckerprodukts) der Matrizen:

ad
a ae a
p=p'®p": Z,— Aut(R'®R’) ;p([11) 5 ®(")=p([1]) bl l=p" (11| ®p2([1]>(d):
c e e c e
cd
ce
ad
—a ae
_ ®_a:bd
el
cd
ce
1 2 -0 0 -1 0
el o —1 ols(7 )
0 0 -1
ST b L U IO el LU O Bt U 1 00000
0 -1 0 -1 0 -1 01000 0
-1 0 -1 0 -1 0 001000
. -1 . : = . sod
R 1(0—1)0(0—1) 000 1 0 of %
o -1 o) o[-t o) (-1 0} |0 00010
0 -1 0 -1 0o —1J] |0 00001

I 00 0 0 0| [ad ad
01 00 0O ae ae
0 01 0 O Of |bd]|_|bd
0001 0 0| |bel| |be
0O 0 0010 cd cd
0O 0 0 0 0 1 ce ce



Bemerkung: Das Tensorprodukt ist im allgemeinen nicht kommutativ, bspw.

el®62=(5)®(g):

0
, aber €2®€1:((1))®(1)= (1)
0

SO~ O

Satz 12:
Ist p":G—-GL(V®V) lineare Quadrat-Darstellung von Gin ¥V ®V und {e,,..,e,} Basis
vonV undist 6EGL(V ®V) einbzgl. e,®e, kommutierender Automorphismus:

/\  0(e,®e,)=¢,®e, ,danntuterdasauch firalle u®vEV®V unabhingig
1<i, j<n T

von der konkreten Basis. AuBerdem gilt: 0-0=0=id ver=-1
Ist ferner Sym*(V):={z€V®V10(z)=z} und Alt*(V)=A*(V):={zeV @V 10(z)=—z} ,
dann zerfillt ¥ ®V in die direkte Summe V ® V =Sym*(V )® Alt*(V) mit

n(n—1)
2

n(n+1)

dim Sym*(V )= und dim Alt* (V)=

Diese Unterrdume sind G-invariant und also Unterdarstellungen von p . Sie heiflen das

symmetrische Quadrat bzw. das alternierende Quadrat der Darstellung p .

Beispiel 22:

V=<{(1,1)}>=>V@V=<{(1,1,1,1)}>={(a,a,a,a)laeC} Ist ¢EAut(V®V) ,dann gilt
o(1,1,1,1)=(A, N, A, A) und ¢(a,a,a,a)=(ha,ha,ha,ha) .Es gibtalso fast so viele
Automorphismen, wie der Korper Elemente hat (au3er 0).

¢,(a,a,a,a):=(ha,ha,ha,ha) Ar#0 sind alle Automorphismen.

Seinun 6 der Automorphismus, der das Tensorprodukt e, ®e,=(1,1)®(1,1)=(1,1,1,1)

kommutiert. Das ist die identische Abbildung: 0=¢,=id , _, .
Firalle zeV®V giltalso 0(z)=z ,also Sym’(V)=V®YV mitdim=1

und 0(z)=—z giltnur fir z=0 , AL} (V)={01={(0,0,0,0)} mitdim=0.



VRV=Sym*(V)oAlt*(V) (z=z+0)

Beispiel 23: V=C’ , ¢,=(1,0), ¢,=(0,1) =¢,®e,=(1,0,0,0),¢,®e,=(0,1,0,0) ;
€2®€1:(0,0,1,0),‘€2®€2:<0,0,0,1) Basisvon V ®V . Ein beliebiger Vektor aus

V®V hatdie Form (a,b,c,d) . 0(e ®e,)=e,®e, ;0(e,®e,)=¢,®e, ,
0(e,®e)=e®e, ,damitlautet 8 : 6(a,b,c,d)=(a,c,b,d) .

Dannist Sym’(V)={(a,b,b,d)la,b,deC} und Alt’(V)={b(0,1,-1,0)/beC}

mit  dim Sym*(V)=3 ,da (a,b,b,d)=a(1,0,0,0)+h(0,1,1,0)+d(0,0,0,1) mitden drei

Lu. Vektoren (1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1) . dim Alt*(V)=1. Jeder Vektor aus

V@V lasst sich eindeutig darstellen als (a,b,c,d)=(a, >

Alsoist VRV=Sym*(V)eAll'(V) .

Sei e,=(1,0) ,e,=(0,1) Standardbasis B, von €’ mit Standardskalarprodukt
<ulv>=u,v,+u,v, .

Sei p:Z,»GL(C’) po=pp=ide p,:=p[1]:(u;,u,)~(uy,u,) . (NB: Das
Standardskalrprodukt ist invariant unter p :fiir p, istdasklar. Fiir p, :

<py(u)lp (v)>=<p, (uy,1,) P, (v v,)> =<1y, 1)) (v, v)) > =10, vy 1, V=,V vy=<u|v>

0 1

alsoist p, und p, unitir. Thre Matrizen sind (p,)=E und (p,)= Lo

) und ebenfalls

unitér. Eigenwerte von p, sind A,=1 und A,=—1 mitden Eigenvektoren (1,1) bzw.

(1,—1) . Sie bilden eine neue Basis B, von €° . p, tauscht weiterhin die Koordinaten in der

neuen Basis: p,(1,1)=(1,1) und p,(1,=1)=(=1,1) ).

pq3Zz_’GL(([:z@CZ);le](”@V):pl(”)®pl("):pl(”1’”2)®91(V1 ’VZ):(MZ’MI)®(VZ’VI>

P
Das heif3t (ul,u2)®(v],v2)=(u1vl LUV, Un Vg ,uzvz)H(uzvz,uzvl , U, vz,ulvl) .



P

Istnun u®veSym*(C’)=>u®v=(a,b,b,d)~(d,b,b,a)ESym*(C*) .

Beweis:
n

(1) 0(u®v)= Z(x ®Z[3Jejzzn:ia[36€®e ziZB,alej®e—v®u

i=1 j=1
(2) Bg={e,®e,+e,Qeli<j} istBasisvon Sym’(V) ,denn
O(e,.®ej+e].®e,.):ej®e,.+e,.®e‘/.:>e,.®e].+e/®ei€Sym2(V) , und

Yo, (e,®e,+e,®e,) 0=>220£1] e,®e,+) a

i<j i<j

e,®e,+0, e,®e=0=0,=0=lu

zEV RV =>z= Zozuel@e und@ Za Be®e) . Ist zESymz(V)2

z@Za e ®e—2a”e,®e >0, =a, (i<j)=
z= Zoc” eQe; +ZOL Qe te; ®e) Z%aii(ei®ei+ei®ei)+zozl.j(el.®ej+ej®ei)
i<j i i<j
dh. B, istEZSvon Sym’(V) und damit Basis. Diese Basis enthilt Elemente der Anzahl

n(n+1)
2

n+ (n=1)+(n—2)+.. +1—2(n+1):d1mSym(V):

(3) B,={e,®¢;,—e¢;®e/i<j} istBasisvon Alt*(V) , denn
8(6[®ej—e_,.®e[)zej®ei—ei®ej=—(e[®e‘/.—ej®el.)=>el.®ej—ej®ei€Alt2(V) , und

Z ocl.j(el.®ej—ej®e Oﬁz o,

i<j i<j

e,®e,—a,e,®e=0=0,=0=>lu .Ist zedl*(V)=

iji
=—Z<:PZOL e ®e—Zoc e®e aii=0/\cxl.j=—0cﬁ(i<j)=>

z=) o, (e®e,—e,®e,) ,alsoist B, EZSvon Alt*(V) undalso Basis. Diese Basis

i<j
enthélt Elemente der Anzahl n—14+n—2+...+1=n n;l = n(nz—l) , somit ist

n(n—1)

dim Alt* (V)= >




o,e,Q¢e,+tan,e,®e,+o;6,Qe;+...+0,,e,Qe,+
a, e, Qe +a,,e,Qe,+ +..+a,,e,®e, +
4) zeV®V=z= ZZauel@e oy e,®@e,+ oo, @ et ta, e e, +

i=1 j=1

a,,e,®et+a e, e, +a e Qe +...+a, e e,

nn-n

n

— N i 2 ,
die Diagonalsummanden (rot) Z o, e®Qe= Z 7(6[ Re,+e®e)ESym* (V) , die an der
i=1 i=1

Diagonalen gespiegelten (blau, griin, magenta und schwarz) sind

loc e®e +1(X e®e+;a e®e+12cx e®e

iji iji

Zocuel®e toe; ®e—z 2 21 1 1

ay i<J +2(x”e/®e—zot e, Qe; +20L”el®e —Ea/lel@)e
eSym*(V) €Al (v) eSym’ (V) €Al (V)

also ist

z= Zoc” l®e+z e®e te; ®e +Z

l<] l<] 2

e®e +e.; ®e))

Z_ %O‘u(e;@ e;—¢;® ei)_lzaﬂ(e@ e/me,®¢)=
1<j

Z e Qe te; ®e +Z D j+aji>(ei®e_j+e‘j®ei)+z l(ai/_aji)(ei®ej_ej®ei>

i= i<j i<j

(5) nach Satz 6 ldsst sich p als unitdre Darstellung auffassen, sodass fiir alle g€G (pg)

unitdre Matrix ist. Diese ldsst sich durch geeigneten Basiswechsel zu einer Diagonalmatrix
umformen, deren Diagonalelemente die Eigenwerte A, von (pg) sind. Die Spaltenvektoren

sind dann die Eigenvektoren dieser Matrix. Diese Eigenvektoren bilden eine Basis von V, die hier
gewdhlt werde: e, ...,e, .Firsicgiltalso p,(e,)=he, .Seinun zeSym*(V )=

z= Zoc (e,®@e;+e;®e)=pl(z)=pi( Zoc (e,@e,+e,Q¢) Zoaij(pg(ei@)ej)erg(ej®el.))=

i<j i<j i<j

zaij(pg(ei)®pg(ej)+p ( ®pg Z Q& (X ei®)\‘jej+}\’jej®)\’iei):

i<j i<j

20k (e®e+e,®e)esym’ (V) ,dh. pl(z)eSym* (V) und damitist Sym’(V)

i<j

Unterdarstellung von ¥ ® ¥ . Ganz analog geht der Beweis fiir Alt*(V) G-invariant.



