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Manfred Horz

Die Idee von Heisenberg war nach absurden' Theorien der Quantentheorie wie dem
Rutherfordschen oder auch Bohrschen Atommodell, das Elektronen vorsah, die auf gewissen
Bahnen um den Atomkern kreisen sollten, nur messbare GrofSen zuzulassen. Auf diese Weise
entstand mit seiner Matrizenmechanik oder der Operatorentheorie die erste konsistente
Quantentheorie.

Die messbaren Groen (Observablen) wurden {iber gewisse Matrizen (quadratische Formen) bzw.
genauer iiber hermitesche Operatoren mathematisch dargestellt. Diese Operatoren sind lineare
Abbildungen eines komplexen Vektorraumes (mit Skalarprodukt) in den selben Vektorraum
(Hilbertraum) mit der zusétzlichen Eigenschaft der Hermitizitét (siehe unten). Die Vektoren selbst
stellen quantenmechanische Zustiande dar.

Um das etwas konkreter zu sehen, soll das einfache Beispiel eines Photons oder Elektrons
genommen werden. Ein Elektron hat einen Spin, der so etwas dhnliches ist wie ein
Eigendrehimpuls, aber eben nur dhnlich. Der Spin ist eine Eigenschaft, die in der klassischen
Physik nicht vorkommt und typisch fiir die QM ist. Dieser Spin kann gemessen werden.

Die Messung ist in der QM (und auch in der klassischen Physik) eine Wechselwirkung zwischen
einem Messgerdt und dem System (hier dem Spin des Elektrons). Der Drehimpuls L eines
Massenpunktes in der klassischen Physik wird durch einen dreidimensionalen Vektor dargestellt.

1 Die Absurditét bestand in Folgendem: das Gesetz der elektromagnetischen Theorie behauptete, dass elektrisch
geladene Teilchen (wie das Elektron), die eine Beschleunigung erfahren (hier die Richtungsanderung auf den
Kreisbahnen der Elektronen um den Kern), Energie abstrahlen miissen. Das stand im Widerspruch zu der empirisch
bekannten Stabilitdt der Materie. Denn das Elektron miisste sonst sehr schnell mit dem Atomkern kollidieren. Bohr
forderte daher, dass nur gewisse Bahnen erlaubt seien, auf denen keine Energie verloren werde. Nur beim Wechsel
auf eine andere der erlaubten Bahnen wiirde entweder Energie (Photonen) abgestrahlt bzw. absorbiert. Diese
Adhoc-Theorie war zwar erfolgreich, aber unplausibel. Denn die Behauptung, dass ein Elektron auf einer erlaubten
Bahn keine Energie abstrahle, war dogmatisch und in Widerspruch zur elektromagnetischen Theorie. Das Problem
war die Bahntheorie iiberhaupt.



L=xX(mv)=xXp .Dreht sich der Massenpunkt in die andere Richtung (im Uhrzeigersinn),
alsomit —v sohat L die entgegengesetzte Orientierung. Er hat also bei festem Betrag der
Geschwindigkeit und festem Betrag des Radiusvektors (und fester Masse) genau zwei Werte.

L,
Als Vektor hat er drei Komponenten L= L > wobei etwa fiir die z-Komponente gilt:
LZ
D« X
L,=p,y—p,x mit p= p, und x=| y | .Im obigen Schaubild ist nur die z-Komponente L,
p, z

vorhanden. Wird sie normiert, so hat L, nur die Werte 1 (zeigt nach oben) oder -1 (zeigt nach
unten). Bleibt die Drehung in der gleichen Drehebene und auf der gleichen Kreisbahn um den
Ursprung mit gleicher Winkelgeschwindigkeit, so bleibt der Drehimpuls erhalten.

Ist die Drehebene nicht die x,y-Ebene, sondern die y,z-Ebene, so zeigt der Drehimpulsvektor in
Richtung positiver x-Achse (bei sonst gleichbleibenden GroRen). Analog wére dann Ly = 1 und bei
entgegengesetzter Drehrichtung -1. Bei beliebiger Drehebene setzt sich der Drehimpulsvektor (wie
immer) aus den drei Komponenten zusammen: L=L,e,;+L e,+L, e,

Der Eigendrehimpuls sozusagen (genauer der Spin o ) des Elektrons lasst sich auch aus den drei
Komponenten o©,,0,,0, zusammensetzen’. Doch dazu spéter.

Wie misst man eine solche Spinkomponente? Das Stern-Gerlach-Apparat ist dafiir geeignet.

Er besteht aus einem Strahl von Silberatomen (im Vakuum um Stérungen durch Kollisionen zu
vermeiden), die entlang eines inhomogenen Magnetfeldes laufen und auf einen Schirm auftreffen.
Die neutralen Silberatome besitzen durch das dullerste 5s-Elektron ein magnetischen (Dipol-)
Moment u , das mit dem Magnetfeld interagiert und in der Regel werden die Silberatome
dadurch abgelenkt.

Da das genannte Elektron keinen Bahndrehimpuls L hat , miisste es sein (klassisch gedachter)
Eigendrehimpuls s sein. Stellt man sich vor, dass das Elektron kein Punktteilchen ist’, so wiirde
die Ladungsverteilung des Elektrons* mit der Ladung e fiir das magnetische Moment verantwortlich

2 Hier fehlt genau genommen zunédchst noch die Identitét (siehe spéter)

So wie man es heute sieht im Gegensatz zu friiher

4 Das Elektron ist von einer Wolke virtueller geladener Teilchen-Antiteilchen-Paare umgeben, die sein
Eigendrehimpuls anschaulich machen kénnten und die seine Ladung definieren.
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sein analog zu einer Ladung, die auf einer Kreisbahn, deren Kreisfldache A ist, das Moment

-

H=- L besitzt, wobei m. die Masse des Elektrons wére und L. der Drehimpuls.

e

Das Magnetfeld, das davon erzeugt wird, ist einem Stabmagneten S sehr dhnlich.

* L

Wire das externe Magnetfeld B=B,
V B z -Achse
|""k'f;
M "’/ y
X

nicht inhomogen, also homogen a—Z: 0 , wiirde sich der ,,Stabmagnet” S nur langs des Feldes B
z

0
ausrichten, so aber erfdhrt er noch eine Kraft F Z:,uza—z nach oben bzw. nach unten, je nach
z

der Orientierung von pl,.

Ist S parallel zu B, I F  so wird er oben o auf dem Schirm landen.

Ist S antiparallel, so landet er unten u: C:ﬁ

F
Liegt er schrag % in der y,z-Ebene, so ist die Kraft nur noch das cosa —fache .

In diesem Fall sollte das Silberatom unterhalb von o, aber oberhalb der Mitte von o und u zu liegen
kommen.

Liegt p beliebig im Raum, so ergibt die Projektion auf die z-Achse die Kraft F,.




Da das magnetische Moment p der Silberatome zuféllig verteilt ist, so wére zu erwarten, dass die
Silberatome auf dem Schirm zwischen o und u jeden Punkt einnehmen:

Dem war aber nicht so. Sondern es gab nur Punkte rund um o und um u.

o (up)

u (down)

) 4

(1)

Dreht man die Apparatur, so dass sie langs der y-Achse liegt

so findet man die Spuren der Atome rechts oder links

4._>
left right

Entsprechendes gilt bei Orientierung des Messapparates ldangs der x-Achse:

out



Zur Vereinfachung soll nun der betrachtete Messapparat schematisch dargestellt werden:

Wird ein einzelnes Atom betrachtet, so gibt der Apparat A (auch Analysator) je nach Ausrichtung
des magnetischen Moments des Atoms einen von zwei Zustdnden an, deren Projektion auf die
Ausrichtung von A entweder parallel oder antiparallel ist. Man beachte jetzt aber, dass die
Projektion nur angibt, ob sie parallel oder antiparallel ist; sie hat keine variable Lange wie die
Projektion eines Vektors je nach Winkel a. Es ist sinnvoll, jedem Zustand (dem ,,Spin*
eine Zahl 1 oder -1 zuzuordnen, 1 fiir parallel und -1 fiir antiparallel. Man kann dann das

Messergebnis auf dem Apparat notieren:

Das gilt fiir jede Orientierung des Apparats. Die Werte werden nur 1 bzw. -1 sein.

o) daher




Man konnte es sich noch einfacher machen: der rote Pfeil fiir den Apparat mit dem Messergebnis
wiirde reichen:

¢

oder bspw. \‘

Anstatt des Apparates kdnnte man auch das Teilchen (Atom) in entgegengesetzte Richtung drehen.
Es kommt ja nur auf den Winkel zwischen der Achse a und dem magnetischen Moment . an:

Was wiirde dieses Ergebnis der Aufspaltung in zwei Strahlen (oben und unten), also mit Apparat A
in z-Richtung orientiert, klassisch interpretiert bedeuten? Der fiir die Aufspaltung verantwortliche
Term p bzw. . hatte nicht beliebige Richtungen, sondern nur eine Projektion 1. in Richtung der
positiven z-Achse und eine Projektion in Richtung der negativen z-Achse. Der z-Spin ist also
gequantelt in seiner Richtung. Diese Quantelung zu nur einer z-Richtung (bspw. up) muss aber

Ergebnis einer Interaktion gewesen sein, der Interaktion der zu B parallelen . mit dem Apparat A.

Diese Interaktion hat offensichtlich den z-Spin unifiziert. Ein zweiter Apparat, der hinter den oberen
Teilchenstrahl mit o,=1 nochmal misst, ohne sonst etwas zu verdndern, wird den oberen Strahl

nicht mehr aufspalten, sondern nur noch etwas weiter nach oben durch das zweite identische
Magnetfeld ablenken und zwar wieder zu einem Punkt, d.h wieder o©,=1 ergeben. Die zweite

Messung bestdtigt also die erste.

Dreht man nun den Apparat um 90° in Richtung der positiven y-Achse und misst wieder (ohne
sonst etwas verdndert zu haben), so misst man den Spin ¢, in y-Richtung und bekommt entweder

den Wert 1 oder -1. Das ist aber sehr seltsam. Denn man wiirde bei obiger Interpretation doch
erwarten, dass der gedrehte Apparat den Teilchenstrahl mit ausschlieflichem Spin o ,=1

verschlucken wiirde. Denn es gilt doch offensichtlich, dass «,=0 ist. Das kann aber doch nicht
der Fall sein, wie sollte sonst o ,=1 bzw. 0 ,=—1 sein konnen, dazu muss doch eine u, -
Komponente ungleich Null noch existieren.

Moglich wire, dass nicht die verschiedenen }.. , sondern die Kraft F, = uzg—B gequantelt wurde
z

zu einer eindeutigen konstanten Kraft, durch den Wechselwirkungsprozess, die z-Komponenten der
magnetischen Momente aber gleich blieben. Das wiirde bedeuten, dass es bis auf den Fall, dass



u exakt parallel zu B ist, das Moment eine nicht verschwindende y-Komponente hitte, so
dass die Kraft F =u yg—B wieder unifiziert wird durch die Wechselwirkung mit dem gedrehten
y
Apparat und das Ergebnis o ,=1 bzw. o ,=—1 zeitigte.

Das heilst, dass der obere Strahl nach der ersten Messung unverdndert blieb und in der dritten
Messung eben die y-Komponenten der magnetischen Momente maRl auch hier ohne Verdnderung
der magnetischen Momente links und rechts plausibel.

Positioniert man nun zwei weitere Apparate identisch mit dem ersten in z-Richtung, sodass jeder

Apparat den jeweiligen Teilstrahl rechts und links misst, so sollte jeder der beiden Apparate nur
o,=1 ausgeben, da der eine nur die rechten oberen Momente und der andere die linken oberen

Momente misst. Das Ergebnis ist aber wieder jeweils o,=1 bzw. o,=—1 . Und das bedeutet,

die obige Interpretation funktioniert nicht. Der Spin ist eben kein Eigendrehimpuls im klassischen

Sinn.

Im iibrigen ist aber L=0 fiir das dusserste Elektron®, sodass auch das magnetische Moment hitte

Null sein miissen, und zu erwarten wére dann ein einziger Fleck in der Mitte.

Das magnetische Moment konnte also nicht vom Drehimpuls, weder vom Bahndrehimpulses noch

vom Eigendrehimpulses herriihren.

Erst Pauli® vermutete, dass das Elektron noch eine weitere Quantenzahl besitzen miisste, neben den

drei der Energie E des im Atom gebundenen Elektrons, L und L, :der Spin, der nur zwei

Werte zulieB8. Goudsmit und Uhlenberg (Leyden), die diesen vierten Freiheitsgrad (vielleicht

ungliicklich) als ,,Eigenrotation“ ansahen, als Spin S, mit den Eigenwerten S,==+ lh , ordneten

-

dem das magnetische ,,Spinmoment“ u, mit u = S-g und g, dem beriihmten Landé-

e

Faktor (auch gyromagnetischer Faktor), der ungefihr den Wert 2 hatte’, zu. Vergleicht man das mit

der obigen Formel u =2L L , so féllt auf, dass L durch den Spin S ersetzt wurde mit dem
m

e

V4

zusidtzlichen g-Faktor. Da dann mit S :i%h nur zwei Werte in Frage kommen, gilt das auch fiir

die das magnetische Spinmoment u ==+ hﬁ- g und also auch fiir die wirkende Kraft

[

Was passiert, wenn nach der ersten Messung, sagen wird in positiver z-Richtung, der Spin zu 1

(gemessen in der Einheit %h) festgestellt wurde, und nun der Apparat in der y,z-Ebene, also um

die x-Achse als Rotationsachse um 6 gedreht wird und nun ldngs der Achse a liegt, und

5 Stern und Gerlach hatten L =1 angenommen und hatten fiir den diskreten Fall n=2L+1 ,alson=3
Flecken vermutet. Bei richtiger Annahme L =0 hiitte sich nur ein Fleck zeigen diirfen. Es waren aber zwei!

6 Zusétzlich kam noch das Pauli-Prinzip, das Ausschliefungsprinzip fiir Fermionen hinzu: Fermionen (Elektronen
sind auch Fermionen) konnen nicht in allen Quantenzahlen identisch sein. Sind alle drei Quantenzahlen identisch,
so miissen sich zwei Elektronen dadurch unterscheiden, dass ihr Spin verschieden ist.

7  Der g-Faktor ist fiir das Elektron mit dem Wert 2,0023193048 theoretisch gemél der QED abgeleitet und
experimentell mit 2,00231930436256 gemessen worden.



dann nach der Drehung
(1] Q>

wieder 1 zeigt? Ist 6=30° , so wird dieses Ergebnis empirisch in ungefahr 93% aller Félle
angezeigt und in den iibrigen 7% der Félle als -1. Ist 6#=90° , so ist die relative Haufigkeit fiir
1: h(1)=0,5

Allgemein ist bei einem beliebigen Winkel die relative Haufigkeit fiir 1 cosz% und fiir -1

sinzg . Ist der Winkel 0°, bleibt also das Messgerat unverandert, so zeigt er mit Sicherheit die 1,

da cos0'=1 , wie oben behauptet.

Was lauft da ab, wenn sich der Spin (er soll jetzt o genannt werden) so seltsam verhélt? Da der
Strahl vor der Messung nicht wissen kann, wie das Gerét orientiert ist und das Messgerat nach der
Wechselwirkung mit den Teilchen des Strahls nur 1 bzw. -1 anzeigt, mit den gerade angegebenen
Wahrscheinlichkeiten, so kann die Eigenschaft Spin vor der Messung noch nicht festgelegt gewesen
sein. War der Spin also da noch virtuell? Die Messung hétte ihn dann einen der beiden Werte real
zugewiesen, so dass er beispielsweise 1 war. Dass er jetzt real ist, zeigt eine zweite Messung mit
identischer Orientierung des Messgerdts. Wenn das Gerit jetzt gedreht wird, dann hat der Spin noch
den Wert 1, also hier ,,spin up“ (o,=1) , aber eine erneute Messung mit dem gedrehten Gerét

verdndert jetzt den Spinzu o,=1 oder o,=—1 . Dreht man das Gerit wieder zuriick in die
erste Position, so zeigt es nicht unbedingt wieder o©,=1 an, wie wir oben gesehen haben, sondern

kann auch o,=—1 anzeigen. Die Wahrscheinlichkeit fiir o,=1 ist wieder cos2% . Das

Teilchen muss also eine Art Gedachtnis haben fiir seinen letzten Zustand, aber nicht fiir seinen
vorletzten (ersten). Der ist durch die zweite Messung (also des rotierten Gerdts mit der Achse a)
ausgeloscht worden. Er hat genau genommen ein Kurzzeitgedachtnis fiir zwei Ereignisse: 1. sein
voriges Ergebnis und 2. die letzte Position des Gerdts. Beide Informationen miissen dem Strahl nach

der Messung inhérent sein: P (o

salo=1)=cos’G2(z,a)) P, (0,==1)=sin’(F+(z,0)

Bei der Photonpolarisation ist das Resultat ganz dhnlich, nur geht da nicht % ein, sondern €
Ich vermute, dass der Spin der Teilchen wesentlich aus dem Spin der vielen virtuellen Photonen®
sich aufbaut und zwar der Photonen, die das Teilchen konstituieren. Ich hatte die These vertreten,
dass das Elektron ein Raum-Enklave aus gleichspinigen Photonen sind, woraus sich nicht nur die
Ladung, sondern auch die Masse des Elektrons relativistisch ergiben wiirden®.

Eine Analogie mdochte ich hier auch noch erwdhnen: die Bewusstseins- bzw. die Begriffsbildung.

8 Vielleicht noch mit anderen Komponenten

9 Auf das Higgsteilchen bzw. das Higgsfeld konnte man dann verzichten. Das grundlegende und einzige Feld wére
das Quantenvakuum. Eine Folge davon miisste sein, dass jede Gravitationswelle auch eine EM-Welle wére und
umgekehrt, allerdings mit sehr unterschiedlicher Stédrke, wobei fiir die EM-Welle der Spin der Photonen
verantwortlich waére.



Zur Konstitution eines Begriffs fiihrt eine Folge von Schemata, die Schemata von
Erinnerungsspuren erlebter Situationen des vorsprachlichen Kindes sind. Allerdings werden die je
ndchsten Schemata gebildet, indem das letzte Schema mit der ,jetzt“ erlebten Situation integriert
werden. Aus einem Schema und einer Situation entsteht ein neues reicheres Schema, das allméahlich
sich zu einem Begriff formiert.

Zuriick zum Spin. Wie lassen sich die Ergebnisse mathematisch beschreiben? Man verwendet dazu
einen Hilbertraum, einen komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt.

Im Falle des Spins reicht ein zweidimensionaler Raum V aus. Als Basisvektoren lassen sich die
beiden Zustinde beziiglich der z-Achse wihlen: |u) , |d) . Man nennt sie Ket-Vektoren nach
Dirac. Das Skalarprodukt (inneres Produkt) wird ebenfalls mit der Dirac-Notation mithilfe des
dualen Vektorraums V* durch (u| und (d| aufgespannt. Wendet man einen dualen Vektor
(der eine lineare Abbildung des Vektorraums auf seinen Korper, also hier € ) auf einen normalen
Vektor an, so erhilt man einen Skalar, eine komplexe Zahl, man schreibt bspw. anstatt  { u|(|d ))
kurz (u|d) . Der Vektor |u) kann als Linearkombination von |u),|d) geschrieben

werden: |u)=1:|u)+0-d) .In dieser Basis hat dieser Vektor die Darstellung |u >=(é) .

Entsprechend gilt | d >=((1)) . Fiir einen beliebigen Vektor |x ) ausV gilt:
|x)=a,|u)+a,|d) mitkomplexen «,,a,€C . Erhat dann die Darstellung | x >:(gu)
d
Die duale Basis (u| , (d| sind folgendermaBen definiert:
(uld):=0  (dju):=0 (u|u):=1 (d|d):=1 .
Gilt fiir zwei Vektoren |x),|y )€V (x| y)=0 , so heiRen sie orthogonal.
Gilt fiir einen Vektor |x )€V (x|x)=1 , so heiBt der Vektor normiert.
Die Basis |u),|d ) istalso eine Orthonormalbasis von V.

Ebenso ist (ul,(d| eine Orthonormalbasis von V*",

Hat der Vektor |x ) die Darstellung |x >:(gu) ,so gilt fiir den dualen Vektor { x|
d

{x|=a,(u|+a,{d| ™, wobeidie mit* bezeichneten komplexen Zahlen die konjugiert

komplexen sind. Seine Darstellung schreibt man als Zeilenvektor (¢, ;) und das
Skalarprodukt, das eine Sesquilinearform ist, fiihrt man dann als Matrixmultiplikation aus:

* * * * 2 2 . . . .
(x| x >:(au,ad)'(gz)=auau+ agzo,=|a, +‘ad ‘ . Dieses Ergebnis erhdlt man auch, ohne die

Darstellung zu verwenden. Dazu muss man beachten, dass die Sesquilinearform im ersten Glied
nicht homogen ist, es gilt: (ax|y)=a (x|y) ,im zweiten ist sie homogen:
(x|py)=p(x|y) ©? .Damitgiltmit |x)=a,|u)+a,|d) :

(x]x >=<auu+add| aura,d)=a,a,ulu)+a,a,luld)+a,a,ld|u)ra,a,ld]d )=

10 Der Dualraum V** zum Dualraum V* ist isomorph zu V, kann also mit V identifiziert werden.
11 Siehe Bra-Ket-Notation, Seite 3
12 Man konnte es auch umgekehrt wahlen.


http://philmath.org/wordpress/wp-content/uploads/2019/05/Isomorphie-von-Vektorr%C3%A4umen-gleicher-Dimensionim-Kontext-der-QM.pdf

a,oFa,a, .

Esgilt (x|y)=(y|x)" ,dennsei [x)=a,|u)+ay|d) und |y)=p,lu)+pq|d) :
<x|y>=<auu+add|/)’uu+/3dd>:a:/3u+a2/3d und

ylIx) =B utBdlautra,d) = Baq+Bia,) =Ba+Biai=xly) .

Daraus folgt, dass (x| x)€R ,denn (x|x)=(x|x) .

Weiter gilt: (x| x)>0 ,denn (x|x)=a,a,+aja =, +o =0 .

In der Darstellung gilt weiter: (u|d >=(1,0)'((1)):O+O=0 und

<u|u>=(1,0)-(é)=1+0=1 und <d|d>=(0,1)‘((1))=0+1=1 , was ja schon per Definition klar

ist.

Da ergibe sich schon eine Anwendung: (u|u)=1 lieRe sich interpretieren: Ergab die erste
Messung |u) und wurde nochmal direkt gemessen, so ergab sich wieder |u )
mit der Wahrscheinlichkeit 1.

Und (d|u)=0 hitte die Interpretation: War die erste Messung |u ) , dann ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass die direkte zweite Messung |d ) ergibt: 0, also unméglich.

Diese Interpretation ist aber noch etwas verfriiht.

Betrachtet man ndmlich die Folge:

1. Messung: |u)

2. Drehung um 90° und Messung: |r ) , also das Geriit zeigt 1, so war die Wahrscheinlichkeit

dafiir 0,5.

Stellt man |r )€V als Linearkombination (LK) der Basisvektoren dar, so hat man
Ir)=au)+a,ld) .

Fir (r|r) ergibtsich (r|r)=a,a,+a,a, ,dasicher ist, dass eine zweite Messung wieder

|r) , wenn die erste bereits |r ) war, miisste das Ergebnis 1 sein: (r|r >=a2au+a2ad£1 i

*

u

Was ergibt sich fiir die obige Folge? (r|u >:<auu+add lu)=ca,ulu)+a,ld|u)=a

Das miisste aber dann 0,5 sein. Das gleiche folge fir ¢, , wenn man die Folge (r|d) wahlt.

Dann wire aber  (r|r >:a:au+a2ad:%+%:%¢1



Diese Interpretation ist also falsch.

Wihlt man hingegen fir (u|u)=1 die Interpretation, dass |(u|u )| die Wahrscheinlichkeit
angibt, erhdlt man auch das richtige Ergebnis 1.

22

1 1

2 2

*

ay

Was gilt dann fiir  |(r|r)f 2 |(r|r =1 , also richtig.

Daraus folgt noch weiter, dass (r|r)=a,a +a,a d:%+%: 1 , was fiir alle Vektoren gilt:

(x| x)=1 , denn laut Interpretation muss ja gelten |(x|x )[’=1
=>|(x|x)|=1=(x|x)=1V(x|x)=—1=(x|x)=1 ,da (x|x)=0 .
Jeder Vektor ist also normiert.

Wihlt man also die Interpretation, dass |<x |y >|2 die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass das
Ergebnis der 2. Messung |x ) , wenn das Ergebnis der 1. Messung |y ) war, so sieht es ganz
gut aus.

DenTerm (x|y) nennt man die Wahrscheinlichkeitsamplitude. Erst ihr Betragsquadrat
x|y )" ist die Wahrscheinlichkeit P, (x) .

Multipliziert man |u) mit |x)=a,|u)+a,|d) : <u|x>=<u|(au-|u>+ad-|d>)=a
erhilt man die Komponente «, von |x) .Multipliziert man |d) mit

|x )=a,|u)+a,|d) , bekommt man die zweite Komponente von «,; von |x) .

Esgiltalso «,=(u|x) und a,=(d|x) . |x) kann also auch geschrieben werden in der
Form |X>=|U>< [x)+ld){d|x)=(lu)lul+d){d])]x) *

Demnach kann auch die Wahrscheinlichkeit anders geschrieben werden:

=lulx)f = f=aa,=xu)lulx)  P(d)=ld]x)] =ja =asa,=(x|d)d]x)

Wie stellen sich nun die Vektoren |r) und |I) in der vorgegebenen Basis dar?

Man kann schon mal sagen, dass |r )=a,|u)+a,|d) mit «a,,a,€C . Wie sehen die

1
Komponenten «,,#,€C konkreter aus? «,=(u|r) und |au|2=P,(u) DRG]

J 2
Da fiir jede komplexe Zahl z mit z=re'’ gilt |z/=r und umgekehrt fiir ein gewisses ¢ |, so
. 1 ip . . . . . . 1 iy .
ist a, =—=e " fiir ein gewisses . Gleiche Argumentation fir «,: «a,=—=e "’ .Also gilt
u \E g @ g d d \/E g

|r >:% e’ lu >+%ew~| d) .Die ,Phasenfaktoren e' bzw. e’ haben mit dem Betrag 1

13 Der Klammerausdruck wird spéter als Einsoperator identifiziert werden.



keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten (also dem physikalisch Relevanten):

P(u)=a,a, ,wemn |x)=a,|u)+a,;|d) . Seinunzmit |z=1 ein Phasenfaktor, dann
ist z|x)=za,|u)+za,|d) und die Wahrscheinlichkeit

P, (u=(za,) za,=a,z za,=a,a, ,da z z=1 . Also P (u)=P,(u) .

Gleiche Argumentation fiir P,(d)=P,(d) .Den Phasenfaktor kann man also jeweils auch

weglassen und demnach schreiben: |r >— 5 |u >+ 5 1d) .

[)=B,lu)+Byld) Esgilt (r|l)= O:Tﬂwzﬁd-o:ﬂ +B,=0 ,also
=f - — = =4 B =4 :l:> :L_ 10,

D=plu)=BAd) . 1=0=pLBB.6.= B ub=5=B,=e
_ 11

|l>—ﬁ|U> ﬁ|d> :

Man kann also auch |r),|I) als Basisvektoren wahlen. Auch sie bilden eine Orthonormalbasis, da
sie zueinander orthogonal und jeweils normiert sind.

Die Bestimmung der Komponenten wird fiir

lo)=y,|lu)+y,;|d) |i)=06,|u)+6,|d) etwas komplizierter.

uli)=(uld, u+d,d)=0, =|u i>—i d,|»0,=—=e'” . Also kann gewahlt werden
< ‘ u d u

E\H

\/,
5 =L .Analog mit (d|i)=0,:0, _\F

"2
_ 1
=(0,u+d,d|— u+ _6 _6 =(rli)=

1 1 2
2 2

z+z =0 fir z=a+ib und z =a—ib=>z+z =2a=0=>a=0=2z=ib

Ist o,real=9,real ,wdre dann auch J,real=z=49,0,real Widerspruch zu z=ib , also
muss O, imagindr sein , wenn O, real ist.



1
ﬁ (real).

Man kann bei 6u=% '’ den Phasenvektor ignorieren (siehe oben), also 0,=

Alsoist 0, imagindr.

Es ist analog 6d=%e“” . Alsomuss e'” gleich i oder -i sein. Wahle i:

1 1.

i)j=—|u)+—=i|d

li) @\ ) 5 |d)

<| > <\/— +\/—_1d yuty.d)= J2y” \/—ydl also <o\> }yu \/1 ydl und

—/3 . _1 * 1 * 1 * . 1 *, _ * *\ . * *

—<1|0><0\l>—§yuyu+5ydyd—gyuydljydyul=0—1—(ydyu—yuyd)l=—l—ydz/u—yuyﬁ
S —n -n

2
2ib:—i2b:—%zyuy2:%i

i0

wol=luly,usyud)=y, =y =lulof =t =y, =L waie y,=L

%1—3/ = \/~yd = \/E \/1_1:«yd \/Eli und damit hat man endlich:

o}=—lu)=ild)

Auch diese Vektoren bilden eine Orthonormalbasis.

Man kann also alle Vektoren in dieser Basis als LK angeben. Addiert man die beiden LK von

. 1. 1 .
i) und |o) auf, erhdlt man +|o —|i)+—=|o) . Subtrahiert man
/i) und [o) \>\>f\>|>@|>¢2\>

lo) von |i) ergibt das: \i>—|o>:%i|d>=|d>:%\i>+%\o> .
Ein beliebiger Vektor in der Basis |u),|d) : |y)=a,|u)+a,|/d) wird so in der Basis

i),

0> zu: |w>=%(au—iad)|i>+%(au+iad)\o> .

Alles, was man in der Quantenmechanik tatsichlich messen kann (Observablen'), wie
beispielsweise den Spin mit dem Stern-Gerlach-Apparat, wird mit linearen Operatoren
beschrieben.

14 Beobachtbare GroRe (Heisenberg)



Die Ergebnisse der Messung werden begrifflich als Zustand und mathematisch als
Zustandsvektoren gefasst. So wird der Zustand eines Silberatoms, das durch das inhomogene
Magnetfeld abgelenkt wird als Zustand ,,oben” (bzgl. der z-Achse) und ,,unten“ beschrieben und
mathematisch als Zustandsvektor [u) bzw. |d) im Hilbertraum ausgedriickt.

Lineare Operatoren O sind lineare Abbildungen vom Hilbertraum V=% nach H ;sie
ordnen also einem Zustandsvektor |x) einen weiteren Zustandsvektor |y) zu:

x/rly)=0(lx)) .

Sie konnen in einer gegebenen Basis als Matrizen M=0 dargestellt werden. So ist bspw.

A

SZZEUZ ein Spinoperator, der den Spins die z-Komponenten zuordnet, wobei ¢, eine Pauli-

z

Matrix ist:

s}(|u>):=§|u> und §Z(|d>):=—§|d> und jedem Spin
$,(a,|u)+a,ld)) b a,$,(ju))—a,s,(|d) .So ordnet er dem Spin |r) zu:

A a1 1 h h _h
5=l )=, )+ =P = 2

Wihlt man die Basis |u),|d) , dann haben deren Vektoren in dieser Basis die Darstellung

\u>':((1)) und |d>‘:((1))

Zur Darstellung des Operators: Sei der Einfachheit halber e,,e, Basisvon JH und

O:x»>0(x)=y und x=x,e,+x,e, und O(e,)=a e, +a,e, O(e,)=p,e,+p,e, ,dann

A

ist O(x)=0(x,e,+x,e,)=x,0(e,)+x,0(e,)=x,(a,e,+a,e,)+x,(S,e,+f,e,)=

(a1x1+/31x2)e1+(a2xl+/32x2)ez‘:(alX1+/3)1X2):(051)X1+(g1)x2::(051 ﬁl)-(xl)
X

o, X1+ X,

Der Vektor O(x) lisst sich also in der gewdhlten Basis darstellen als M -(X 1)2 (a 1 B 1)- (X 1)

O(el)é(ef)

v

a, /3)2

M

Man schreibt manchmal auch etwas ungenau M -x=(a1 p 1) -(Xl) .




Wie lautet die Darstellungsmatrix fiir §, ?

Al 0 A~ h(1 O 7
d)=>= ->— =—
) ( ) ,also s, 2(0 _1) o

Ich gebe die anderen zwei Pauli-Matrizen einfach an: (2 é) =0, und ( .

. . 3 3 h O 1 3 h O _i
d t h herleiten. Al > d s,27
werde sie spéter noch herleiten. Also S 2(1 O) und s, 2(1' 0)

Der Spinoperator setzt sich aus diesen Komponenten zusammen:  $=($,,§),5,)

A

Ein anderes wichtiges Beispiel fiir einen Operator ist der sogenannte Hamiltonoperator H.

Er symbolisiert die Energiemesswerte. Dem Zustandsvektor |1/J (t)> wird mithilfe des

Hamiltonoperators der Zustandsvektor H |v) zugeordnet mit H |1/)(t)>:i hi|w(t)> 15

ot

y(t) ist dabei die Wellenfunktion. Durch die Schrédingergleichung kénnen z.B. die
Energieniveaus (Eigenvektoren s.u.) berechnet werden.

Was fiir die Quantenmechanik sehr wichtig ist (und nicht nur fiir sie) , ist eine spezielle Eigenschaft
von Operatoren, ihre sogenannten Eigenvektoren.

Ein Eigenvektor ist ein Vektor ungleich dem Nullvektor [0) '°, dessen Bild unter dem Operator
nur ein Vielfaches des Urbildes ist:

O(|x))=2,|x) ,wobeiman A €C den Eigenwertzu |x) nennt.
Diese Eigenvektoren reprisentieren stabile Zustinde'’.
Wihlt man wieder den Operator §, und setzt die Gleichung s, (|u))=A,|u) an,
erhalt man §|u>:lu\u>ziu:§ . g ist also der Eigenwertzu |u) von S,

N h n
d)=2ld) =)= 2 Ja)= A=

A

S

—g ist der Eigenwert zu |d) des Operators

z

Man mochte aber samtliche Eigenvektoren eines Operators kennen.Man bestimmt zuerst die
Eigenwerte und dann die zugehorigen Eigenvektoren:

x))=A

X8 (aluprald) =, o ured) o b a )= ald= A, u+2,0,0d o

15 Diese Differentialgleichung wird Schrodingergleichung genannt.

16 Der Nullvektor wird ausgeschlossen, damit O (|o))=lo) o) (]0))=A|0) unendlich viel Lésungen hat.
17 Ist der Zustand ,,up®, so misst der Apparat, wenn sonst nichts verdndert wird, wieder ,,up“.



(% au_lxau)luﬁ(_gad_lx ad)|d>:‘o>linearun:’abha“giggauzlxau/\gad:_l){ad .Da
|x)#]|0) gilt

o, 70V a,;#0 . Ist au;éO:)LX:g , ist ad;ﬁO:')Lx:—g . g

einzigen Eigenwerte.

N | S
>

Zur Bestimmung der dazugehorigen Eigenvektoren: Sei A, =

Lo fu—2a,la=2a

| I
2 2

u+s agld)==2a,ld)=[0)=a,=0=|x)=a,lu)

Da mit einem Eigenvektor auch immer das Vielfache des Eigenvektors wieder Eigenvektor ist,
wihlt man als den Eigenvektor den mit Norm 1, also  |x)=|u)

Sei nun AX:—E

N h h h h h
)=t u L )= o) ) 02, ) =10) = o, =0 =)=t

also ist zum Eigenwert —g der (normierte) Eigenvektor |x)=|d) .Demnachsind |u),

die einzigen Eigenvektoren von s, . Die Eigenwerte 57y sind die einzigen

»Messwerte“' die die z-Komponente des Spins annehmen kénnen.

Den genaueren Zusammenhang von Mathematik und empirischer Physik ist am Beispiel der z-
Komponente des Spins in der Tabelle angegeben.

dj

und —g sind die beiden

b

Zusammenhang von Mathematik (theoretischer Physik) und (empirischer) Physik

Mathematik | Operator s, Eigenwerte von s, Eigenvektoren von s,
(Zustandsvektoren)
h R ju) |d)
2 2
Physik Observable s, MafRzahl 1 Mafzahl —1 Zustand Zustand
(z-Komponente MalSeinheit Fleck oben |Fleck unten
des Spins) 2:3,291110‘%\/5 MaReinheit g
Spin-Maf§ g Spin-Maf} —g

Wie sieht der Zusammenhang zwischen der Anwendung des Operators auf einen Zustandsvektor

einerseits und der Messung der Observablen andrerseits aus?

18 Man konstatiert mit dem Messgerat natiirlich nicht 1 und -1, sondern ,,oberer Fleck” und ,,unterer Fleck“ und

bezeichnet die Zustdnde mathematisch mit den Zustandsvektoren |u> und |d> und berechnet dann die Werte

] bzw. _k
2 2




Bspl:

Operatoranwendung: s, (|d))=— g d)

Messung: Apparat in z-Richtung; Silberatom-Strahl zeigt nach unten (Praparierung) -|d)
Ein zweiter Apparat des ,,unten“-Strahls misst wieder ,,unten®: —)\d >

—§|d ) und |d) zeigen den gleichen Zustand (Fleck unten) an.

Hier sieht es so aus, als ob die Operatoranwendung direkt den Messprozess widerspiegelt.
Bsp2:

Operatoranwendung:

1 . 1 . _h fi _h
s,(|r))=5, (M NG} —|d)) =R (Ju))+ ESZ(|d>)—m|U>—2—&|d>—E|1>

Messung: Apparat misst in y-Richtung, Fleck erscheint rechts auf Schirm (Préparierung) -|r)
Ein zweiter Apparat in z-Richtung empfangt den ,,rechts“-Strahl und auf Schirm
erscheinen wieder zwei gleich groBe Flecken, oben und unten. Die Wahrscheinlichkeiten
fiir ,,oben® ist 50% und fiir ,,unten“ ebenfalls 50%.

Das Messergebnis ist sicher nicht ,links“! wie die Operatoranwendung suggerieren wiirde, falls
eine eindeutige Beziehung bestiinde zwischen Physik und Mathematik.

Eine direkte Beziehung besteht nur, wenn die Zustandsvektoren [u) bzw. |d) , d.h. die
Eigenvektoren von s, sind.

Der Eigenwert zu s, :g((l) _01) ist g mit Eigenvektor |u>=((1)) in der Basis  |u),|d)

bzw. —g mit dem Eigenvektor |d) :((1))

A

Der Zusammenhang der Spinkomponente s, des Spinoperator $=(s,, S, $,) und dem

magnetischen Moment g, ist:

X

gezis mit dem Landé-Faktor g,~—2 . Dabei ist 52% die Spinquantenzahl,

m=x+s= i% die magnetische Spinquantenzahl und maA=*sh= i% h wie bereits gesagt die
Eigenwerte von s,
Die Messung der Observablen s, wird durch das Spin-Maf} i% h  gegeben, das die Eigenwerte

des Operators s, sind.



Man sagt, dass die Messwerte (Malle) immer reelle Zahlen sein sollen, da es in der realen Welt nur
reelle Zahlen® gibt und keine komplexen. Warum koénnen nicht komplexe Zahlen die Wirklichkeit
beschreiben? Ein Grund ist das Bediirfnis, Messwerte eindeutig vergleichen zu kénnen. Ist einer
groller oder gleich oder kleiner als ein anderer? Reelle Zahlen sind linear angeordnet. Komplexe
Zahlen nicht. 1 und i lassen sich nicht vergleichen. Man kann zwar sagen, dass sie die gleiche
Grole haben, aber nicht, dass sie gleich sind. Komplexe Zahlen lassen sich nur vergleichen, wenn
sie auf einer gemeinsamen Geraden der komplexen Ebene liegen. Ansonsten muss man ihren Betrag
wahlen und dann gibt es eine ganze Menge von Zahlen, die den gleichen Betrag haben, ndmlich alle
Zahlen, die auf einem Ursprungskreis mit Radius des besagten Betrags liegen. Meines Erachtens
sprache einiges dafiir, komplexe Zahlen als Messwerte zuzulassen. So sollte die Physik nicht nur
das Reale betrachten, sondern auch das Virtuelle, wie sie es ja in der QED tut. Die Wirklichkeit ist
stets eine Kombination aus Realitdt und Virtualitdt. So ist die Ladung eines Elektron streng
genommen nicht e, sondern viel groRer. Erst durch die Abschirmung seiner Wolke aus virtuellen
Teilchen bekommt es die Ladung e. Die Ladung ist also eine Kombination aus der realen, viel
grolleren Ladung und der virtuellen Wolke.

Nun, die klassische Quantentheorie aber betrachtet leider nur reelle Werte als Messwerte. Das hat
zur Folge, dass nur komplexe Zahlen z in Frage kommen, die mit ihrer komplex Konjugierten z
identisch sind und das sind die reellen Zahlen: z=a+ib=a—ib=z =ib=—ib=>b=0=z=a€R

Operatoren, die mit ihrem adjungierten Operator identisch sind erzeugen nur reelle Eigenwerte.
Solche Operatoren nennt man selbstadjungiert oder hermitesch. Ein Operator O :FH>F ist
adjungiert zu O:H~>J , wenn <O x| y)=(x|Oy) fiir alle Vektoren |x),|y)eXH

‘e1>,..., en> eine Orthonormalbasis in J{ .Sei Oly)=|z) ,
Xl
|x>:Z xj‘ej> mit der Darstellung (x|= :| und
j X,
Zy
|z>=Z zj‘ej> mit der Darstellung (z|= : | und
j z,
R4
:Z y j‘e j> mit der Darstellung (y|= : | , dann ergibt
J
Yn

A

Oly)=|z) : OZyJ|e> zle;)e ZO

J

ej>yj=; zj‘ej>

Wendet man auf diese Gleichung den dualen Bravektor <ei| an, so ergibt das die Komponenten
von @\ y)=|z) in der gegebenen Basis:

le - C ej>yj=<e,-|zj:zj|ej>®zj:<eié

ej>yj:z <ei|ej>zjc>z m;;y=z (*) mit
j

j
my ... m

ml.j:=<ei‘f)‘ej> den Matrixelementen der Matrix M=| : :
m, .. m

Die Gleichung (*) fiir i=1...n ldsst sich als Gleichung einer Matrixmultiplikation von M mit

19 Streng genommen gibt es jedoch nur rationale.



2 my ... omy\ [y, Zmljyj z, .
verstehen: . = . =| : | ,die Darstellung von O| y>=\z> .

m, .. m ' z
Yn nl nn Yn Zmnjyj n
J

Multipliziert man nun @| y)=|z) mit dem Bravektor (x| mit der Darstellung

<x|i(xI , ...,x*) , so ergibt das die Skalargleichung <x|©|y>=<x |z) mit der Darstellung:

n

. my o my . . Zmljyj i} N2
(xl,. ,xn) A U :(xl,...,xn J : Z(xl,...,xn) : =
mnl mnn .Yn Zmnjyj Zn
j
<X|O|y>i(xlm11y1+"'+xlm1nyn)+‘”+(Xnmn1y1+"'+xnmnnyn) 1)
~ . a, ... a, .
Der Operator O habe die Darstellung A=| : - , dann ist
a, ... a,
R a, x,;+..+a, x,
O'lx)= : , dessen Bravektordarstellung ist

a, X, +..+a,x,

* * * * * * * * . . AT
(a11x1+...+a X, sees O X Fota, xn) und das ist die Darstellung von <O x|

In“*ns**

Wirkt dieser Bravektor auf |y) und ergibt <O+x‘ y) , so ist dessen Darstellung

* * * * * * * * yl _ * * * * * * * * _
(anx1+...+a1nxn,...,an1x1+...+annxn) : —(anx1 y1+...+alnxny1)+...+(an1xlyn+...+annxnyn—

Yn

(x1a11y1+...+x1an1yn)+...+(xna1ny1+...+xn a,, yn) (2)

¢ ¢

Vergleicht man (1) mit (2) ergibt sich m,,=ay,,...,m,,=a,,,...,m,,=a,,,...,m,,=da,, ,d.h. die

n

R a:l Y a:l
darstellende Matrix von O ist M=| : . ! | und das ist die konjugiert komplex
a, ... a,

transponierte Matrix von O ,dh. M=A"=:A"

Ein Operator O" istalso adjungiert zum Operator O , wenn die darstellende Matrix M von

O die konjugiert komplex transponierte Matrix von O' ist.



Man sieht leicht, dass (A")'=A ist. Also ist die obige M=A" Beziehung dquivalent zu
A=M" .

Ein Operator O heift selbstadjungiert, wenn 0'=6 , d.h. wenn <©x‘ y)=(x|0y) ,dh.
wenn man den Operator im Skalarprodukt von links nach rechts oder umgekehrt ziehen kann.

Noch eine Bemerkung zur dualen Korrespondenz:
xjolxl 5 Alxelx2 Ol =xo” .

Fiir die darstellende Matrix M eines selbstadjungierten Operators in einem festen Basissystem gilt
dann, dass M'=M . Solche Matrizen nennt man hermitesch.

Da die MalSzahlen in der Quantentheorie reelle GroRen sein sollen und die Eigenwerte des
Operators, der die Observable mathematisch symbolisiert die Maizahlen bedeuten, so miissen die
Mess-Operatoren selbstadjungiert und ihre Matrizen hermitesch sein.

A

Das trifft bspw. fiir die Spinoperatoren s,,s, und $, zu. Ihre Matrizen sind nimlich im

X5y

d) : E(O 1) , E(O _i) und E(l 0) hermitesch.

Basissystem |u), A Sl o >lo —1

Ubrigens sind die Eintrége in einer hermiteschen Matrix in der Diagonalen immer reell. Denn die
Diagonaleintrdage a; verdndern sich bei der Transposition (Spiegelung an der Hauptdiagonalen)
nicht und diese miissen nach ihrer komplexen Konjugation a; identisch bleiben, also a;=a; |,
diese sind aber obligatorisch reell.

0

Die zweite Paulimatrix o y:(
i

_Ol) hat zwei komplexe Eintrdge i und -i. Thre Transposition ist

r_ [0 i . .. . v_ (0 —i)\_
ay—(_l_ O) und wird nun komplex konjugiert, so ergibt das (ay) _(i O)—O'y .

Dass die beiden anderen Paulimatrizen hermitesch sind, ist direkt ersichtlich, da alle Eintrdge reell
sind und in der Nebendiagonalen identische Werte vorkommen.

Es soll noch ein weiterer Operator betrachtet werden: der Ortsoperator X , dessen Observable x
den Ort misst.

Der Ortsoperator operiert auf der Wellenfunktion 1 (x) und ergebe per definitionem
Ry (x):=xy(x) ,wobei xp(x) wieder eine Wellenfunktion ist.

Die Wellenfunktion soll als Vektor dargestellt werden. Sie ordnet jedem x aus einem gewissen
Intervall [0,b] ein Funktionswert 1(x) zu.

Man unterteilt dazu das Intervall [0,b] der x-Achse in n gleich groRe Teilintervalle, die alle die
Lange € haben und erhdlt so n+1 Punkte der Grenzen der Teilintervalle:



o

2 ne =

Zundchst wird die Funktion an diesen Stellen angegeben, die mit kleinerem € beliebig verfeinert

werden kann: x0->1,u(x0) , x1->1,U(X1) seees Xn')%U(Xn)

U’(Xo) 1/’(0)
w(x)= w(:x1> = wl(e)

vix)| \wne)

Der Operator wird dann dargestellt als eine (n+1), (n+1)-Matrix:

X, 0 ... 0 0 0 ... O
9 );1 _0 0 =(,) g 0 0 , die aullerhalb der Hauptdiagonalen lauter Nullen hat.
0 0 x, 0 0 ne

X 0 ... 0 1/)()‘0) XOW(XO)
Xy (x)= O ):)1 ‘O 0 ~1/’(.X1) = X17:U_(X1) oder

d O X.n 11/)<.Xn) an/}.(xn)

00 ... 0)fy(0)| [ o)
fp (x) = 5 O 9 wle) |5| evle

0 ... 0 ne w(ﬁe) new.(ne)
Ein Eigenvektor von X ist I/JXO(X)1:5<X—X0) .Dabeiist (x—x,)= %5 X=Xo  \wenn man

0; x#Xx,
—|x—x(

a

es nicht zu genau nimmt. Bspw. ist die Deltafunktion verstehbar als Grenzwert lim Ey e
a»0 <O

L

S(x—1)~5e %1 4=0,1



(Fiir eine in x, stetige Funktion f gilt dann f f(x)0(x—x,)dx=f(x,) ).

0-00;x=0

=0 , insofern
0;x#0

(X_Xo)é(X_XO)ZO bzw. X(S(x):o , da x(s(x):[x-oo;xzoz
x-0;x#0

das Unendlich domestiziert ist, und das ist es, durch die Bedingung f d(x)dx=1 d.h.
0-00=0 .

=K
a

Man kann  x&(x)=0 auch durch den Grenzwert x6(x)=lim =—e ¢ erkennen. Fir x#0

a0 2
—Ixl

ist es klar. Fiir x=0: ZLZO und e ->00 ,also x0(x)=0 .
(04 a=>

Alsoist (x—x,)0(x—x,)=0 oder xd(x—x,)=x,0(x—x,) (*)

Mit y, (x):=6(x—x,) gilt dann &wxo(x)::xwxu(x):zxé(x—xo)(i—)xoé(x—xo):xowxo(x) .

Damit ist szo(x) Eigenvektor von X mit dem Eigenwert x, .

X, 0 ... 0 0 0 0
Die darstellende Matrix von X ist 0 );1 'O 0 = 0 (E) 0 0} und wie man sieht
0 0 x 0 0 ne

hermitesch, also ist der Ortsoperator x selbstadjungiert.
Sei nun allgemein ein n-dimensionaler Hilbertraum gegeben mit selbstadjungierten Operatoren
(hermiteschen Matrizen).

(1)Sind A, und A, zwei verschiedene Eigenwerte zum Operator O , dann sind die
zugehorigen Eigenvektoren orthogonal.

Denn: O|x1>=/11|x1> und ©|x2>=/12‘x2> . Die erste Gleichung kann iiber die duale

Korrespondenz geschrieben werden als <x1| é+=<x1| A, undda O selbstadjungiert ist
0'=0 und da die Eigenwerte reell ist A=A , sodass die erste Gleichung wird:
(x,|0=(x/|4, .

Bildet man das innere Produkt der ersten Gleichung mit |x2> ergibt das <x1‘ O‘x2>= )Ll<x1 |x2>
und mit der zweiten Gleichung das innere Produkt mit (x,| : (x,|O|x,)=4,(x|x,) .

Da die linken Seiten gleich sind, miissen es auch die rechten sein: )Ll<x1 ‘x2>=)tz <x1 ‘x2> und das
heift (A,—2,)(x)|x,)=0 undda A,#21,=(x|x,)=0 .

(2) Seien nun zwei Eigenwerte A,=A,=:A gleich mit verschiedenen Eigenvektoren:



A

©|x1>:A‘x1> und é‘x2>=l‘x2> . |1/Jj;:a|x1>+/3|x2> ist auch Eigenvektorzu O :

é|w>:é(a |x1>+/3 ‘x2>):aé|x1>+/3 é|x2>:a )L‘x1>+/3’ )L‘x2>:/1|1/)> .Da ‘x1>,

X 2> linear

unabhdngig sind, konnen sie iiber das Gram-Schmidt Verfahren orthonormalisiert werden:

Seien u,v lu. x:Zﬁ y:=v—(x|v)x . x,y sind orthogonal, da
u

<x|y>=<x|(V—<x|v>x)>:<x|v>—<x|v><x|x>=0 . Wird noch y normiert, dann sind beide
1

orthonormal und sowohl das |x) als auch das normierte \y_> sind LK von u,v .

Iyl

Also sind die orthonormalisierten ‘x1>, x2> wieder Eigenvektoren zu A

Die gleiche Argumentation gilt fiir drei oder mehr Eigenvektoren gleicher Eigenwerte.

(3) Seinun @\x>=/1|x> bzw. mit dem Identititsoperator 1 : (@—)L T)|x>=\0> die
Eigenwertgleichung fiir den Operator O , so muss wegen |x)#[0) die Determinante

det (@—/l 1 )=0 sein. Das ist ein Polynom in A vom Grad n (das charakteristische Polynom),
das nach dem Hauptsatz der Algebra n Losungen (eventuell mehrfache) fiir A hat. Dien
Eigenvektoren konnen also nach den Bemerkungen (1) und (2) orthonormalisiert werden und bilden
daher eine Orthonormalbasis des Vektorraums H .
Das ist das Fundamentaltheorem.
Es sollen die Prinzipien (zundchst vier) der Quantenmechanik formuliert werden.
Prinzip 1: Die Observable O, die messbare GroRe, wird durch einen linearen Operator O

reprasentiert.

Bsp: die Observablen s, ,s,,s, der Komponenten des Spins werden durch die Spinoperatoren

§Xi§((1) (1)) , $,= g(? Bl) und g((l) _01) , die durch ihre Matrizen dargestellt

wurden reprasentiert.
Prinzip 2: Die moglichen Ergebnisse einer Messung einer Observablen O werden durch die

Eigenwerte A des zugehorigen Operators o) angegeben: O\x>=)t\x> . Wenn das System im
Eigenzustand |x) ist, so ist das Messergebnis mit Sicherheit A



Bsp: Ist die Observable s, die z-Komponente des Spins, so hat die Eigenwertgleichung

$,|x)=2|x) die Eigenwerte ig und die Eigenzustinde |x)=|u) bzw. |x)=|d) .

Ist das System im Zustand |d) , so ergibt die Messung mit Sicherheit —g .

Prinzip 3: Verschiedene Eigenzustdnde werden durch orthogonale Vektoren reprasentiert.

Bsp: |u),|d) sind orthogonal: (u|d)=0 ,aber |u),|r) sind es nicht, denn

mit dem ,,reinen“ Zustand ,rechts*: |r)= 5\u>+% |d) , der kein Eigenzustand von s, ist,

ergibt das innere Produkt (ul r>=i—¢0 .

V2

Prinzip 4: Befindet sich ein System in dem Zustand |z) und wird die Observable O gemessen mit
©|x>=/1|x> , dann ist die Wahrscheinlichkeit P, , den Eigenwert A zu messen

P,(2)=(x|z}{zx)=[xl 2

Bsp: Der Spin sei im Zustand |r) mit |r)= %|u>+%\d> . Die Observable sei s, , die den

h

_h 1.1_
2

V2

Spin langs der z-Achse misst: §Z\d>=—§|d>. P (—=)=(d|r)(r|d)=

N | =

ol

d) aufgebaut

Es sollen jetzt noch die Spinoperatoren bzw. ihre Darstellungen in der Basis |u),

werden. Zunéchst s, .

Wie bereits gezeigt, hat s, die Eigenwerte -'_-g mit den Eigenzustanden |u) bzw. |[d) mit den

Gleichungen &, |u>=§|u> und §|d) z—g |d) oder in der genannten Darstellung:

Sj“ Sju 1_%M1 und Sj“ Sju 0)__%(0 , was die folgenden vier Gleichungen
s,)\0) 210 2\1

5,1 S S\l
.~ _h A A _ ~ __h .
erzeugt: Szn—E , $,=0 , s,,=0 und 5222——5 und damit hat man
h
§211 SA112 — E O :E 1 O
§z21 §222 0 _g 2\0 -1

Nun zum Operator S, :

X



s}\r>=§ r) und s}|l>=—§\l> oder in der Darstellung:
1 1 1 _ 1
S Saz|[ V2 _h V2 und S Saz)| V2 _h V2 -
S S| L] 2 i_ Swi S 1_ 21 1
V2 V2 2 V2
1 ¢ 1 1 . 1 7
1 - S —
(1) \/ \/* Sii2= \/* 2 (2 \/2 Sert NG Si2= \/* 2 3) \/2 Syt \/Esxu /22
1 S 1 h

4
( ) \/2 x21 \/2 x22 \/’ 2
Die erste und dritte Gleichung addiert ergibt % $.,=0=5 ,,=0 und daraus folgt fiir die dritte

h

Gleichung s, ,,= 5

Die zweite und vierte Gleichung addiert ergibt: s, :g und damit in die vierte Gleichung

_1 S S (0 1
=0=5.,,=0 . Alsoist XL Tx12 ) — =
\/E xzz @ (§x21 SAXZZ) 2 (]‘ 0)

Zuletzt nochzu s,

ARy, N h
sy|1>=§|1> und sy\o>:—§\o>
1 1 1 _1
:yll R \/2 :E \/E und :yll :y12 \/E :E \/2
w1 Syn)| L 2| i vy Sym )| __L 20 i
V2 V2 V2 V2
1 . i . _ h1

1 . i . i i
(1) Esyll-'-ﬁsyu \/* () \/2 y21 \/2 y22 25 (©)) Esyn Esyu_ EE

1 . i ~ _hi
4) Esyzl_ﬁsyzz_zﬁ

A

(H+@3): s,,=0 in(3): s

y12
yl1 SylZ [
V12| =
1 Sy

=—i§ (2)+(4): sAM:ig in(4): $,,=0 und damit

Y

> D
>
~————
N | St
—
—_ O

o |
—



Im Beispiel von Prinzip 4 wurde die Wahrscheinlichkeit fiir die Messung von Spin-down (d.h. fiir
den Wert —g ) angegeben, falls der Spin nach rechts zeigt, und der SG-Apparat wieder in z-

. . fi 1 1 1 . . .. .

Rich h . P (——)=(d d)=—=-—=== . Das gleiche E haél f
ichtung gedreht wird ( 2) (d|r)(r|d) 5 757 - Dasgleiche rgebnis erhalt man fiir
. fi 1 1 1

S -up: P (=)= rir ===

pinupe P, ()=lul) = L L =1

Der Erwartungswert u,(s,) fiir die Zufallsvariable s, mit ihren Werten ig ist fiir den Fall,

dass der Spin nach rechts zeigt: ‘u—z Pr(2)+( 2)Pr( 2) 22+2( 2) 0 . Klassisch hitte

man damit gerechnet, den Wert O fiir jede derartige Messung zu erhalten, was quantenmechanisch
jedoch nur als Mittelwert zutrifft.

Allgemein ist der Erwartungswert (O) fiir eine Observable O bzw. fiir ihren Operator O die
Summe der mit den Wahrscheinlichkeiten gewichteten Eigenwerte. Sind also A, die Eigenwerte
des Operators O und |xi> die zugehorigen Eigenvektoren und ist das System im Zustand |z)

A

dann ist der Erwartungswert fiir den Operator O : (0)=>] 2P, (4)=: (0),
Es gilt mit Hilfe der Basis aus Eigenvektoren von O : |z)= Z g i|xi> , dann ist

O|Z>:Z Clé

Xi>:Z giA

xi> . Wendet man nun den Bra-Vektor <z|:z <xi| ¢, auf die

i

Gleichung an, ergibt das:

(2|0lz)=2. (x, :?(Z z_:,x,-\x,->):z MY AP, (1)=(0), .

i

Der Erwartungswert fiir O , falls das System im Zustand |z) ist, betragt <©>Z=<Z|O|z> .

Beispiel: Sei das System im Zustand spin up. Dreht man den SG-Apparat in y-Richtung und will
die Obervable s, messen, wird ihr Erwartungswert <§y >u folgender sein:

Wl Ju): § \u>:-§(‘l? —01)((1)):;(?) mit (u|=(1,0) :

<u\§y\u>i§(1,0)(?):0 .

Wie sehen die Operatoren s, fiir die Observablen des Spins beziiglich einer beliebigen

nX
Raumrichtung aus, die durch den Einheitsvektor n= n, beschrieben sei ?

n

z



Zundchst muss man sich vergegenwartigen, dass die hermiteschen komplexen 2x2-Matrizen auch
einen vierdimensionalen IR - Vektorraum bilden. Das bedeutet, dass man die Matrix des
gesuchten Operators als LK der Basismatrizen darstellen kann.

Nimmt man zu den drei Paulimatrizen noch die Einheitsmatrix hinzu, so hat man damit
Basismatrizen, die den Vektorraum aufspannen.

10\, (0 1), (0 —i\. (1 0)\_(0 0
oo ol ot S)ole S o)
1) a+o=0 (2) p—iy=0 3) p+iy=0 4 a—06=0
1) +@): a=0 SDs=0 @+@): B=02y=0 .

Damit sind die vier Matrizen l.u.

Sei erzeugen auch jede Matrix (Vektor) des angegebenen Vektorraums:
a b\_ (1 0 0 1 0 —i 1 0
& oo et aold Selo )
_1 1 _ip_e) s=liae
a=—(a+d)  p=7(b+c) y=7(b—c) o=7(a—d)

Die Paulimatrizen einschlieflich der Einheitsmatrix bilden also eine Basis des vierdimensionalen
C-Vektorraums der komplexen (2x2)-Matrizen.

Ist (g Z) hermitesch, sind aund d reellund c=b" .

Demnach sind auch «a und 6 reell. Ist b=x+iy mit x,y€R ,dannist c=x—iy und also

/32%(x+iy+x—iy)=x€lR und yZé(b—c)Zé(xﬂ'y—(x—iy)):izy=—y€IR
Also bilden sie eine Basis des reellen Vektorraums der komplexen hermiteschen (2x2)-Matrizen.

Das bedeutet, dass sich die hermitesche Matrix o, des gesuchten Operators s, in dieser Weise
darstellen lasst:

_ (1 0\, A0 1), (0 =i\, (1 O
oo Heofi oo li Selo 2



1 .
A . 1 0 0 1 0 —i 1 0
— =0 +1 +0 +0

Fir n=|0o| erhdltman o, (0 1) (1 O) (1_ 0) (0 _1)
0
0 1 0\..(0 1\..(0 —i\..(1 0

Fir n=[1 o.,=0 +0 +1( +0

Y 1 0 i O 0 —1

0
0 1 0\..(0 1)..(0 —i\. (1 O

Fir n=|g o0,=0 +0 +0| +1
1 0 1 1 0 i 0 0 -1

Die Einheitsmatrix scheint iiberfliissig zu sein.

nX s s
Ansatz: Fir n= n i o,=n, 0 1 +n O l+nz 1 0 — nz‘ n, lny
y 1 0/ "\i O 0 -1/ \n+in, —n

n z

z

Wie man sieht ist diese Matrix hermitesch.
In der Tat ldsst sich jede hermitesche 2x2-Matrix, fiir die a+d=0 ist, also die spurfrei ist, aus den
drei Paulimatrizen eindeutig erzeugen. Die Koeffizienten bleiben dabei aber reell:

a b :l(b+c) 0 1 +i(b—c)q “itall 0 | Diese Matrizen bilden einen
c —a) 2 1 -0) 2 i 0 0 -1

dreidimensionalen Unterraum mit den drei Paulimatrizen als Basis.

Die Frage ist noch, ob alle Spinmatrizen diese Form (;1* ) haben, ob sie spurfrei sein

—a
miissen.

Das ergibt sich aus folgender Uberlegung:

Sei (;* Z) eine Spinmatrix, deren Eigenwerte =+1 sind gemall der Messungen.

Sei (X der Eigenvektor zum Eigenwert 1 und Y\ der Eigenvektor zum Eigenwert -1.
g g g g
%

Dann gilt | % bl (x|=(x (1) ax+by=x und (2) b x+dy=y oder
b d/\y) \y

by=(1—a)x und (1—d)y=b x .Die Division der beiden Gleichungen ergibt %z -

oder bb =(1—a)(1—d) . (*). Die andere Eigenvektorgleichung ist

(;1* Z)(“):(_U)@(l) au+bv=—u und (2) b u+dv=—v oder
-V

(a+1)u=—bv und b'u=(—d—1)v . Die Division der beiden Gleichungen ergibt a;* =



oder bb =(a+1)(d+1) (**). Gleichsetzung von (*) und (**) ergibt:
(1—a)(1—d)=(a+1)(d+1)=1+ad—a—d=1+ad+a+d = 2(a+d)=0=a+d=0

und damit ist gezeigt, dass die Spinmatrizen spurfrei sein miissen und demnach die drei
Paulimatrizen Basis aller Spinmatrizen (mit Spinquantenzahl %4) sind. Also kdnnen die
Spinmatrizen als dreidimensionale Vektoren aufgefasst werden, deren Komponenten die
Koeffizienten der LK aus den Paulimatrizen sind.

Woher weill man nun aber, dass die Koeffizienten die Koordinaten des Raumvektors sind, der die
Richtung des SG-Apparates angibt?

Fiir die Koordinatenachsen ist es schon gezeigt. Der obige Ansatz soll durch das ndchste Beispiel
und den allgemeinen Fall iiberpriift werden. Es wird sich zeigen, dass der Ansatz voll mit der
Empirie zur Deckung kommt.

Beispiel 1: Die Richtung des SG-Apparats liege in der x,z-Ebene und bilde einen Winkel 6 mit
der z-Achse.

n
X
Dann gilt: n,=sinf , n,=cos6 , n,=0 Also
o= ™ n,—in, :(cosH sin@)
n . .
n+in,  —n, sinf —cosf

Um die Eigenwerte zu berechnen, wird die Determinante von o,—AE Null gesetzt, da der
Eigenvektor nicht Nullvektor sein kann.

cosf—A sin 0

O=detloc. —AE)=
¢ (G" ) sin @ —cosO—A

’:>—(cos9—/1)(cosl9—).)—sin20:0:>k:i1

Fir A=1: CPSH sing fx)_x) (1) xcosf+ysinf=x (2) xsinf—ycosf=y
sind —cosf/\y) \y

(1) mit x multipliziert: (3) x°=x’cos@+xysind und
(2) mit y multipliziert: (4) y’=—y’cosf+xysin6

20349 (Xz

Da der Eigenvektor normiert ist, gilt 1=x"+y —y°)cos@+2yxsiné 2

\/1—C050 :sinQ

=(x*~y*)cos@+2y-y(1+cosh)=(x’+y*)cos O+2 y’=cosh+2 y’=1=y= 5 ;

R
1



CoSs =
xX’=1-y’=1- 17cos0|_ 1+cosf :xawzcosg: X)= 2 der Eigenvektor zu
2 2 2 2 \y) |sinl

2
A=1 .
—sin&
Fir A=-1 :Dadie beiden Eigenvektoren orthogonal sein miissen, ist 02 der
COS +
2

zugehorige Eigenvektor, was auch die analoge Rechnung ergibt.

Da der statistische Mittelwert fiir die Messergebnisse in dieser Richtung n sichzu cosf
ergeben hat (was man auch bei jeder Messung klassisch erwarten wiirde), berechnet man zur
Uberpriifung des Ansatzes den Erwartungswert (u|o |u) fiir dieses o, .

o, |u)= cgs@ sing (1) C(_)SG = (u|o |u)=(1,0) CQSH =cosf ,was erfreulicherweise
sinf@ —cosO/\0 sin@ sinf

mit der Empirie tibereinstimmt.

Wie grof8 ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir A=A,=1 , wenn der Spin im Zustand up war und
jetzt entlang der Richtung n gemessen wird ?

Der Eigenvektor dazu ist |4,)=cos % |u)+sin g d)

_ — .0 0 _ [0
P,(1)=(ulA, ><)Ll|u>—cosi-cosi—coszi

Fir A=A,=—1 mit Eigenvektor Mz>=—sin§\u>+cos%\d>

— .0 .0 _ . 20
Pu(—l)—<u|/12><).2|u>——sm5-—sm5—sm25 :

Beide Wahrscheinlichkeiten ergeben zusammen 1.

Beispiel 2: Sphérische Koordinaten und allgemeiner Fall

P
A a=rsin©
8 _,.-’:
il
AN Xp = a cos @
,f i Fp N
Xp ;’¢ wra, J yp=asin@

_________

v. zr =rcos 6



X,=rsin6 cos g
y,=rsinfsin¢
Zp=rcosf
sinf cos @
Die Richtung der Messung sei 7= sin@sing

cos @

und die der Prdparation entlang der z-Achse.

Die Spinmatrix zu dieser Richtung h ist

o= ™ n,—in, :( cos 6 sin @ cos @ —isin® sin @
n+in,  —n, sinf cos @+isin @ sin @ —cosf

Berechnung der Eigenwerte A

)|

o, Ix)=Alx) (0, ~ AE)x)=[0)" 2’ det(0,~ A E)=0e

det( cosfd—A sin 6 cos @ —isin @ sin @ 0o

sinf cos ¢ +isin 0 sin ¢ —cosf —A
—(cos@—A)(cosO+A)—(sinB cosgp—isin@ sin ¢ )(sin cos ¢ +isin O sing )=0<
2 2 . 2 2 . . 2 . . . 2 . . 2 . 2 _
A"—cos"6 —sin” 6 cos” @ —isin 6 sin ¢ cos @ +isin” @ sin @ cos@ —sin“Asin“p=0<=

A’ —(cos’@+sin°0)=0=A’=1eA=+1
Eigenvektorzu A=1=:4, :

sin @ cos @ +isinf sin ¢ —cos 0 y y
(cosH' sin@e_“”)(x):(x)@

sinfe'? —cosf J\y/ \y

(1) xcos@+ysinfe "=x=x(1—cosf)=ysinfe '’=x=ysinf

( cost sinBcoscp—isinHsinqo)(x):(x)(:)

1—cos@
ig

(2) xsinfe'’—ycosd=y=y(1+cosf)=xsinfe'’=y=xsin6
1+cos®

0 0

2 2ip 1—C0S O _ 2 2 i
W————=¢""tan Ezyzxe"”tanE:

2) :(1) und mit ltipliziert: y*= =
(2) :(1) und mit xy multipliziert: y“ =x"e T+ cos0

X X 1
(y)_ xetan 2 |7X| e tan & e'’tan %
2 2

2

1
. Die Norm von ( 6 ) ist



1 cos &

\/1.1+e"‘ptanﬁei‘ptanQ:\/1+tan2Q: 19 . Also ist COSQ e tan @ |7| | 0
2 2 COSE 2 2 e“pSiDE

der Eigenvektor zu A,=1
Da der andere Eigenvektor orthogonal sein muss, ergibt sich fir A,=—1 der Eigenvektor zu
e'’sin &
2

—cos?
COS2

. —igp
Der Erwartungswert (o) =(ulo, |u) : o, |u)= ‘COSHW sinf e 1\_ COSH,- .
B sinfe'” —cosf J\0) \sin6 e

(u|o u)=(1,0)[ °° gi =cos6 , was mit den Messungen iibereinstimmit.
sinf e'’

Der erste Eigenvektor ist |)Ll> =cos % |u)+e'’sin % |d) und die Wahrscheinlichkeit, dass der

Eigenwert A,=1 gemessen wird ist

— B 0 _ (o
P,(1)=(ulA, ><)Ll|u>—cos§-cos§—coszi .

Der zweite Eigenvektor MZ> =e'’sin g|u> —Co0S % |d) ; die Wahrscheinlichkeit, dass der zweite

Eigenwert -1 gemessen wird ist

0

P,(=1)=(ulA, )(A,|u >=e"”sin%e_"‘”sin§:sin22

2

Das war der allgemeine Fall, da das Koordinatensystem immer so gewahlt werden kann, dass die
Richtung der Prédparation mit der z-Achse zusammenfallt.

Demnach sind die Koordinaten einer beliebigen Spinmatrix ¢, in der LK aus den Paulimatrizen

n

die Raumkoordinaten der Richtung n= des SG-Apparates: an:( . iy )

n .
J n+in, —n
nZ

zZ

Zu beachten bleibt, dass ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem zugrunde gelegt wurde.

Die Spinmatrizen o,,0,,0, sind sogar orthogonal zueinander, wenn man das Frobenius-
Skalarprodukt verwendet:



Sind A=(a;) und B=(b;) die beiden komplexen quadratischen Matrizen, so ist

(A,B)p:= Z a;b ; das Frobenius-Skalarprodukt.
ij

IO 1) (00 =i\ ot i _
<ax,ay>F—<(1 0),(1. O)>F_o-0+1-—1+1*-1+o*-0_0

<gy,gx>F:<(? _oi)’(? (1))>F:0*-0+—i*-1+i*-1+0*-0:0+i-1+(—i)-1+0:0
_/[0 1} (1 O _ — 0=
<OX,UZ>F—<(1 0),(0 _1)>F—0~1+1~0+1-0+0-(—1)—0—<oz,0X>F
<gy,OZ>F:<(Q —"),(1 0 )> =0-1+i-0+(—1)-0+0-(—1)=0=(0,,0,),
Jede Spinmatrix hat also in dem dreidimensionalen Untervektorraum die Vektordarstellung
nX
0,=|n, bzgl. der Basis { o,,0,,0, } .Man beachte, dass der gleichnamige Vektor
n

n
n=(n ein anderer Vektor ist, der einen Raumvektor im Vektorraum IR® darstellt.
n

z[{e,e, e,}

Was hat es mit den Matrizen ¢, als Vektoren auf sich? ¢, ist ein Objekt des
dreidimensionalen Vektorraums der spurfreien hermiteschen Matrizen, also ein Vektor dieses
Vektorraums, ebenso natiirlich speziell o ,,0, und o, , die Basisvektoren dieses Vektorraums
sind. Diese Vektoren haben also drei Komponenten, wenn man sie als LK der Basisvektoren
ausdriickt, namlich die

1 0 0 n,
Koeffizienten dieser LK. Soist o,=[0] , o,=1 und o,=(0| und o,= n, im
0 0 1 n

angegebenen Matrizenraum (Vektorraum).

Dann ist es iiblich o,,0,,0,,...,0, Spinkomponenten zu nennen, die in die indizierten
Richtungen zeigen. Aber Komponenten wovon? Von einem Superspin? Man schreibt etwa

= A 20 - - OX .
0,=0-n=n,0,+n,0,+n,0, “Soll o=0, o0, 0, oder o= o, sein?
o
z

Ich glaube hier liegt ein Missverstdndnis vor! Natiirlich gibt es die Analogie zum klassischen
Drehimpuls L=(L,, L, L,) sogar mit den unten gleich zu beschreibenden

20 So Leonard Susskind, Quantum Mechanics, The Theoretical Minimum, New York, 2014



Kommutatorrelationen. Hat der Spin denn Raumkomponenten? Dann sollte man doch Folgendes
meinen:

0o

(¢

X

o, wire dann die x-Komponente von ¢ . Misst man aber o entlang der x-Achse, so erhalt

man zuweilen auch —o

X

, d.h. genauer |I) bzw. noch genauer den Eigenwert -1 (—%) und

nicht 1 bzw. |r) , wie man doch erwarten sollte.
Die klassische Vorstellung des Drehimpulses als rdumlicher Vektor wird in die QM hiniiber gerettet.

Der Spin wird erst durch die Messung in eine Richtung durch den Messapparat erzeugt*. Er selbst
hat keine Raumkomponenten. Daher kann man sie auch nicht gleichzeitig messen®.

Wird der Spin zuerst bspw. in z-Richtung gemessen, hat er also die Messwerte 1 bzw. -1, bzw. die
Zustande |u) bzw. |d) durch die Messung erhalten, so wird das System diese Messung (diesen
Zustand) erinnern.

Denn eine erneute Messung bspw. in einer Apparat-Rotation von 45° wird den Messwert 1 in
hohere Wahrscheinlichkeit erzeugen, als -1, was ohne Geddchtnis nicht funktionieren kénnte.

Man kann zwar von Komponenten des Spins sprechen, das sind dann aber mathematisch die Raum-
Koeffizienten bzgl. seiner Darstellung im Matrizenraum. Sonst ist die Sprechweise Komponente
eines Spins nichts anderes als eine Richtung, in der der Spin gemessen wird, was mathematisch der
Matrix o, entspricht.

Seialso |x)= au|u>+a d|d ) ein beliebiger Spinzustand, dann gibt es eine Richtung # , sodass

o,|x)=|x) ist, d.h. der Apparat, der ldngs dieser Richtung positioniert ist, den Wert 1 misst.

Der Vektor # heiRt der Polarisationsvektor. Erist h=| > (a,a,)

Herleitung: o, ist eine spurfreie hermitesche Matrix, hat also die Form ( a* b ) .
b

—a
Da (g“) Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, ist der Eigenvektor zum Eigenwert -1 der orthogonale zum ersten
d
. a b a b * —a,
ad* . Also gilt: . (GU)Z(O‘U) und . ad* = Oid
—a, b —a)\%; (&%) b —aj\— a, a,

(1) aa,+ba=a, 2) b a,—aa,=a, und (3) aa,~ba,=—a, (4) b a,+aa,=a,

(1)=(1)ay: aa,o,+baya,=a,a, und (3')=(3)a,: aa,a,—ba,a,=—a,a,

21 So dhnlich wie die Kopenhagener Deutung vorschlégt.
22 Siehe unten bei den Kommutatorrelationen



(1)-(3"): bla,a,+a a,)=2a,a,=b=2a,a,=n,—i n,=n,=RN(2 aua:,);ny=i§(2 a,o,)
1

(1')=(1)e,: aa,a,+bayo,=a,a, (3'")=(3)ay: aa a,~ba,a,=—a,a,

(1)+(3"): a=a,a,~aga,=n,

Aus o, |x)=|x) folgt auch fiir den Erwartungswert <on>X:<x\an|x>=<x\x>: 1

Da 1=(x|o ) =(xln,0,+n,0 +n,0,lx)=(xln,0 x + x|n, 0 |x + xIn, o Jx]=

nx<x‘Gx|X>+ny<x|O-y|X>+nz<X‘O-z|x>:nx<0x>+ny<Oy>+nz<az>:1 , kt‘)nnen HiCht alle

Erwartungswerte Null sein.

Es gilt sogar fiir jeden Zustandsvektor (Spinor) |X>=(73‘) D (0,40, )+ 0,7 =1

s o3 e e

o RO o =a fH A2 a B o Bl B2 a fT pra a0 a =

\
x)

=(a"a+p*f)=1°=1 . Eskonnen also nicht alle Erwartungswerte der Spinkomponenten
gleichzeitig Null sein.

Operatoren A:H->H , B:IH->IH konnen hintereinander ausgefiihrt werden:

BoA:H >3 :|x)»BoA(|x)):=B(A(|x))) .Man schreibt fir BoA kurz BA .

A A

Diese Verkniipfung ist assoziativ, hat ein neutrales Element, ndmlich den Einheitsoperator E=1 :

Al|x)=Al|x)=TA|x) ,sieisti.A. aber nicht kommutativ: BA#AB und besitzt in der Regel

auch kein Inverses.

Fiir die darstellenden Matrizen von Operatoren: Die Hintereinanderausfiihrung der Operatoren wird
hier zur Multiplikation der Matrizen.



~ .. h(0 1\A{0 —i\_A(i o\ _AAK.[1 O)\_#A.-
S.§,=— —| =— === =—IS§
v72l1 of2\i o) a4\o —i) 2210 —1) 27"

bzw. wenn man nur die Paulimatrizen betrachtet: o,0 ,=io,

Die Vertauschung der Operatoren ergibt:

s hf0 —i\E(0 1\_A*(—i O\__AA.[1 O\_ %., _
S, 8, =—|. — =— === =——is, bzw. o,0,=-io0,
Y 2\i 0)2\1 0) 4\0 i 22 \0 -1 2 Y

Man sieht, dass die beiden ersten Paulimatrizen nicht kommutieren.

Um einen Ausdruck zu haben, der Null ist, wenn die Operatoren kommutieren, definiert man

AB—BA=:[A,B] und nennt ihn den Kommutator von A und B .

Fiir die beiden ersten Spinoperatoren gilt:

NN DS  FUNEEFIA A A l_ip oA . . o
S,—S,S,=—is,+—is,=his, also [S,,s,]=iks, oder wenn man die gleiche Definition fiir

die darstellenden Matrizen wéhlt:  [o,,0,]=2i0,

Ich gebe noch die Kommutatoren fiir die anderen Spinmatrizen an:

Gt R(L O NE (O SN A0 S e
ro2\1 0)2\0 -1/ 4\1 O i 0 2 7 s Y

~~. k(1 0\k{0 1\_E([0 1\_kK.[0 —i\_#A.. .
S,S,=— - =— =——if, =—is, bzw. o,0,=io
2\0 —1/2\1 0/ 4\—-1 0/ 22 1\i O 27 d

NI SN SO . .
$:8,78, 8= 18,5 is,= his, ,also [s,,$,|]=—iks, und [0,,0,]=-2i0,
3 §=’E 0 —ijzf1 0 :h—2 0 I zﬁﬁi 0 1 :EisA bzw. o©,0,=io
yree2\i 0)2\0 —-1) 4\i 0/ 22 \1 0] 2 * ' r ¥
~~.Hf1 o\r[o —i\_A[0 —i\_ AEA.[0 1\_ A.. .
§,§ == = == ". =—==i =—_—is, bzw. o0,0,=—io0,

Y 2\0 —1/2\i O 4\—-i O 22 \1 0 2 Y

also [s,,s,]=i#s, und [0,,0,]=2i0,

Ich gebe hier noch die Multiplikationstafel fiir die Paulimatrizen inklusiv der Einheitsmatrix



E=I=:0, anmit o0,:=0,; 0,:=0,; 0;:=0,

Oy (OF] (op) O3
Oy o) 0, 0, O3
o7 04 Oo io, —io,
Uz 0 —io, O io,
g O3 io, —io, Oo

Kein Spinoperator kommutiert also mit einem anderen.
Was bedeutet das physikalisch?

Man erhdlt nur sichere Messergebnisse fiir eine Observable A, wenn der Zustand ein Eigenzustand
des zugehorigen Operators ist, wenn also  Alx)=4|x) :

=P.(d)

N |

Soistbspw. o ,Ju)=[u) und P,(|u))=1 , aber az|r>:\/—1§\u>—\/—1§\d> und P, (u)=

Misst man in einem Zustand |x) zwei Observablen A, B die nicht kommutieren, etwa o, und o,
so ist das Messergebnis nicht immer sicher: Ist etwa |x)=|u) , dann gilt:

0,0 |u)=0,|d)=—|d) , das Ergebnis ist also bei dieser Reihenfolge sicher. Umgekehrt:

_ _1 1 die Messergebnisse sind nur zu 50% sicher. Oder
O-xo-z|u>_ax‘u>_ﬁ‘r>_ﬁ|l>

50% Wahrscheinlichkeit jeweils fiir rechts und fiir links.

0,0, |uj=0,ild)=iju)=—=|r)+

ol
—o |d)=—ilu)=ZL))—L
0,0 Juj=0 |d)==ilu) \/2‘l> \/2‘O> auch je 50% Wahrscheinlichkeit.

i
2"

Will man in einem Zustand |x) bei zwei Observablen A,B sichere Ergebnisse haben, so
muss der Zustand ein Eigenzustand beider Operatoren A,B sein:

A|x>=/1|x> und B|x>=u|x>

A

=>AB|x)=Au|x)=uA|x)=ui|lx)=2 u|x)=AB|x)=BA|x)=BA|x)

Die Reihenfolge der Messungen ist also unerheblich und beidesmal hat man das gleiche sichere
Ergebnis A u

Damit [A,B]=0 , die Operatoren also kommutieren, muss obiges fiir alle Eigenvektoren der
beiden Operatoren gelten.



Man sieht daher, da die Spinoperatoren nicht kommutieren, dass die Spinkomponenten nicht
gleichzeitig sicher gemessen werden konnen.

Noch eine Bemerkung zur klassischen Vertauschungsrelation [x,p,] (Heisenberg):

Fiir den Ortsoperator und den Impulsoperator (in der Ortsdarstellung) gilt:

W fp(=xy(x) @ p=—irt

3 a a —
L y—xYL =1
Es gilt X—X . s

(Lox=x L) (x)=Lonf (x)=x L f (=1 f (x)rx L f (x)=x G f (x)=f (x)=-Lx—xLo=1

oA PR IR (8 0 _
xp.y(x)—p, xy(x)= lhxaxﬂhaxx)w(x) lh(@xx xax)l/}(x) iny(x) ,also

[&’p\x]:ihU)(X) *
Dagegen kommutieren X,p, :

%9, (x)=(=in-L )y (x)=—ihx Ly (x)=—ihL-xy(x)
y oy oy

—<xy(x) , also kommutieren sie: [X,p,]=0 .

Das gilt analog fiir die anderen Komponenten.

A B

9]
=]

JAN AN
\/ \JP/




Sei f:X(Q)*R;x+~f(x)=P(X=x) eine W-Verteilung.

Als Beispiel nehme X die Werte 1,2, 3,4 an. f(1)=0,4 f(2)=0,2 f(3)=0,1 f(4)=0,3

Die Wahrscheinlichkeit 1 als Flache interpretiert wird auf die Rechtecksflachen verteilt:

f(1)-1+f(2)-1+f(3)-1+f(4)-1=1 oder éf(x,.)AXZI

f (x)=0,033x°—0,15x°+0,017 x+0,5

f

4,5

_ff(x)dx=1

0,5

paze

¥
E

Die Wahrscheinlichkeit 1 ist als Flache unterhalb des Graphen von f dargestellt.

A1

f(x) dx




p.,=f(x,)dx sind die einzelnen Rechtecksflichen, sozusagen die Wahrscheinlichkeitsteile von 1.

%= f(x,) istalso die Wahrscheinlichkeitsdichte bzgl. dx. Ware p, gréRer bei gleichem dx, so

wire die Dichte f(x,) an dieser Stelle groRer:

f heillt daher die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.

0

Das Skalarprodukt zweier komplexwertiger Funktionen f und g ist (f,g)= f f(x)g(x)dx .

Demnach st [fl={7.F1=y | £ (x)f(x)ax={ [ lfCfax

Fiir die Wellenfunktion (x) gilt ||1//||:\/ f by (x) dx .

Da |y (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, muss gelten: [ |y (x)] dx=1

Also auch ||1,/J||:\/_[o by (x)[dx=1

Ist 9:R*>C,x~y(x) ,dannist f|1/)(x)|2dx=1 und demnach ||y|= f|1//(x)|2dx:1

R RR?

Zur Schrodinger-Gleichung:

Nachdem Einstein die These vertreten hatte, dass Licht auch in Form von Teilchen, Quanten
(Photonen) auftritt, so beim photoelektrischen Effekt, meinte de Broglie symmetrisch, dann kénnten
doch auch Materieteilchen Wellencharakter besitzen. Hatte Einstein fiir Energie eines Photons des

Lichts der Wellenldange A E =% =hv und fiir seinen Impuls p =§=% angesetzt, so

iibernahm de Broglie diese Gleichungen fiir Materieteilchen mit Energie E und Impuls p und l6ste

sie nach den Welleneigenschaften auf: )L:% und v :% .




Schrodinger ging einerseits von den elektromagnetischen Wellen der Form 3 (x,t)=Ae™ ™"

aus (Wellenzahlvektor: k:%) und interpretierte sie im Sinne von de Broglie als Materiewelle

mit wohldefiniertem Impuls und Energie E=hv=hw=>w= % :

(p-x—Et) L(P'X_Et)

oder (x,t)=y(0,0)e" (de Broglie-Welle,

iﬂxfigt kX

Y(x,t)=Ae” " =Ae"

ebene harmonische Materiewelle?®). Da 1"y die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens ist
und vy (x,t)yp(x,t)=y(0,0)* ,ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens fiir jeden Ort
und zu jeder Zeit gleich, d.h. diese Materiewelle weist dem Teilchen keinen bestimmten Ort zu.

Um also sinnvolle Aussagen iiber den Aufenthaltsort (bzw. dessen Wahrscheinlichkeit) zu erhalten,

betrachtet man Superpositionen von solchen harmonischen Wellen verschiedener Frequenzen,
sodass sich ein Wellenpaket ergibt:

w(x,t)=(0,0)(e™ 4 ) odermit Ak=k,—~k, Aw=w,—w, und

k,+k, _ wtw,
w=
2

und den Mittelwerten k=

in trigonometrischer Form:

ER(I/J(x,t))=21,u(0,O)COS(ATkx—Ath)COS(I?x—@t)

3(y (x,t)>:z¢<o,o>cos(%x—A7wt)sm(h-m)

hier: R (y(x,t))=21(0,0)-cos(—0,254 x+0,129t)-cos (5,436 x —1,715¢t) fiir ein Elektron mit

v=6-10"m/s

v(x.0) wee

&

S
AN

t=-1,0,1

px—FEt

23 Im Exponenten steht die WirkungsgroRSe mal der imagindren Einheit i.



Man betrachtet die Distanz zwischen zwei Nullstellen der einhiillenden Funktion (blau)

21(0,0)cos (A?k x—ATw t) als MaR fiir die riumliche Ausdehnung des Wellenpakets bei fester

Zeit t.

Fiir die Cosinus-Funktion ist der Abstand zweier Nullstellen 7 und damit gilt fiir zwei
aufeinander folgende Nullstellen:

_—XZ_—t_

N (Ak Aa))

—Xl_—t

zlAk-Ax mit Ax=x,—x; ,also Ak-Ax=2rx

2 2 2 2 2
Mit k:% und AkZ% folgt daraus: ZJZZAI('AX:ATP'AX=>Ap'AX:2fL'ﬁ:h also
Ap-Ax=h .
Bei festem Ort x ist die zeitliche Ausdehnung :ATkx —Athl—(A?kx— ATa)tz) %A w-At
oder Aw-At=2x und mit wZ%: %-AtZZnﬁAE-Ach

Bei Teilchen sollten aber aulerhalb von Ax und At die Aufenthaltswahrscheinlichkeit gegen
Null gehen. Dazu bedarf man eines kontinuierlichen Wellenpakets, etwa der Gaullschen
Wellenpakete:

v(x,0)

Av,\vnunvﬂnvﬂﬂnp W [T

K

A ) A 3
w(x,t)ZIA(k)e'(kX_‘”t)dk mit A(k)=\/2_70e2"k , 0, Standardverteilung.
—® Jl'O'k




Zuriick zur ,,Herleitung® der Schrédinger-Gleichung:

%(p-x—Et)

Leitet man die Materiewelle de Broglies /(x,t)=1(0,0)e nach der Zeit ab, ergibt das

0 _ %(px—Et) i _ i =i
aw(x,t)—zp(o,o)e (=5 E)=—%Ey(x,t) ,also —tz/)(x,t)—TEz/J(x,t) oder

. @ _
zhatw(x,t)—Ew(xﬁ (1)

%(pxx—Et)
Desgleichen kann man auch y/(x,t)=y(0,0)e

differenzieren und erhélt;

nach x (eindimensional)

0 _1 h o -
aXw(x,t)—hpxl,v(x,t) bzw. iaxw(x,t) py(x,t) (2)

In den Gleichungen (1) und (2) stehen rechts vor 1 jeweils die reellen Gréllen E bzw. py, die

gemessen werden konnen, also Messgroflen. Links stehen vor vy i# % bzw. Eai als
i 0x

Operatoren, der Energieoperator E=i h% bzw. der Impulsoperator [5)(2—1'716i , wobei
X

E und p die Eigenwerte der Operatoren sind mit dem Eigenzustand bzw. Eigenfunktion v .

Dreidimensionaler Fall:

2

Geht man von der Gesamtenergie H=E, +E pm:%mv2+V (x):zp—+V (x) ausund im

m

2

dreidimensionalen Fall von H =2p—+V (x) (3), wobei H die Hamiltonfunktion ist (zweiter
m
Ansatz von Schrodinger).

Da die Gesamtenergie erhalten bleibt, gilt H=F (H ist der Teilchenaspekt und E der
Wellenaspekt) und auf 3 angewandt:

Hy(x,t)=Ey(x,t) oder mit (1) Hz/)(x,t)=ih%1p(x,t) oder mit (3)

(Z vty xo=in i

Wendet man nun die Operatoren auf die klassischen Ausdriicke an:



Da p=(px, py,pz) ist, ist der Operator fiir p:

S5 5 pl=(—in0 _ip 0 _ip O \__;px[ 0 O 0 \__;
P—(Pxxpy:Pz)—( lh@x’ lhay, lh@z) lh(ax’ay’az) inV

A

2 2
und fir p?=pi+pi+p, ist der Operator p,=(—i h@i) =—h2% und also
X X

A 2 2 2 2 2 2
p’=—F 0 s+ 0 >+ 0 5 =—# V’=—#K’A mit dem Laplace-Operator A= 0 S+ 0 S+ 0 >
ox" 0y 0z 0x" 0y 0z

und x=(x,y,z) mitdem Operator X ergibt die Quantisierung von

2
P —ip 0
2m+V(x) w(x,t)—lhatw(x,t) zu

_p2 A —ip 0 i ~ fr—_p2 A
A 2m+V(x))zp(x,t)—1hatw(x,t) mit dem Hamiltonoperator H=-—% 2m+V(x)

die Schrodinger-Gleichung: H(x,t)=ik %UJ (x,t)

Beispiel: Wasserstoffatom.

Electrons have quantum properties so can be in many places at once, making it
hard to image atoms. By combining snapshots of many electrons at once,
hydrogen atoms have now been imaged at four energy levels (increasing from a to d)

Increasing electron density —

The first detailed images of atoms show various arrangements of the
clouds of electrons surrounding a carbon atom. A and B depict two
different arrangements of the electron clouds.

Image Credit: Kharkov Institute for Physics and Technology




2

—}? _
(2m A+V(r))1/}(x):E1p(x) mit V(r):4 L € st der Abstand des Elektrons vom

Atomkern (Proton). Ubersetzung in Kugelkoordinaten r, 0,¢

P
Ak a=rsin 0
0
FAR
yiT Xp =acosQ
K :I En R
Fal i ¥ o
Xp # ¥L - lf— d Sin (.P
I ‘r (_p l_?- :
S |
Vs zp=rcos B

Oder Xx=rsinfcose; y=rsin@sing; z=rcosf und umgekehrt

r=Vxt+y 7’ O=cos {(%); gp=tan”(
r

x <

)

Um die Schrodinger-Gleichung in Kugelkoordinaten umzuschreiben, wird zundchst der Laplace-
Operator in Kugelkoordinaten transformiert:

Die erste Ableitung von (r,0,¢) nach x ist iiber die Leibnizsche Kettenregel:

ow(r(x,y,2),0(x,y,2),0(x,y,2))_oy or oy gg 0w d¢ (*),wobei

o0x ~or ox 00 9x 0@ ox
or_  2x 1 0 —sin
—-schoscp 00— _1 . .p. A ——
ox 2VX*+y’+7° ox T SO By rsing das
eingesetzt in (*): 61/} 0,1 o _sing 5
B sin @ cos - Py +—cosf cosg 5 ~<inf 30 y(r,0,p)

Und dann die zweite Ableitung nach x, und das Gleiche fiir Ableitungen nach y und z.

Nach groflem Rechenaufwand erhdlt man schlieflich:

_18(208)_ 1 i(- i) 1 &
A= Zﬁr(r 6r)+r251n0 00 sm@ag +rzsin20 d¢°

Die Schrodingergleichung lautet damit:



— i 0 (.20 1 i( ) i) 1 P o ~
2mer2(5r(r 5r)+sin6 505" 5g o 86" v 4ﬁEOrW—E¢

Die Gleichung ldsst sich tibersichtlicher schreiben, wenn man den Bahndrehimpulsoperator bzw.
dessen Quadrat verwendet:

Der Bahndrehimpulsvektor ist klassisch - e
r ndrehim ri isch: = = =
er Ba ehimpulsvektor ist klassisc L=|L, |=xxp=|zp,—xp,
LZ Xpy_.ypx
. . _ _ iy 0 . _ 5 0 . _ix O e
die erste Quantisierung ergibt: p,>—i#h ox’ p,> in dy’ p,2>—Iih Py und damit:
9o _, 0
Yoz Zay
i:_ih Zi_xi . .
O X Oz | und in Kugelkoordinaten dargestellt, erhélt man:
o _, 0
oy O Xx

0 cosfOcosp §

Y807 sine o¢
L=—i# 9 _cosfsing g
©5P30 sing O

0
o

Gezeigt werden soll das nur fiir die letzte Komponente: nach Leibniz gilt:

oy 0y 0Ox away Oy 0z undda Ox

—rsingsi 9Y i oz _
=—rsinfsing und a(p—rsm@cosw und 6q0_0

09 0x 09 0y 0w 0z 09 op
gilt: g—g;:_axwrsin@sin(p+g—1}/jrsin9coscp+0:( 66)/ ya)lp und also
y X
x0_ —y0 0 __0
6y ox 0@

Fiir das Quadrat des Bahndrehimpulsoperators gilt (nach ausfiihrlicher Rechnung):

2_f2 2] 1 o 0 1 &
[2=[24 24 2=_ 32 ( )
L 4L =—h sing 00 smHaH +sin26 e

Die Schrodinger-Gleichung erhélt damit die Form:

—7 [ (20)\,_1 & o\, L (&), & . _
2m,r’ 6r(r 8r)+sin(9 ag(smﬁ 59) sin’6 | 0 ¢ v 4ﬂeorw_Ew

-L? (SGL 1)

hZ




oder

_ K2 0/ 20 iz o2
2mer2§(r E)-FW Il/(r,ﬁ,(p)—4n€0rIp(r,H,(p):Ezp(r,H,(p) (SLG 2)

2 .2
(SLG 1) wird nach Multiplikation mit M : (SLG 3):
h
2 . 2 2
. 2,0 (.20 . a(. a) o° 2m,r-sin"60 e _
0 —=—r "= |+sinf x5 (sin0 =5 |+ ,0,p)+ +E ,0,¢)=0
(Sll'l ar(r 61") Sin 68 Sin 66 agpz)l‘U(r (p) hz 4,7[60]" I/J(T' (p)

Es gelten folgende Kommutator-Regeln:

LL—L L =ty —z0 |70 —x O \par?20 —x L |y 2,0 |p=
(X roY x)ll/ (yﬁz Z@y)(zﬁx X@z wh Z@x X@z y@z Zay v

w2y 0, 0\, 0% OV (0 0N\, 0¥ 0%\
h(yéz Zay)(zax Xaz)+h (Zéx Xaz)(y ‘ )_

) oy |, [ v Oy oy _ Oy |
*h (z(y oxoz) 2\ 77 0x0y X Y'ézz X _1'8y_z.6yaz B

| oy O’y dy L, Fy o’y
o (y ox VPoxoz Va2 L oxoy “oyozlt

621# 821/} 821/) oy 021// oy oy 0 0
+7 — — + Ry L5t g2, O
h (yz . z X0y Xy —> X@y 570 ny +h" x h (X

A

Ao 0 0\ _ .2 L, L
X:Ly]—h (X—_ya_x)—h —ih_thz . Analog gelten:

fx] =ikl , Diese Operatoren kommutieren also nicht.



Aber es gilt :

Gezeigt werden soll als Beispiel [iz,ﬁz]:o :

ist 1 1 9 ( d ) 1 & 2 o ., o . 1 &
Es ist 2__ 2 _0_ O - 0
L h (sinH 50 sinf +— h C0t659+602+sin20 s

d [ =—i i
und [ lh@(p

o e 2 1 8% \(ow\ ..s o’y Oy 1 &’y
Dann gilt L’L,y=ik’ cot0i+ 0y ( ):1h cot® + +
& v ( 90 " 56* sin’0 0¢*|\0® 9009 50°0¢ sin’0 0¢°

+
0000 " 5¢906% sin’0 0¢°

2 2
und 7 72, _:23| O oy oy 1 o0y
L L°y=ih (6(,0 (cotH 50 +682+sin20 P

2 3 3
=ih3(0+cot8 oy oy + 1 0 1/’)
also nach Schwarz (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen) | L , ﬁz] =0

Das heift, es gibt Funktionen, die gleichzeitig Eigenfunktionen der Operatoren [ ,iz und fz

sind und die Observablen H,L* und L, sind gleichzeitig scharf bestimmbar.

Separationsansatz: Die Wellenfunktion wird als Produkt von drei Funktionen der einzelnen
Variablen r,0,¢ angesetzt: yw(r,0,9)=R(r)©(0) ®(¢) und dann in die obige
Schrodinger-Gleichung (SLG 3) eingesetzt :

2 2 2 .2 2
sin?9 0 (20 +sinei(sinei)+ O* \Re@ps2M SO0 ¢ | plreo=o
or\ or 00 00 p9¢* W Adme,r

arto £ 2RIIOOISIE), 1 2 (g 2RINONOILLG), RIrIONOOLg),

or or op
+2merzsin26 e’ +E|RO®G=0
W Ame,r —" oder
.2, 0 ,OR(r) . i( 5@(9)) D(p)
0(0)d(¢)sin Har(r = +R(r)d>(<p)51n966 sind —5 +R(r)®(8)—6(p2 +
2m,r’sin’6 e’
T 4neor+E RO®=0 g nun Division durch R(r)-@(6)-® ()0
1 ., 0/[.0R(r) 1 . 0 ( 8@(6)) 1 0°®(p) 2m,r’sin’ 0 e’
60— 0= 0 E
R(r)sm ar(r 5 +®(8)sm =7 |sin0 —5 +(1)(<p) py + . 4JT€()F+

abhéngigvonR (r) abhdngigvon© (8 ) abhdngigvon® () abhdingig vonr




Lost man diese Schrodinger - Gleichung (SGL 4) nach dem Term, der von @ (¢) abhdngt auf,

om.rsin’ 6 5 5

1 sin2g - rzé’R(r) 1 Singi(simg@@(ﬁ))_l_ m,r-sin ) 1 0D(e)
R(r) ar ar @(0) 69 66 hZ 4]‘[601” (D(q)) a¢)2

abhdngig von R(r) abhdngigvon®(6)) abhdngigvonr abhdngigvon ® (¢ )

erhélt man (SGL 5). Der Term auf der linken Seite ist unabhédngig von @ ((,‘0) , auf der rechten
aber von ihm abhédngig, so dass die Gleichheit nur bestehen kann, wenn beide Seiten konstant sind.
Diese Konstante werde prékognitiv mit m; bezeichnet. Es gilt also die DG fir @ ()

oder @' (¢)=—m (g}

Das ist eine homogene DG 2. Ordnung mit der charakteristischen Gleichung r°+m; =0
und der allgemeinen Losun i —i
8 g q)((p):klerlw+k2€r2¢):klelm1¢+k26 im

1 .. . . .. _ 1 imge o
—— und k,=0 erhdlt man die normierte Losung @ (gp)=——e =0 (@)

V27 V27 !

Fir k,=

Weiter ist @, (¢) Eigenfunktion von L, mitdem Eigenwert #m, :

S . . 1 im . 1 . im 1 im
qu)m,(ﬁﬁ):_lh%@m,((ﬁ):—lh%(ﬁe "p):—lhﬁlm,e ’(p:hm,\/ﬁe ’(p:hm,d)ml((p)

Mit @, (@) istauch y(r,0,¢)=R(r)®(6)®, (¢) Eigenfunktionvon L, mitdemselben

1

Eigenwert aAm; :

L(y(r.0,9))=—inE{R(r)O(0)®, (¢))=R(r)0(6)[~in L @, (¢) |=R(r)0(0)nm®, (¢)=

1

=hamy(r,0,p) .Der Zahl m; bestimmt eindeutig die Eigenwerte des Bahndrehimpulsoperators ]:Z

in z-Richtung und damit die Werte, die der Erwartungswert der Observablen L, annehmen kann. my
wird als magnetische Quantenzahl bezeichnet.

Die linke Seite von SGL 5

2m,r’sin’ @ 2
1 sinzﬁi(rzaR(r))+®1 sinﬁi(sinﬁag(e))+ m.r Sin ( ¢  tE

_ .2
R Var\" Tar (6)""" 20 30 7 dme,r )M

abhdngigvonR (r) abhdngigvon®(6 ) abhdngigvonr

I

16st man nach dem vom r abhdngigen Term auf. Das ergibt

1 .2, o [20R(r)) 2mr’sin®g [ ¢ A ( a@(g))
0= , E |=m,———=sinf0 =4 0
R(r)sm ar(r = . 4Jreor+ m @(Q)sm 37 (sin0 —5




Man dividiert noch durch sin’6 :

1 a(rzﬁR(r))+2mJ2( e’ +E)— m; 1 i(singa(a(@))::l(Hl)

R(r) or or n> \4me,r “sin?0 ©(0)sing 06 06

Da die beiden Seiten von verschiedenen Variablen abhdngen (r bzw. 0) , miissen sie konstant
sein. Diese Konstante werde wieder vorblickend mit 1 (I+1) bezeichnet.

2

2

Die linke Seite ergibt: 1 o ﬁaR(r) +2m€,r ¢ +E —1(1+1)=0

R(r)or or 7 \dme,r
. R(r) -
Mit >— multipliziert :
r
1 o[ 20R(r)\ 2m, [ ¢° R(r
FE(’"Z af, ))"' PE (4Jreor+E R(r)-I(1+1) r(2)=0 den letzten Term mit ;e erweitert:

1 OR(r)\ 2m, 2 1(1+1)
—2%(r : ORIl ))"‘ ( £ _+E- ( )2 R(r)=0 ergibt die DG fiir Radialkomponente R(r)

r or n \dme,r 2m,r
und die rechte Seite i - 1 i(siné’a(a(@))—l(Hl)_O
sin9 ©(6)sing 006 00 B

mit ©(6) multipliziert ergibt das die DG fiir die Polarkomponente ©(6) der Wellenfunktion 1

1 i(sin@ 66(8))+(1(l+1)— mzlz

©(6)=0 oder nach Ausdifferenzierung

sin@ 00 00 sin“ 60
0’0(0) 00(0) m;
+cotO- +(I([+1)——— |©(0)=0
00° o0 ( ) sin’6 ( )

Die normierte Losung dieser DG lautet (ohne Herleitung):

@(9):\/(1%).% PP(cost)=:0, , (6)

1
mit den Legendrepolynomen P,(cos H):%-Ll(coszﬁ —1)1
2'1! (0cosO)

||m1| a|m[|

und den zugeordneten Legendrepolynomen P} (cos6 )=|(sin®) P,(cosf)
(0cosO )lm’l

Damit die (nicht-singuldren) Losungen existieren, muss fiir die Quantenzahlen gelten:

IEN, meZ |m|<I .



@,,m,(ﬁ) ist Eigenfunktion des Quadrats der Drehimpulsoperators I’ mitdem Eigenwert

[(1+1)A* ,ebenso y(r,0,¢) :

Hierzu geht man von der SGL 2 aus:

2 "2
—h 6(rzi)+ L

om,r?or\" or) 2m,r

2

y(r,6,¢) y(r,6,¢)=Ey(r,6,¢) und multipliziert mit

4me,r

A

2

—2m,r’ o /(28 2m,r° e’ L
PER (E(r E)-F e E+4Jl'€or w(r,H,(p):?U}(r,@,(ﬂ> wieder

Produktzerlegung der Wellenfunktion mit w(r,0,¢)=R(r) ®z,m,(9 |, ((p):R(r)Yl,m,(H ,®)

1

in obige SGL eingesetzt und Division durch 4 (r,60,¢)=R(r)Y,  (6,¢) :

_ 1 LZYI,m,(B’w)
Yl,m,(ei(p) hz

1 (rzaR(r))+2mer2(E+ o

R(r) or 1 Ame,r

Beide Seiten sind von verschiedenen Variablen abhéngig, so dass wieder Konstanz herrscht und
zwar [(I1+1) , vgl. Seite 49 oben.

1 L'y, (00.9)
Yl,m,(e)(p) hz

Das heil3t aber fiir die rechte Seite: =I(1+1) oder

LY, ,(0,¢)=R"1(1+1)Y,,,(6,¢) bzw. mitRE) multipliziert: 12y (1,0, ¢)=1"1(1+1)y(r,0,¢)

da  R(r) Konstante bzgl. L? -

Also bestimmt die Quantenzahl I die Eigenwerte von iz und damit die Werte, die der
Erwartungswert der Observablen annehmen j? kann. Man bezeichnet daher 1als die
Drehimpulsquantenzahl (oder Bahnquantenzahl oder auch Nebenquantenzahl)

Beispiele:
1 m, P,(cos0) P"(cos6) O (0)
00 1 1 %
2
110 cos6 cos® \/icosH
2
1] +1 cos6 sinf ¢_§Sm6
210 l(E’;coszﬁ—l) l(3c0520—1) M(BCOSZH—l)
2 2 4
2 *1 %(3(:0526—1) 3[sin flcos %\/E|sin0|cosl9




Fiir | = 0 fithrt man auch den Namen s-Orbital (s fiir sharp bei den Spektrallinien)

Firl=1 p-Orbital (p fiir principal)
Firl=2 d-Orbital (d fiir diffuse)
Firl=3 f-Orbital (f fiir fundamental)

Nimmt man die beiden Losungsfunktionen & _ ((p) und ©, (9) zusammen, so hat man in deren
Produkt die Losung des winkelabhadngigen Anteils der Wellenfunktion 1 (r,0,¢)

®l,m,(6 )'q)m,(ﬁl)):i Yz,m,(9 ,9) , der sogenannten Kugelfunktion, die die Form des Orbitals

bestimmt: 1 1, (I=|m|)! _m im@
Y, (6 =——/(l+=)——— P, o0 !
0,012 (L B
Beispiel:
I m, PI(COSH) PTI(COSH) ®I,m,(6) Yl,m,(g :(p>
00 1 11 1
V2 2V
110 cosf cosé 2 cos p 2\/; cosd
1] +1 | cosd sing @sinﬁ V3 sinf e’
2 2V2m
210 Lscoso-1) Hocoso-1)| Dlscestp 1) 5 f3csio-1)
2 | +1 %(3c0520—1) 3[sin 0| cos O %\/E|sin8|cost9 %/%Binmcosﬁeﬂ"’

Bevor die Losung fiir die radiale Komponente hergeleitet wird, sollen die Ergebnisse
fiir den Bahndrehimpuls zusammengestellt und veranschaulicht werden.

Beide Quantenzahlen [ und m; beziehen sich auf den Bahndrehimpuls des Elektrons.

Es gilt: m=—1,-1+1,...,0,...,1-1,1

[€IN, ist die Quantenzahl des Quadrats des Drehimpulsoperators.

m,€Z ist die Quantenzahl des z-Komponente L, des Drehimpulsoperators.

Ist das System in einem Eigenzustand, dann gilt (L*)=#’I(I+1) und (L,)=m#

Der Betrag des Bahndrehimpulsvektors ist |f|=# \/m = \/@ , seine Richtung wird durch

die magnetische Quantenzahl ™MEZ angegeben.



Drehimpulsvektoren in Bezug zur z-Achse:

4L{ = \.E ] |L| = \.E i

Die Richtung des Drehimpulsvektors ist in Bezug auf die z-Achse gequantelt.
Bei gegebenem 1 gibt es genau 2 1 +1 ganzzahlige Werte fiir m;
Der Vektor L kann jedoch nie auf der z-Achse liegen, da fiir den Neigungswinkel zur z-Achse gilt:

m, kannnicht =+](1+1) werden fir [#0

c056=\/m

Fiir 1 = 0 ist auch m; = 0 wegen |m|<I€N, und daher |L|=0 .

Réumlich sieht die Quantelung folgendermalien aus (fiir 1 = 2):

Der Drehimpulsvektor L liegt innerhalb einer Kugel mit dem Radius |L|=#%+I(I+1) .

Die magnetische Quantenzahl m; bestimmt die z-Komponente [, zu #m; und beschrinktden
Aufenthaltsort des Drehimpulsvektors auf die entsprechende Kegelfliche. Man kann aber nicht
sagen, wo sich der Vektor auf dieser Kegelflache befindet.



Bilder der Formen von Orbitalen erhélt man, indem man das Betragsquadrat |

Yl,m,(g ’(p)‘z der

Kugelfunktion fiir jeden Wert der beiden Winkel berechnet und in ein zweidimensionales bzw.
dreidimensionales Koordinatensystem eintrdgt. Das Bild veranschaulicht die

Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons.

F 3

2D:

3D:

s—Orbital (1=0,m,=0)(Kugel )

) p—Orbital (I=1 m, 0)
2
¥, . (60,9) :E~O,08

Y. (6,9 | =—cos ‘0

2D:

3D:

d—Orbital(l:2 m,=0)
Y00 (0,0 =12~ (3cos o-1 |y

d—Orbital(1=2,m,=1)

I,m,

(0,(/))‘2:%&526 sin’ 6

p—Orbital(1=1,m,=1)(Torus)

¥, (0,0 ===sin’0

d—Orbital(l—Z m,=2)

|Y | = sm ‘0

Im,




Nun zur radialen Komponente: Man geht von der Differentialgleichung fiir die Radialkomponente
aus:

2 2
%@ rzﬁR(r) $2Mme|_e +E—l(l+1)h R(r)=0
r’or or B \dme,r 2m,r’

Man definiert eine neue Funktion p (r) -=rR (r) und setzt sie in die obige DG ein:

1
ZGFP(T") 2me( o2 1(1+1)4%\ 1

1lo|,
2 r

9 +—; +E— >
r°or or n \dmeyr 2m,r

P(r)=0 differenziert aus und multipliziert mit
r:

or’ * h

2 2 2 2
6°P(r) me( ¢ .z l(l+1)§i P(r)=0
4me,r 2m,r

Eine aufwéndige Rechnung (siehe Anhang) ergibt eine radiale Quantenzahl N, die eine
Normierungsbedingung erfiillt. Mit ,=N+]+1 Wwird die Hauptquantenzahl bezeichnet, die die
(diskreten) Energiewerte
EHZ—ER%; neiN
n
4

ergibt mit E, :ﬁ ~13,6eV , der Rydberg-Energie. Dieses Ergebnis entspricht genau dem
€

Bohrschen Atommodell.
Bei festem n kann die Bahndrehimpulsquantenzahl die Werte [=0,1,2,...,n—1 annehmen. Da es
zu jedem | 2 1+1 Werte der magnetischen Quantenzahl moglich sind, ergibt sich der Grad

n—1

21+1=n’

~ der ,,Entartung® der Energiewerte E,. Das heift, dass jeweils n* verschiedene

Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms existieren, charakterisiert durch die Quantenzahlenn, 1, m,
mit derselben Energie E.,.

n 1 m, E, Entartung
1 0(s) 0 E, 1-fach

2 0(s) 0 E, 4-fach

2 1(p) 1,0,1 E, 4-fach

3 0 (s) 0 E, 9-fach

3 1(p) -1,0,1 E, 9-fach

3 12(d) 2,-1,0,1,2 E, 9-fach

4 0(s) 0 E, 16-fach
4 |1(p) 1,0,1 E, 16-fach
4 |2(d) 2,-1,0,1,2 E, 16-fach
4 13(H) 3,-2,-1,0,1,2,3 E, 16-fach
n (0,...,n-11/1,...,-1,0,1,...,1 E, n°—fach




Die radiale Funktion ergibt sich nach weiterer Rechnung zu

R<r>=—( (-1t )( 2 )( s )le;_“r“LiT(ﬁ)=:Rn,l(r)

2n((n+1)!)’) \na,) \na, na,
) 4]‘[60722 10 ..
wobei q,:= ~0,529177-10" "m der Bohrsche Radius ist und
m,e
Ls(x)-:rz_‘i(—l)"+S (r!) x“  die zugeordneten Laguerre-Polynome sind
S k!(k+s)!(r—k—s)! g 4 '

Die Tabelle gibt einen Uberblick iiber einige Werte des
Laquerre-Poynoms:

Lo(x)=1

Li=1-x

Li(x)=—1
L)(x)=2—4x+x
Ly(x)=—4+2x
Ly(x)=2
L(x)=6—18x+9x"—x°
Ly(x)=—18+18x—3x"
Li(x)=18—6x
Ly(x)=—6

Tabelle fiir einige radiale Funktionen:

n |1 R,,(r)

3 0 2\ —r
Ryo(r)=—2=| 2 P|27-18 42l &>
’ 813 a, a, a,
3 1 _ 242 (1 %r r ;_‘;0
R3,1(r)— —|"—|6—
81\/§ a,| 4a, a,




R, ,(r)[10°m®™]

Lo (22 o
i \ 4 4 e, Nyt
- ey | S S— ’ N ————————_ "
20 S
0.6
Rig Ryp Ry Rip Ri.i R3
Nachfolgend die Graphen der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
tos 1
A
\
\
20 . / / .'"‘1'\.‘ - . ’:;?_H_EH“‘-_}, |
rlag] / e Fﬁ\_-'“}“‘?‘ / —
n=1,1=0 n=2,1=0 n=2,I==1 n=3,[=0 n=3,I=%=1 n=3,1=2

Der Faktor ¢ ¥ der Radialfunktion R, /(r) bewirkt, dass die Funktion gegen Null geht, wenn r
gegen Unendlich, d.h. die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons strebt fiir groe Abstdnde
vom Kern gegen Null.

Fiir das s-Orbital (1 = 0) ist die Radialfunktion im Ursprung (im Kern) am gréten. D.h. die
Wabhrscheinlichkeitsdichte ‘Rn 1<r)|2 ist dort maximal.

1
Fiir alle anderen Orbitale (I>1) ist R, ,(r) im Kern Null, wegen (2_r) =0 und damit auch die
: na,

Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. das Elektron wird sich dort nicht aufhalten.

R,,(r) hat N=n—I—1 Nullstellen, die Knotenpunkten n 1 n1d | R,(r)
(nodes) in der Aufenthaltswahrscheinlichkeit entsprechen 110 10 RLO(r )
2 0 |1 R,,(r)
(siehe obere bzw. untere Graphen). 2 11 o R,, (r)
3 10 |2 R,,(r)
3 |1 |1 R,,(r)
3 1210 R,,(r)




L 77 ’
1s 2s 3s

Die erste Zahl steht fiir n. In weillen Bereichen (Knotenpunkten) hélt sich das Elektron nicht auf.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit [y, .. (.0, (p)|2dV , das Elektron im Volumenelement daVv
am Ort (r,0,¢) anzutreffen, ist gegeben durch

Vi (1,0, @) dV=IR, (r)|Y,,(0,¢) dpsindd6r’dr

Die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit ergibt sich durch Integration iiber ¢ und ¢
Sie ist die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Intervall dr in einem Abstand r vom Kern zu finden.

Da die Funktionen Y, (6,¢) normiert sind, ist sie gegeben durch |r (r)fr’dr .

Tabelle: die Eigenfunktionen wn,,,m,(r, 0,p) des Wasserstoffatoms fiir n=1, 2, 3

Orbital n 1 m Rn,l(r)'YI,ml(H’(p)ZI/Jn,l,m,(r’e’(p) Orbitalform
3 —r 3 —r
S R R PYIE R i S W Y e
a, 2vm YT\ a,
3 -_r 3 —-_r
2s 2 1010 1_ i 5 Z—L ezgﬂ 1 — 1_ l 5 2_L e2a0
242\ q, a, 2vr 4427\ a, a,
2pp |2 |10 1 (1\r 2. V3 1 (1Y g
— (= P—e " ——cosf=——|—|*—e " cos O
2v6\a,) a, 2vw 427 \a,] a,
21 1 i%Lez__ar“ Vzsin@ei””:—l 1 %Le;—(’r"sinﬁeﬂ(p
2V6\a,) a, 2427 8vrl\a,| a,
3s 3 01]0 3 2\ —r 3 2\ —r
S R PRSP R P B W N | PPl
813\ a, a, a 2y 8137\ q a, a’
3pp |3 |10 22 (1 \3r r\ sa V3 V2 [1\r an
——|—|"—|6——]e " ——cosO = —|P—[6——|e " cosh
81+3\4a,) a, a, 2vmw 8lvm\a,]| a, 0
3[).1/+1 3 1] x1 by 3 S Y L 3 S i
—2\/2_ 1lr 6—L |e* J?’_sinﬁe‘”’:# 1hr 6— " |e**sing e*'?
81v3\a,| a, a, 2271 81vm\a,| a, a,
3dy (3 |20 3(r V5= 5 2\ o
’ Z\E_ L[ e3"“£(3c0520—1): 1 L[ e3”“(3c0526—1)
8115\ a,/ \ 4 81V6x \a, | | a
3dya |3 (2] %1 P 3 5E . 3SrV osa i
. 2\/2_ S b g IPEL @cosﬁsinﬁ e‘””:i Lir e’*cosfsinfe””
81v15\a, ) | q, V8 81vm\a,| \a,
3 2 —r [ 3 2 r
3d—2/+2 3 2 i2 2\/5_ 1 B L 3a, \/15 SinZH iZlq_ 1 l 2 L e3aosln20 e,ZI(p
81vV15\a,) | q, V327 162 v a




1s 2s 3s

3d2

2p0



V100
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3
2
1
0
-1
-2
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-4 : : v T T
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V210
10
5
0
-5
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T y - - .
-10 ] 0 5 10
V3,00
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V2,11
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T
-10
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W3 11

10

-5

-10 4

=15

o4

Y321

10

wn

o

-5

-10

Wi 0.0

10

-10 4

=15

T
=10

5

%

L

V32,0

10

-5

=15

=15

Wi 10

10

o4
w
=
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Wy, 11

10

-5

T
=15

T T
-10 =5 ]

Wi 21

10

-10

-20 4

T
=20

—iO 0 10

Wi.3.0

10

=20

6

10

Yy2.0

-20 -10 0 10
W22
i
- - - -
-20 -10 0 10
Wy, 3,1

4

6




W32

10

W5, 0.0

10

-15 4

-20

T T
=15 -10 =5

o
v
-
o

Ws, 1.1

g

10

=20

7]‘.0 0 10

L

S5

1

10

-10

10

Wy 3,3

Ws, 1.0

20

T
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T
=10

Ws, 2.0

T
=20

T
-10

20
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Ws.2.1

' 4 A

“ *

—'.;0 —iﬂ ll} 10 20

Ws, 3.0
30 4 -
20 4
10 4
- -
0
- -
=10
_20 4
—30 4 -

Ws, 3.2

-30 4

—30 —20 —1o 0 10 20 0

"

Ws,2,2
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=20 -10 0

Ws, 31

10

-30 4

Ws 33
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Ende des Beispiels zur Wellenfunktion.



Verandert sich ein System, notiert man den verénderlichen Zustand mit |y (t)) , der sich aus dem
Zustand |z/) (0)> zur Zeit t=0 durch die Anwendung eines linearen Operators U(t) ergibt:

ly(t))=U(t)]p(0)) (*). U nennt man sinngeméR den Zeitentwicklungsoperator.

U(0)=1 ,daaus |p(0))=U(0)|w(0)) U(0)=1 folgt.

Dann soll die Wahrscheinlichkeitsnormierung  ||y||= f ly (x)dx=1 , die Unitaritat, iiber die
R’

Zeit erhalten bleiben:  |ly(t)]|=|ly(0)]|=1 , d.h. es sollte gelten: %Hw”zo

Setzt man (*) in die Schrodinger-Gleichung  Hy (t)=i# %w (t) * ein, erhdlt man
_:y O ~ _:3 0 K _ g
t)|1/)(0)>—lhatU(t)‘z/J(O)> oder HU(t)—lhatU(t) oder GtU(t)_ hHU(t)
2 2
Mehrmaliges Ableiten von U(t) ergibt: 62 (t):%(—%HU(t)):(—%H) U(t) bzw
t

5_nU(t):L__l(—%I:IU(t))Z(—%ﬁ)nU(t) :

ot" ot"™!
Das Taylorpolynom von U(t) ander Stelle t=0 entwickelt ist

A

U(t)=iiU(")(0)t"=zi (% ) Zj‘ni(_ )n e_%Ht und damit

Demnachist U'(t)=e =e da H hermitesch und also
=e =1 ,d.h. Uist,unitar”.
Damit gilt wegen (1 (t)|=(y(0)|U"

(0w (0)=(w (0)|U(6)U(t)|y(0))=(w (0] (0)) und damit weiter

ly (6)|=V ()] (£))=V (g (0)]y (0))=|ly (0)|=1 , d.h. die Erhaltung der Unitarit.

24 Der Hamiltonoperator ist als zeitunabhéngig vorausgesetzt.



Damit bleiben auch orthogonale Zusténde iiber die Zeit erhalten, aber auch die Beziehung zwischen
Zustanden allgemein:

(xly)=lxlIly)=x|U"U|y)=(Ux|Uy) .

Wihlt man anstatt den Zeitpunkt t=0 allgemeiner einen anfanglichen Zeitpunkt t=t, , so sieht
die Gleichung fiir die Zeitentwicklung |y (t))=U(t)|y(0))} von t,>t folgendermaRen aus:

[w(0))=U(t,t)|w () ).

Die Propagatoreigenschaft U(t,t,)=U (t,t')U(t',t,) lasstsich dann direkt aus der Gleichung
(**) herleiten:

Esistmit t,=t' |yp(¢))=U(t,t")|w(e’)) undmit t=t"  |p(c)=U(t",t)|w(t))=

[w(6))=U(e,¢)w(e))=U (6, U (e t)[w(t)) = Ul t)=U(e ) U t)

laut (**) U(t, t,)

. . —Lg(e—,)
Der Zeitentwicklungsoperator lautet dann  U(¢,t,)=e "

Die Matrixelemente von U:  (x|U (t,t,)|x,} heiRen Schrédinger-Propagator (auch Kern oder
Greensche Funktion genannt).

Er gibt die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir ein Teilchen an (das sich zum Zeitpunkt t, am Ort
X, befand) zur Zeit t am Ort x zu finden.

Wie entwickelt sich der Erwartungswert <1/} (t)| ©|w (t)> einer Observablen O bzw. des Operators
O , der selbst zeitunabhangig ist, mit der Zeit auf der Basis der Schrédinger Gleichung ?

L1y (0)0lwe) "2 Ly ()] Ol (1)) +/y () L0l (0))=
=<%w(t) Oly (0))+ (i (1) 0L [y (1)) O <%w(t) Ol (t))+(y(1)]-0 %w(t)>

Die Schrédingergleichung % |¢1>:—%FI |y) bzw. % <1p|:<zp|% H in die Produktregel

eingesetzt, ergibt:

(|0l 0)=w (0] -0l )+l (00| 7 fule))=




Der Kommutator zweier hermitescher Operatoren A, B st nicht hermitesch, dafiir aber

i[A,B] :

Das klassische Pendant zum Kommutator ist die Poissonklammer:
(A, B}-)——[A B] .

Die Poissonklammer wurde (durch Poisson) definiert als {A,B}= Z 0A0B _0A0OB , wobei

0q, 0p; 0p,;0q;

A und B Funktionen des Phasenraums sind: A=A(q,,...,q,,P,,---,p,)=A(q,p)=A(q,, p,)
B=B(q,,-,q, Py, P,)=B(q,p)=Bl(q;, p;)

Sind die Hamilton-Gleichungen Z—II;I =q, und % =—p, erfiilltundist B=H undA wie

i i

angegeben nicht explizit zeitabhdngi (6_A: 0) so gilt:
glg ot g

dA(q,p) _;_ Z(@A oA .')_Z(GA OH_0AOH\_ 4 1o

dt oq, " ap, |74\ 3q,ap, ap,0q, ’
dh. La=(a H} ™.
dt
. d A i/rA ¢ irs 2
Im Vergleich: E<O>w(r):_ﬁ<[o:H]>w(r) . Ersetzt man in (*) {A, H}-)—ﬁ[A H] und A
durch den Operator A , erhilt man %2\2 h[A H ] und beriicksichtigt man noch, dass die

Werte einer Observablen A in der klassischen Mechanik stets Mittelwerte (A) sind, kann man

auch schreiben %<A>:—% [A,H] und hat den quantenmechanischen Fall.



Im Gegensatz zur Quantenmechanik sind die Produkte (Hintereinanderausfiihrungen) zweier
Observablen AB=BA stets vertauschbar, d.h. der Kommutator ist hier Null.

In der Hamilton-Mechanik gilt die Relation zwischen den Koordinaten und den konjugierten

Ly i=j (*) , im Gegensatz zum normalen Ort und Impuls, wo fiir

Impulsen: {qi;pj}=6ij=[0_ i

die Zahlen gq; und p; immer gilt q;p;=p;q; .

Die Gleichung (*) folgt aus:

0q; 0p; 0q; Op;
{q,p;}= i L= (8,6,—0)=6,,
4Py Zk:(aqk Opx 0Py 0qy Zk:( K ) !

Fiihrt man in der Hamiltonform die Operatoren g, p; ein und ersetzt wie oben

I [

{.,.}2—7[,.] ,ehdltman {q,p;}=0;2—%[4,,p;]=0; oder

die kanonischen Vertauschungsrelationen [, p;|=i%0;; .

Ist i#j ,sokommutieren ¢, und p; ,abernicht ¢§; und p,; , es gilt vielmehr:
q;p;i—p:;q;=ih , was zwar duBSert Klein ist, aber eben nicht Null. Lisst man sozusagen #->0

streben, so geht die Quantenmechanik hier in die klassische Mechanik iiber.

A

Die Gleichung %<©>U’(t):_% ([0,H ]>W) besagt auch, dass der Erwartungswert von O

erhalten bleibt, wenn O mit dem Hamiltonoperator H kommutiert, wenn also gilt
[O,H]=0 . Gilt das ( Induktionsanfang: IA), dann gilt sogar: [O",H]=0 , denn mit

O"H=HO" (Induktionsvoraussetzung: IV) gilt:

T

<

1A

O(0"H)EO(HO")=(OH)O"2(H6)0" ,also O™'H=HO™" unddamit [0™',H]=0 .

Es gilt dann sogar fiir jede ,,normale“ Funktion f(O) : [f(0),H]=0 , weil jede normale
Funktion sich approximieren ldsst iiber Taylorpolynome.
Denn der Kommutator ist linear: [« A+S B,C|=a[A,C]+B[B,C]

Also: kommutiert O mit H , dann bleibt der Erwartungswert von f (@) erhalten.
Das ist, was man unter Erhaltung in der Quantenmechanik meint.



Insbesondere gilt natiirlich [H, H]=0 , also bleibt der Erwartungswert der Energie in der
Quantenmechanik erhalten.



