
Quantenmechanik Teil 2

Manfred Hörz

Ich möchte noch die verschiedenen Zustandsvektoren von maximaler Verschränkung über partieller 
Verschränkung bis hin zu Verschränkungsfreitheit an drei  „Rap Sheets“ von Susskind1 angeben. 

Sheet 1: Produktzustand (keine Verschränkung, exzessive Lokalität :)

Beschreibung: Jedes Teilsystem ist voll bestimmt. Es gibt keine Korrelation zwischen den 
Teilsystemen.

Zustandsvektor: |Ψ ⟩=α uβ u|uu ⟩+α uβ d|ud ⟩+α dβ u|d u ⟩+α d β d|d d ⟩=|Ψ1⟩⊗|Ψ2⟩

                               mit |Ψ1 ⟩=α u|u ⟩+α d|d ⟩  und |Ψ2⟩=β u|u ⟩+β d|d ⟩

Normalisierung: α u
*α u+α d

*α d=1  ∧ β u
*β u+β d

*β d=1 daraus folgt, dass auch |Ψ ⟩ normiert ist.

Dichtematrix: Dichtematrizen der beiden Teilsysteme haben genau einen Eigenwert ungleich Null, 
der den Wert 1 hat. Der Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist gerade die konjugiert komplexe 
Wellenfunktion der jeweiligen Teilsysteme. Sowohl der Gesamtzustand, als auch die der 
Teilsysteme sind rein.

Wellenfunktion:  faktorisiert: ψ (a ,b)=ψ 1(a)⋅ψ 2(b)

Erwartungswerte: ⟨σ x ⟩
2+ ⟨σ y ⟩

2+ ⟨σ z ⟩
2=1  ∧ ⟨τ x ⟩

2+ ⟨τ y ⟩
2+ ⟨τ z ⟩

2=1  

Korrelation:  keine: ⟨σ zτ z ⟩− ⟨σ z ⟩ ⟨τ z ⟩=0

Sheet 2: Kein Produktzustand (aber nur schwache Verschränkung oder teilweise Verschränkung, 
„Unentschlossenheit“, wishy-washy)

Beschreibung: Vollständige Information über das Gesamtsystem und einige über jedes Teilsystem, 
aber unvollständig.

Zustandsvektor: bspw. |Ψ ⟩=√0,6|ud ⟩−√0,4|d u ⟩=ψ (ud)|ud ⟩+ψ (du)|d u⟩ ,

                          ψ (uu)=ψ (dd)=0 ψ (ud)=√0,6≈0,775 ;ψ (du)=−√0,4≈−0,632

Normalisierung: ψ *(uu)ψ (uu)+ψ *(ud)ψ (ud)+ψ *(du)ψ (du)+ψ *(dd)ψ (dd)=1

1 S. 232 – 234 in seinem Buch „Quantum Mechanics. The theoretical minimum.



Dichtematrix:  Für das Gesamtsystem ρ 2=ρ , tr(ρ 2)=1  also reiner Zustand.2

                          Für jedes Teilsystem: ρ 2≠ρ , tr(ρ 2)<1 also gemischte Zustände.

Wellenfunktion: nicht faktorisierbar: ψ (a ,b)≠ψ 1(a)⋅ψ 2(b)  

Erwartungswerte: ⟨σ x ⟩= ⟨σ y ⟩=0 ; ⟨τ x ⟩= ⟨τ y ⟩=0 ⟨σ z ⟩=0,2; ⟨τ z ⟩=−0,2
         ⟨σ xτ x ⟩=−2√0,24 ; ⟨σ yτ y ⟩=−2√0,24 ; ⟨σ zτ z ⟩=−1

Korrelation: ⟨σ zτ z ⟩− ⟨σ z ⟩ ⟨τ z ⟩=−0,96  keine maximale Korrelation (-1, 1). Im Allgemeinen 
                       bewegt sich die Korrelation zwischen -1 und 1, aber nie exakt 0.

Sheet 3: Singulett-Zustand (maximale Verschränkung, „Nichtlokalität“, „Quantenverrücktheit“)

Beschreibung: Das Gesamtsystem ist vollständig bestimmt, aber über die Teilsysteme ist keine 
Information vorhanden.

Zustandsvektor: |Ψ ⟩= 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|d u ⟩

                              zum Vergleich zu oben: ψ (ud)≈0,707 ; ψ (du)≈−0,707

Normalisierung: ψ *(uu)ψ (uu)+ψ *(ud)ψ (ud)+ψ *(du)ψ (du)+ψ *(dd)ψ (dd)=1

Dichtematrix: für das Gesamtsystem: ρ 2=ρ , tr(ρ 2)=1 reiner Zustand.

                        für jedes Teilsystem: ρ ∝I  Ihre Eigenwerte addieren sich jeweils zu 1 auf.
                                                            Jedes Messergebnis ist also gleichwahrscheinlich.
                                                          ρ 2≠ρ , tr(ρ 2)<1  also gemischte Zustände.

Wellenfunktion: nicht ψ (a ,b)≠ψ 1(a)⋅ψ 2(b)  faktorisierbar: 

Erwartungswerte:   ⟨σ x ⟩= ⟨σ y ⟩= ⟨σ z ⟩=0 ; ⟨τ x ⟩=⟨τ y ⟩=⟨τ z ⟩=0
                                  ⟨σ xτ x ⟩=⟨σ yτ y ⟩=⟨σ zτ z ⟩=−1

Korrelation: ⟨σ zτ z ⟩− ⟨σ z ⟩ ⟨τ z ⟩=−1  , also maximale Korrelation.

Begründungen zu den einzelnen Werten:

1. Sheet 1 (Produktzustand).
• Dichtematrix:  des ersten Teilsystems s ρ a 'a=∑

b

(ψ *(a' b)ψ (ab))

• ρ ud=ψ
* (uu)ψ (d u)+ψ *(ud )ψ (d d ) ρ uu=ψ

*(uu)ψ (uu)+ψ * (ud )ψ (ud )

ρ du=ψ
*(d u)ψ (uu)+ψ *(d d)ψ (ud) ρ dd=ψ

*(d u)ψ (d u)+ψ *(d d)ψ (d d)

2 Da hat Susskind offensichtlich einen Fehler begangen, denn das Gesamtsystem ist rein.



              ψ (uu)=α uβ u ; ψ (ud)=α uβ d ; ψ (du)=α dβ u ; ψ (dd)=α dβ d;
              

              ρ 1=(α u
*β u

*α uβ u+α u
* β d

*α uβ d α u
*β u

*α d β u+α u
*β d

*α d β d

α d
* β u

*α uβ u+α d
* β d

*α uβ d α d
* β u

*α d β u+α d
* β d

*α dβ d
)=(α u

*α u α u
*α d

α d
*α u α d

*α d
)

    wegen Normalisierungsbedingungen. 

              ρ 1
2=(α u

*α u(α u
*α u+α d

*α d) α u
*α d(α u

*α u+α d
*α d)

α d
*α u(α u

*α u+α d
*α d) α d

*α d(α u
*α u+α d

*α d))=(α u
*α u α u

*α d

α d
*α u α d

*α d
)=ρ 1

               wieder wegen Normalisierungsbedingungen.  

              tr ρ 1
2=α u

*α u+α d
*α d=1  nochmals wegen Normalisierungsbedingung. Also rein.

               Für das zweite Teilsystem: ρ b ' b=∑
a

(ψ *(a b' )ψ (ab )) oder

             ρ uu=ψ
*(uu)ψ (uu)+ψ * (du)ψ (d u) ρ ud=ψ

* (uu)ψ (u d )+ψ *(d u)ψ (d d )
             ρ du=ψ

*(u d)ψ (uu)+ψ *(d d)ψ (d u) ρ dd=ψ
*(u d)ψ (u d )+ψ *(d d )ψ (d d)

 ρ 2=(α u
*β u

*α uβ u+α d
* β u

*α d β u α u
*β u

*α uβ d+α d
* β u

*α d β d

α u
*β d

*α uβ u+α d
* β d

*α dβ u α u
*β d

*α uβ d+α d
* β d

*α dβ d
)=(β u

* β u β u
* β d

β d
* β u β d

* β d
)

             ρ 2
2=(β u

*β u(β u
*β u+β d

* β d) β u
*β d(β u

*β u+β d
* β d)

β d
*β u(β u

*β u+β d
*β d) β d

* β d(β u
*β u+β d

* β d))=(β u
*β u β u

*β d

β d
*β u β d

*β d
)=ρ 2

    tr (ρ 2
2)=β u

*β u+β d
* β d=1 Also reiner Zustand.

               Dass der Zustand des Gesamtsystems rein ist, ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache,
               dass er Vektor aus dem Produktraum ist.

det (ρ 1−λ I )=|α u
*α u−λ α u

*α d

α d
*α u α d

*α d−λ|=λ2−(α u
*α u+α d

*α d)λ=λ2−λ=λ (λ−1)=0⇔λ=0∨λ=1

              ρ 1|x ⟩=1⋅|x ⟩⇔α u
*α u x+α u

*α d y=x

α d
*α u x+α d

*α d y= y
⇔|x ⟩=(x

y)=(α u
*

α d
*)=|Ψ1⟩

* und

  ρ 2|x ⟩=1⋅|x ⟩⇔ β u
*β u x+β u

*β d y=x

β d
*β u x+β d

* β d y= y
⇔|x ⟩=(x

y)=(β u
*

β d
*)=|Ψ2 ⟩

*

• Erwartungswerte: ⟨σ x ⟩= ⟨Ψ|σ x
|Ψ ⟩=α u

*α d+α d
*α u ⟨σ y ⟩= ⟨Ψ|σ y

|Ψ ⟩=(α d
*α u−α u

*α d) i
                                         ⟨σ z ⟩=⟨Ψ|σ z

|Ψ ⟩=α u
*α u−α d

*α d

                                         ⟨σ x ⟩
2+ ⟨σ y ⟩

2+ ⟨σ z ⟩
2=(α u

*α u+α d
*α d)

2
=12=1

                                           analog für ⟨τ z ⟩=⟨Ψ|τ z
|Ψ ⟩=β u

*β u−β d
*β d



• Korrelation: ⟨σ zτ z ⟩= ⟨Ψ|σ zτ z
|Ψ ⟩=(α u

*α u−α d
*α d )(β u

*β u−β d
* β d )=⟨σ z ⟩ ⟨τ z ⟩

2. Sheet 2:  (schwache Verschränkung) |Ψ ⟩=√0,6|ud ⟩−√0,4|d u ⟩

• Dichtematrix:  Für jeden normierten Vektor aus dem Hilbertraum ℋ2 der Form
•

         |Ψ ⟩=ψ (uu)|uu ⟩+ψ (ud)|u d ⟩+ψ (du)|d u ⟩+ψ (dd)|d d ⟩ also mit der

            Normierungsbedingung ψ *(uu)ψ (uu)+ψ *(ud)ψ (ud)+ψ *(du)ψ (du)+ψ *(dd)ψ (dd)=1

            gilt ρ=|Ψ ⟩ ⟨Ψ|=(
ψ (uu)
ψ (ud)
ψ (du)
ψ (dd)

)⋅(ψ *(uu) ψ *(ud) ψ *(du) ψ *(dd))=

                   =(
ψ (uu)ψ *(uu) ψ (uu)ψ *(ud ) ψ (uu)ψ *(du) ψ (uu)ψ *(dd )
ψ (ud )ψ *(uu) ψ (ud )ψ *(ud ) ψ (ud )ψ * (du) ψ (ud )ψ *(dd )
ψ (du)ψ *(uu) ψ (du)ψ *(ud ) ψ (du)ψ *(du) ψ (du)ψ *(dd )
ψ (dd )ψ *(uu) ψ (dd)ψ *(ud ) ψ (dd )ψ * (du) ψ (dd )ψ *(dd )

)
            Gilt nun ψ (uu)=ψ (dd)=0 wie für Sheet 3 und Sheet 2 mit der Normierungsbedingung

          ψ *(ud)ψ (ud)+ψ *(du)ψ (du)=1

          ρ=(
0 0 0 0
0 ψ (ud)ψ *(ud )⏟

a

ψ (ud)ψ *(du)⏟
b

0

0 ψ (du)ψ *(ud )⏟
c

ψ (du)ψ * (du)⏟
d

0

0 0 0 0
) für eine Blockmatrix

          M=(
0 0 0 0
0 a b 0
0 c d 0
0 0 0 0

) ist M 2=(
0 0 0 0
0 a2+bc ab+bd 0
0 ac+cd cb+d2 0
0 0 0 0

)
            auf tr (M 2)=a2+2bc+d2 angewandt ergibt tr (ρ 2)=

(ψ (ud)ψ *(ud))2+2ψ (ud)ψ *(ud)ψ (du)ψ *(du)+(ψ (du)ψ *(du))2=(ψ *(ud)ψ (ud)+ψ *(du)ψ (du))2=1

           außerdem gilt auch ρ 2=ρ .  Das heißt, dass der Zustand rein ist.

           Dichtematrix für das erste Teilsystem: 

          ρ uu=ψ
*(uu)ψ (uu)+ψ * (ud )ψ (ud ) ρ ud=ψ

* (uu)ψ (d u)+ψ *(ud )ψ (d d )



           ρ du=ψ
*(d u)ψ (uu)+ψ *(d d)ψ (ud) ρ dd=ψ

*(d u)ψ (d u)+ψ * (d d)ψ (d d)

           ρ 1=(0,6 0
0 0,4)⇒ρ 1

2=(0,36 0
0 0,16)≠ρ 1 tr(ρ 1

2)=0,52<1 gemischt 

            Dichtematrix für das zweite Teilsystem: 

           ρ uu=ψ
*(uu)ψ (uu)+ψ * (du)ψ (d u) ρ ud=ψ

* (uu)ψ (u d )+ψ *(d u)ψ (d d )

ρ du=ψ
*(u d)ψ (uu)+ψ *(d d)ψ (d u) ρ dd=ψ

*(u d )ψ (u d)+ψ *(d d)ψ (d d)

            ρ 2=(0,4 0
0 0,6)⇒ρ 2

2=(0,16 0
0 0,36)≠ρ 2 tr (ρ 2

2)=0,52<1 gemischt.

• Erwartungswerte: ⟨σ x ⟩= ⟨Ψ|σ x
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du⟩|√0,6|dd ⟩−√0,4|uu ⟩⟩=0

                            ⟨σ y ⟩= ⟨Ψ|σ y
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du ⟩|√0,6 i|dd ⟩+√0,4 i|uu⟩ ⟩=0

                                         ⟨σ z ⟩=⟨Ψ|σ z
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du ⟩|√0,6|ud ⟩+√0,4|du ⟩ ⟩=0,2

                                         ⟨τ x ⟩= ⟨Ψ|τ x
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du⟩|√0,6|uu ⟩−√0,4|dd ⟩⟩=0

                                         ⟨τ y ⟩= ⟨Ψ|τ y
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du ⟩|−√0,6 i|uu ⟩−√0,4 i|dd ⟩⟩=0

      ⟨τ z ⟩=⟨Ψ|τ z
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du ⟩|−√0,6|ud ⟩−√0,4|du⟩ ⟩=−0,2

⟨σ xτ x ⟩=⟨Ψ|σ xτ x
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du ⟩|√0,6|du ⟩−√0,4|ud ⟩ ⟩=−2√0,24

⟨σ yτ y ⟩= ⟨Ψ|σ yτ y
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du ⟩|√0,6|du ⟩−√0,4|ud ⟩ ⟩=−2√0,24

            ⟨σ zτ z ⟩= ⟨Ψ|σ zτ z
|Ψ ⟩=⟨√0,6|ud ⟩−√0,4|du ⟩|−√0,6|ud ⟩+√0,4|du ⟩⟩=−1

• Korrelation: ⟨σ zτ z ⟩−⟨σ z ⟩ ⟨τ z ⟩=−1−0,2⋅(−0,2)=−0,96

•          ⟨σ xτ x ⟩−⟨σ x ⟩ ⟨τ x ⟩=−2√0,24−0≈−0,98

•          ⟨σ yτ y ⟩− ⟨σ y ⟩ ⟨τ y ⟩=−2√0,24−0≈−0,98



3. Sheet 3 (maximal verschränkt). |Ψ ⟩= 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|d u ⟩

• Dichtematrix für das Gesamtsystem: siehe Sheet 2 rein.
• Dichtematrix für das erste Teilsystem:

           ρ uu=ψ
*(uu)ψ (uu)+ψ * (ud )ψ (ud ) ρ ud=ψ

* (uu)ψ (d u)+ψ *(ud )ψ (d d )

           ρ du=ψ
*(d u)ψ (uu)+ψ *(d d)ψ (ud) ρ dd=ψ

*(d u)ψ (d u)+ψ * (d d)ψ (d d)

           ρ 1=(1 /2 0
0 1/2)≠ρ 1

2=(1/4 0
0 1 /4) tr (ρ 1

2)=1
2
<1  gemischt 

• Dichtematrix für das zweite Teilsystem:

ρ uu=ψ
*(uu)ψ (uu)+ψ * (du)ψ (d u) ρ ud=ψ

* (uu)ψ (u d )+ψ *(d u)ψ (d d )

            ρ du=ψ
*(u d)ψ (uu)+ψ *(d d)ψ (d u) ρ dd=ψ

*(u d )ψ (u d)+ψ *(d d)ψ (d d)

            ρ 2=(1/2 0
0 1 /2)≠ρ 2

2=(1/4 0
0 1 /4) tr (ρ 2

2)=1
2
<1 gemischt

• Erwartungswerte: ⟨σ x ⟩= ⟨Ψ|σ x
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du⟩| 1

√2
|dd ⟩− 1

√2
|uu⟩⟩=0

      ⟨σ y ⟩= ⟨Ψ|σ yw
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du ⟩| i

√2
|dd ⟩+ i

√2
|uu ⟩⟩=0

                                          ⟨σ z ⟩=⟨Ψ|σ z
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du ⟩| 1

√2
|ud ⟩+ 1

√2
|du ⟩⟩=0

                                          ⟨τ x ⟩= ⟨Ψ|τ x
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du⟩| 1

√2
|uu ⟩− 1

√2
|dd ⟩⟩=0

      ⟨τ y ⟩= ⟨Ψ|τ y
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du ⟩|−i

√2
|uu⟩− i

√2
|dd ⟩⟩=0

      ⟨τ z ⟩=⟨Ψ|τ z
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du ⟩|−1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du ⟩⟩=0

     ⟨σ xτ x ⟩=⟨Ψ|σ xτ x
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du ⟩|−1

√2
|ud ⟩+ 1

√2
|du ⟩⟩=−1

⟨σ yτ y ⟩= ⟨Ψ|σ yτ y
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du ⟩| 1

√2
|du ⟩− 1

√2
|ud ⟩⟩=−1

⟨σ zτ z ⟩= ⟨Ψ|σ zτ z
|Ψ ⟩=⟨ 1

√2
|ud ⟩− 1

√2
|du ⟩|−1

√2
|ud ⟩+ 1

√2
|du ⟩⟩=−1



• Korrelation: ⟨σ zτ z ⟩− ⟨σ z ⟩ ⟨τ z ⟩=−1 ⟨σ xτ x ⟩−⟨σ x ⟩ ⟨τ x ⟩=−1  ⟨σ yτ y ⟩− ⟨σ y ⟩ ⟨τ y ⟩=−1

                                 also stark verschränkt.

In dem nächsten Abschnitt geht es um Wellenfunktionen in ihrer kontinuierlichen Bedeutung und 
nicht mehr so sehr um diskrete Phänomene wie Spin. Das ist ein Kapitel mit problematischer 
Mathematik, denn hier geht es um Unendlichkeiten, die Dirac als problematisch ansah, obwohl auch
er sich ihrer bediente. Meines Erachtens ist dies mit ein Problem, warum der weitere Fortschritt in 
der Physik so zäh ist. Um die auftauchenden Unendlichkeiten zu eliminieren, denen zu Recht keine 
physikalische Bedeutung zugewiesen werden wird eine willkürliche ad hoc Theorie der 
Renormierung eingeführt, die ein Stückwerk ist und keinen wirklich befriedigen kann. So ähnlich 
war es ja auch damals schon mit Bohr, als er seine dogmatischen Regeln einführte, die recht gut 
funktionierten, aber total unverständlich waren. 

Warum ist Unendlichkeit in der Mathematik ein Problem? Und zwar schon die Unendlichkeit der 
sogenannten natürlichen Zahlen. Aristoteles machte die sinnvolle Unterscheidung von aktual und 
potenziell Unendlichem, wobei er die letztere als legitim ansah. Andere meinten, damit sie sinnvoll 
sein kann, muss auch das aktual Unendliche existieren, was nicht ganz falsch ist. Nur der Schluss ist
es. Existiert das potenziell Unendliche nicht, dann bedarf man auch des aktualen nicht. 
Ein physikalischer Grund für die Nichtexistenz des potenziellen Unendlichen (gemeint ist hier 
immer das zahlenmäßige) ist der Energieerhaltungssatz. Jeder rechtfertigbare Umgang mit dem 
Unendlichen ist eine Begründung angeben zu können (das berühmte logon didonai). Eine Zahl m 
existiert dann, wenn ich sie über die Regel n⇒n+1  angefangen bei 1 konstruieren kann.  Die 
Zahl 5 existiert (natürlich auch das nur im begrifflichen Sinn und nicht in der Realität) dann, wenn 
die Zahl 4 existiert, weil ich dann nach der angegeben Regel die 5 durch hinzufügen einer Einheit 
konstruieren kann. Die 4 existiert so wegen der 3, diese wegen der zwei und letztere wegen der 1. 
Um also die Existenz der 5 zu rechtfertigen, bedarf ich aller vorhergehenden Zahlen plus der 
konstitutiven Regel. Diese Rechtfertigung als geistiger Prozess bedarf aber der Energie, der 
Speicherung der vorhergehenden Zahlen. Da es aber nicht unendlich viel Energie geben kann (sonst
wäre der Energieerhaltungssatz Unsinn) kann es auch nur endlich viele (rechtfertigbare) Zahlen 
geben, die nicht nur Phantasieprodukten entsprechen. 
Das begriffliche Problem hingegen besteht auf andere Weise. Man verwechselt hier Methode mit 
Resultat. Jede Methode, so oft ich sie auch anwenden kann ohne innere Hindernisse, liefert immer 
nur endlich viele Anwendungen. Ich kann zwar die Methode n⇒n+1 “immer“ anwenden, ich 
bekomme aber immer nur eine endliche Zahl als Ergebnis (und das nach obiger Überlegung nur 
endlich oft). In der Mathematik versucht man das Problem zu umgehen, versucht es aber in der Tat 
nur, weil es nicht klappt. Man fordert einfach, dass es eine unendliche Menge gäbe, axiomatisch. 
Um aber dann in der Interpretationstheorie (Modelltheorie) inhaltlich die Konsistenz zu beweisen, 
behauptet man, dass ja die natürlichen Zahlen ein Beispiel seien, also eine Interpretation des 
Existenzaxioms, wobei man wieder am Anfang des circulus vitiosus wäre. Es gibt keine 
Rechtfertigung für die zahlenmäßige Unendlichkeit. Es wäre schön, wenn man das endlich kapieren
und akzeptieren würde. 

Eine ähnlich absurde Theorie ist die Nonstandard-Analysis, die versucht die schöne, aber nicht 
rechtfertigbare Leibnizsche Theorie der Infinitesimale zu begründen, indem sie noch eins darauf 
setzt. Sie konstruiert neue Zahlen, wo nicht einmal die natürlichen (in ihrer Unendlichkeit) gesichert
sind! Der Widerspruch liegt im Begriff es arithmetisch Unendlichen. 
Aber es gibt Physiker, die das Problem ernst nehmen. Bspw. versucht der eminente Physiker Frank 
Wilczek eine endliche Theorie aufzubauen in gewisser Weise ähnlich der Quantenlooptheorie.



Die Verwirrung wird komplett, wenn man noch das arithmetisch Unendliche mit dem Konzept des 
inneren Unendlichen verwechselt, was in der Philosophie oft auch mit Unbestimmtheit 
gleichgesetzt wird. Ein Ganzes, das keine Teile hat. Das ist meistens mit dem Sein der Philosophen 
gemeint, etwa bei Hegel oder Parmenides. Dann gibt es das, was noch kein erreichtes Telos hat, was
noch nicht abgeschlossen ist. Und so weiter. Auch hier gibt es manche Probleme und Verwirrungen.
Der Begriff des Unendlichen ist inflationär. Bei Spinoza ist das Göttliche gleich dreifach unendlich.

Trotz dieser Verwirrung, möchte ich mich auf die traditionelle Methode einlassen (auch wenn ich 
sie für falsch halte).

Diese besteht darin, das sinnvolle Konzept des Diskreten und daher Zählbaren auf das 
Kontinuierliche, Stetige auszudehnen, was in der Mathematik gang und gäbe ist. Hier werden zwei 
unterschiedliche Begriffe vermengt, das arithmetische und das ganzheitlich Unendliche. 

Die Wellenfunktion wurde didaktisch ja bereits im Endlichen eingeführt. Wenn man unter einer 
Funktion im Allgemeinen eine stetige versteht, so wird der Funktionsbegriff heute als Zuordnung 
oder spezielle (rechtseindeutige) Relation aufgefasst. So ist etwa „Hauptstadt“ eine Funktion, die 
einigen Städten dieses Prädikat zuordnet:  

Hauptstadt : Menge der Länder→Menge der Städte , so 

Deutschland↦Berlin , Frankreich↦Paris usw. im endlichen Sinn, da es nur endliche viele 

Länder gibt.  Da bei der Funktion eine Ordnung herrscht, zuerst das Land, dann die Hauptstadt, so 
kann die Funktion auch als Menge von Paaren angegeben werden:

. Legt man noch die Reihenfolge der Länder fest, so 

reicht sogar das Tupel der Hauptstädte Hauptstadt=(B , P , L, ...) , um die Funktion zu 
charakterisieren. 

Nun zur Physik. Für einen Elektronenspin gibt es nur zwei Möglichkeiten bezüglich eines konkret 
orientierten Messgeräts. Definieren wir die z-Achse so, dass das Gerät in ihre Richtung geht, so gibt
es nur die Messwerte für up und down, oder es gibt nur zwei Zustände |u ⟩ ,|d ⟩ .  Egal wie wir 
glauben, dass der Spin vor dieser Messung war.  In jeder Flugrichtung misst das SG-Gerät, egal wie 
es bezüglich der Flugrichtung orientiert ist, immer nur zwei Werte, eine Ablenkung nach oben in 
Richtung des Magnetfeldes und ein nach unten. 

Wird ein zweites Gerät, das ebenfalls in z-Richtung misst an den nach oben abgelenkten Teilstrahl u
angesetzt, so werden nur Teilchen mit u gemessen und (praktisch) keine mehr mit d. Der gemischte 
Zustand des anfänglichen Strahls ist nun rein. 

Drehen wir nun ein drittes Messgerät um 90° in mathematisch negativer Richtung (die wir als die 
„x-Achse“ bezeichnen), so zeigt der Teilstrahl mit up-Spins wieder relativ zum Gerät up oder down,
was wir aber in Relation zum vorigen Messvorgang besser als rechts oder links bezeichnen:
|r ⟩ ,|l ⟩ . Und zwar werden annähernd so viele rechts wie links Spins registriert, also ist die 

Hauptstadt={ (D ,B),(F , P),(E , L), ...}



relative Häufigkeit bei sehr großer Population und damit die gesetzte Wahrscheinlichkeit für beide 
Spins ½ .

Man könnte annehmen, dass etwa die Teilchen, die nun das Verhalten right zeigen, einen Spin 
sowohl up wie right besitzen.  Dass diese realistische Annahme falsch ist, wurde bereits durch die 
Verletzung der Bellschen Ungleichung gezeigt. Jedoch wäre es noch möglich, dass die Teilchen, die
jetzt den Spin right besitzen, bei erneuter Messung in z-Richtung zumindest das Gedächtnis für up 
aufweisen und das dann auch wieder zeigen. Das ist aber nicht der Fall. Der Teilstrahl right spaltet 
nach der z-Messung wieder auf in gleiche Anteile von up und down.

Er besitzt dieses Gedächtnis scheinbar nicht. Wie aber am Anfang des Teil 1 QM gezeigt wurde, 
besitzt er allerdings ein Gedächtnis über die Orientierung des letzten Messgeräts bzgl. des jetzigen.
Denn der Erwartungswert (der gewichtete Mittelwert der Werte 1 (für up) und -1 (für down) beträgt

cos(θ ) , wenn θ der Winkel der (normierten) Richtungen zwischen dem letzten Gerät und dem
jetzigen bezeichnet. Und bei einer Drehung um 90° ist der Kosinus bekanntlich 0. Das heißt, die 
Anteile sind gleich. Würde aber das letzte Messgerät nur um 60° gedreht, so wäre der Mittelwert ½ 

Der Erwartungswert (Mittelwert) ist 1⋅
H (1)

n
+(−1)⋅

H (−1)
n

=1
2

, wobei H(1) die absolute 

Häufigkeit der Teilchen, die up ergaben und H(-1) die der Teilchen, die als down registriert wurden, 

wobei H(1) + H(-1)=n. Eine kurze Rechnung ergibt
H (1)

n
= 3

4
 und 

H (−1)
n

= 1
4

. Das bedeutet, 

dass die Information der  vorigen Messung dem Strahl und das heißt den Teilchen bzw. ihren 
Wellenfunktionen noch eingeprägt sein muss, bevor sie jetzt gemessen wurden. Diese Information 
im wörtlichen Sinn wird aber beim der jetzigen Messung gelöscht.

Will man die verschiedenen Messungen und das Spinverhalten der Teilchen in einem gemeinsamen 
Konzept behandeln, so müssen die Spinmöglichkeiten, die ja unendlich viele zu sein scheinen (je 
nach Ausrichtung der Messgeräte, deren Achsen ja beliebig viele Drehungen erlauben; zumindest 
glauben wir das m.E. fälschlicherweise) in einer strukturierten Menge angeben. Diese ist der 
zweidimensionale Hilbertraum ℋ mit einer beliebigen Basis, am besten einer orthonormalen. Es 
sei hier wieder die Basis aus den Vektoren |u ⟩ ,|d ⟩ gewählt.  Jeder Zustandsvektor ist wieder 



normiert und das Skalarprodukt aus den Basisvektoren ist 0 (Orthogonalität). Jeder Spinzustand
|Ψ ⟩ kann dann als normierter Vektor in diesem Hilbertraum dargestellt werden als LK aus diesen

 Basisvektoren: |Ψ ⟩=α u|u ⟩+α d|d ⟩ , d.h. mit 1= ⟨Ψ|Ψ ⟩=α u
*α u+α d

*α d .

Wie im letzten Teil, QM Teil 1, wurde die diskrete Wellenfunktion ψ eines Spinzustandes als

definiert. Das heißt der Zustand |Ψ ⟩∈ℋ lässt sich in der gegebenen

Basis als Komponentenvektor |Ψ ⟩=
.

(α u
α d)=(ψ (u)ψ (d))∈ℂ2 darstellen.

Dieser Komponentenvektor lässt sich als diskrete Funktion ψ : u→ψ (u)
d→ψ (d)

auffassen, wie oben 

besprochen. 

Bezüglich eines vorgegebenen Operators Ô kann man aber auch eine andere Orthonormalbasis 
wählen. Ist der Operator bspw. σ x , der die Eigenwerte 1 und -1 besitzt und die respektiven

 orthonormalen Eigenvektoren |1 ⟩= 1

√2
(|u ⟩+|d ⟩ )=|r ⟩ und |−1 ⟩= 1

√2
(|u ⟩−|d ⟩ )=|l ⟩ , dann ist

die hierzu gehörige Eigenbasis.3

Ist nun {|λ i ⟩}i=1... n Eigenbasis zum Operator Ô , so wäre ein Zustandsvektor |Ψ ⟩ in einem 

endlichen Hilbertraum in dieser Basis: |Ψ ⟩=∑
i=1

n

ψ (λ i)|λ i ⟩=
. (ψ (λ1)

⋮
ψ (λn)){|λ i ⟩}

∈ℂn (*).

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine Messung im Zustand |Ψ ⟩ das Ergebnis λ i hat und 
damit den Zustand |λ i ⟩ erzeugt, ist:

P|Ψ ⟩ (λ i)=ψ
*(λ i)ψ (λ i)=|ψ (λ i)|

2

Jetzt soll der (problematische) Schritt von einer diskreten Wellenfunktion ψ :λ i↦ψ (λ i)  zu einer
kontinuierlichen mit also überabzählbar (!) unendlichem Definitionsbereich vollzogen werden.

So hat beispielsweise die Observable X̂ , die den Ort eines Partikels (etwa Elektrons) auf einer 
Geraden (etwa der x-Achse) misst, so viel mögliche Werte wie die Menge der reellen Zahlen ℝ 4.

Die Wellenfunktion ψ :ℝ→ℂ ;λ→ψ (λ ) ist daher eine stetige komplexwertige Funktion.

Mathematisch ist die eindimensionale Wellenfunktion eine parametrisierte Kurve im ℂ mit 
Parameter aus ℝ :

3 Die Basis |u ⟩ ,|d ⟩ ist die Eigenbasis zum  Operator σ z

4 Zumindest, wie der Mainstream meint.

α u=:ψ (u);α d=:ψ (d)

|r ⟩ ,|l ⟩



Der Zustandsvektor des Ortes eines Teilchens kann daher nicht wie bisher aufgefasst werden. Auf 
die Einzelheiten der hierzu notwendigen Erweiterung des Hilbertraumes gehe ich hier nicht genauer
ein. Die abstrakteren Vektoren dieses Hilbertraumes sind also stetige Funktionen. 

Anstatt ψ (λ ) schreibt man gewöhnlich ψ (x )  Der Bravektor zu ψ (x ) ist dann ψ *(x )

Es gilt dann analog: ⟨ x|Ψ ⟩=ψ (x ) und ⟨Ψ|x ⟩=ψ *(x )

Um diese Vektoren in einer Form ähnlich der von (*) darzustellen, müssen einige infinitesimale 
Erweiterungen vorgenommen werden. 

1. Die endliche Summe in (*) wird ersetzt durch das Integral:

 ∑
i

→∫ dx

2. War das Skalarprodukt von |Ψ ⟩=∑
i

ψ (λ i)|λ i ⟩ und |Φ ⟩=∑
i

φ (λ i)|λ i ⟩ bisher

eine Produktsumme ⟨Ψ|Φ ⟩=∑
i

ψ *(λ i)φ (λ i) , so wird das Skalarprodukt jetzt zum Integral

⟨Ψ|Φ ⟩ :=∫
−∞

∞

ψ *(x)φ (x)dx

3. Wahrscheinlichkeiten, die in einem endlichen W-Raum definiert sind, müssen jetzt ersetzt werden
durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Denn die Wahrscheinlichkeit für einen Ort x in unendlich 
vielen Orten ist Null. Man fragt nun nach der Wahrscheinlichkeit , dass ein Ort x in einem Intervall, 
einer Umgebung [a,b] liegt: P(x∈[a ,b])=: P(a,b) .

Bisher war die Wahrscheinlichkeitsverteilung diskret



P(λ i)=ψ
*(λ i)ψ (λ i)=|ψ (λ i)|

2

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

P(a, b)=∫
a

b

P(λ )d λ=∫
a

b

ψ *(λ )ψ (λ )d λ=∫
a

b

|ψ (λ )|2 d λ

d.h. die bisherige Wahrscheinlichkeit wird ersetzt durch mit x=λ

P(a, b)=∫
a

b

ψ *(x )ψ (x)dx

  P(x)=ψ *(x )ψ (x)=|ψ (x )|2 nennt man die Wahrscheinlichkeitsdichte von x.

⟨Ψ|Ψ ⟩=∫
−∞

∞

ψ *(x )ψ (x)dx=1 , da die Wahrscheinlichkeit P(ℝ)=1 sein muss.  Also ist 

|Ψ ⟩ normiert. 



4. Das Kronecker-Delta wird ersetzt durch das Dirac-Delta oder die Dirac-Delta-„Funktion“.

Das Kronecker-Delta ist definiert als δ ij={0 ; i≠ j
1 ; i= j

. Es kann aber auch in anderer Weise 

dargestellt werden: Ist Fi=|ψ i ⟩  ein Vektor in einem endlichen Hilbertraum, dann gilt:

∑
j

δ ij F j=Fi , d.h. das Kronecker-Delta sondert aus der  LK denjenigen Vektor aus der Summe 

aus, für den gilt: j=i . Die neue Filterfunktion δ (x−x ') soll das Gleiche leisten für die 
stetigen Wellenfunktionen F(x ') : 

∫
−∞

∞

δ (x−x ')F (x ')dx '=F (x) (**)

Man kann in etwas nachlässiger Weise schreiben δ (x−x ')={0 ; x≠x '
∞ ; x=x '

, wobei ergänzt werden 

muss, dass das Integral der „Funktion“ über ℝ 1 ist. Natürlich kann da keine Stetigkeit vorliegen.
Mathematisch exakter behandelt man dieses Filter als Distribution.

Für die Dirac-Funktion gilt:

1. δ (x−x ')=δ (x '−x)

2. δ *(x−x ')=δ (x−x ') , da sie reellwertig ist.

 kann angenähert werden über  Folgen von stetig differenzierbaren Funktionen, sogenannten

Dirac-Folgen, bspw. δϵ (x)=
1

√2π ϵ
e
−x2

2ϵ , deren Integral immer 1 ist und die gegen das Dirac-

Delta streben für ϵ→0 . Denn es gilt: 

(∫
ℝ

e
− x2

2ϵ dx)
2

=∫
ℝ

e
− x2

2ϵ dx⋅∫
ℝ

e
− y2

2ϵ dy=∫
ℝ2

e
− x2

2ϵ
− y2

2ϵ dxdy =
Polarkoord.∫

0

∞

r e
−r 2

2ϵ dr∫
0

2π

dϕ=2π∫
0

∞

r e
−r2

2ϵ dr=  

=2π ϵ ⇒∫
ℝ

e
− x2

2ϵ dx=√2π ϵ⇒ 1

√2π ϵ
∫
ℝ

e
− x2

2ϵ dx=1 .

x≠0: δϵ (x) →ϵ →0
∞⋅0=0 ; x=0 : δ ϵ (0)=

1

√2π ϵ
→
ϵ →0
∞

Da δϵ (x) →ϵ →0
δ (x) , strebt auch 1=∫

ℝ
δ ϵ (x )dx →

ϵ →0
∫
ℝ
δ (x)dx , also ∫

ℝ
δ (x)=1

δ (x )



 

Um die linearen Operatoren anzugleichen, zuvor nochmal die partielle Integration basierend auf 
dem Differenzial zweier Funktionen F und G:

d(FG)=F dG+G dF    bzw.  d (FG)−G dF=F dG .

Das ergibt ∫
a

b

d (FG)−∫
a

b

G dF=∫
a

b

F dG    bzw.   FG(∞)−FG(−∞)−∫
−∞

∞ dF
dx

G dx=∫
−∞

∞ dG
dx

F dx .

Eine stetige Wellenfunktion muss aber im Unendlichen jeweils Null werden, sonst würde
die Normierung nicht funktionieren. Demnach reduziert sich die Formel zu:

∫
−∞

∞ dF
dx

G dx=−∫
−∞

∞

F dG
dx

dx

5. Lineare Operatoren müssen hermitesch sein.

Beispiel 1: X̂ sei der Operator, der auf eine Wellenfunktion ψ (x ) angewandt ergibt:

.

Linearität: X̂ (ψ (x )+φ (x ))=x⋅(ψ (x)+φ (x))=xψ (x)+xφ (x)=X̂ψ (x )+ X̂ φ (x)  

                  X̂ (λψ (x))=x (λψ (x ))=λ ( xψ (x))=λ X̂ψ (x)

Hermitizität:  X̂  ist hermitesch genau dann, wenn ⟨Ψ|X̂|Φ ⟩= ⟨Φ|X̂|Ψ ⟩* .

                        Das Skalarprodukt ist ⟨Ψ|Φ ⟩ :=∫
−∞

∞

ψ *(x)φ (x)dx und wegen X̂|Φ ⟩=. xφ (x ) ist

                     ⟨Ψ|X̂|Φ ⟩=∫
−∞

∞

ψ *(x)xφ (x)dx . Andrerseits ist

X̂ψ (x ):=xψ (x )



                     ⟨Φ| X̂|Ψ ⟩*=(∫
−∞

∞

φ *(x )xψ (x)dx)*=∫
−∞

∞

x*ψ *(x)φ (x)dx =x reell∫
−∞

∞

ψ *(x )xφ (x )dx .

Beispiel 2:  D̂ sei der Differenzierungs-Operator mit D̂ψ (x ):=
dψ (x )

dx
.

Linearität: D̂ (ψ (x )+φ (x))= d
dx
(ψ (x )+φ (x ))= d

dx
ψ (x )+ d

dx
φ (x )=D̂ψ (x)+ D̂φ (x )

                  D̂ (λψ (x ))= d
dx
(λψ (x ))=λ d

dx
ψ (x)=λ D̂ψ (x)

Hermitizität: ⟨Ψ|D̂|Φ ⟩=∫
−∞

∞

ψ *(x )
dφ (x)

dx
dx  und ⟨Φ|D̂|Ψ ⟩=∫

−∞

∞

φ *(x)
dψ (x)

dx
dx , wegen

der reduzierten partiellen Integration ist ⟨Φ|D̂|Ψ ⟩=∫
−∞

∞

φ *(x)
dψ (x)

dx
dx=−∫

−∞

∞ dφ *(x )
dx

ψ (x)dx , 

also ist ⟨Φ|D̂|Ψ ⟩*=−(∫−∞
∞ dφ *(x)

dx
ψ (x)dx)

*

=−∫
−∞

∞ dφ (x)
dx

ψ *(x )dx=−⟨Ψ|D̂|Φ ⟩ .

Gewünscht ist aber ⟨Ψ|D̂|Φ ⟩= ⟨Φ|D̂|Ψ ⟩* .(ohne Minuszeichen).

Der Differenzierungs-Operator ist anti-hermitesch: D̂=−D̂  

Das Problem lässt sich aber leicht lösen, wenn man anstatt D̂ :−i ℏ D̂ setzt. Es würde für die 
Hermitizität auch reichen −i Ĥ . Die reduzierte Plancksche Konstante wird hinzugenommen, 
damit  der Operator als Impulsoperator verwendet werden kann, denn der klassische Impuls hat die 
Maßeinheit „Masse mal Länge durch Zeit“. D aber nur „1 durch  Länge“, da ℏ die Einheit „Masse
mal Länge² durch Zeit“ hat dann auch ℏ D̂ die  Maßeinheit des klassischen Impulses.

Die Linearität wird durch die Konstante nicht gestört und damit gilt:

⟨Φ|−iℏ D̂|Ψ ⟩*=iℏ ⟨Φ|D̂|Ψ ⟩*=iℏ (− ⟨Ψ|D̂|Φ ⟩ )= ⟨Ψ|−i ℏ D̂|Φ ⟩ , also −iℏ D̂ ist hermitesch.

Er bewirkt: −iℏ D̂ψ (x )=−iℏ d
dx
ψ (x) .

Der Zustand eines Teilchens in der klassischen Physik ist vollständig bestimmt durch die Angabe 
seines Ortes und seines Impulses zu einer bestimmten Zeit. Ort und Impuls sind klassisch 
unabhängige Variablen, die zusammen den Phasenraum des Teilchens definieren.
Ist zusätzlich noch eine Kraft als Funktion des Ortes gegeben, die auf das Teilchen wirkt, so wird 
die Zukunft des Teilchens durch die Hamilton-Gleichungen für alle Zeit berechenbar. Die 
Trajektorie des Teilchens ist ein Fluss durch den Phasenraum.

Da aber wie in Teil 1 gezeigt, Ort und Impuls in der Quantenmechanik nicht kommutieren, sind 
beide nicht gleichzeitig bestimmbar und beeinflussen sich. So einfach es in der klassischen Physik 
war, so können hier die Bewegungsgleichungen nicht bestimmt werden. 



Der Zustand eines Teilchens kann also nicht in der Form |x , p ⟩ angegeben werden. Die 
Wellenfunktion wäre in diesem Fall eine Funktion zweier Variablen ψ (x , p)=⟨x , p|Ψ ⟩ , was aber
nicht der Fall ist.

Es kann nur der Ort oder der Impuls gemessen werden, nicht beide gleichzeitig, wie die 
Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation ja schon zeigte. 

Was ist jetzt der Operator für die Ortsmessung? Die Eigenwerte dieses Operators werden die 
möglichen Messwerte sein, die nach der Messung dann real angenommen werden. 

Es liegt ja auf der Hand, dass X̂ dieser Operator ist. Um die Eigenwerte und Eigenvektoren zu 
bestimmen, geht man von der Eigenwertgleichung aus, wobei x0 ein Eigenwert sei: 

X̂|Ψ ⟩=x0
|Ψ ⟩

oder in der Form der Wellenfunktion: X̂ψ (x )=x0ψ (x) und da die Wirkung von X̂ ist

X̂ψ (x )=xψ (x) ist die Eigenwertgleichung: xψ (x)=x0ψ (x ) oder (x−x0)ψ (x )=0 .

Ist x≠x0 muss ψ (x )=0 . Als Eigenfunktion kann sie aber nicht die Nullfunktion sein. Es 
muss also gelten: ψ (0)≠0 .  Das ist aber genau die Eigenschaft der Delta“funktion“ δ (x−x0)
die also nicht stetig ist: 

Die Eigen“funktion“ ist also: ψ (x )=δ (x−x0) zum Eigenwert x0 .

Diese Eigenfunktion repräsentiert also den Zustand, in dem das Teilchen genau an der Stelle x0  

auf der x-Achse lokalisiert ist, für die also gilt: |x0 ⟩=
. δ (x−x0)

⟨ x0|x0 ⟩=∫
ℝ
δ (x−x0)δ (x−x0)dx=∫

ℝ
δ (x−x0)dx=1 , also ist |x0 ⟩ normiert. 

 Das Skalarprodukt ⟨Ψ|Φ ⟩=∫
−∞

∞

ψ *(x )φ (x )dx ist allgemein und insbesondere

⟨ x0|Ψ ⟩=∫
−∞

∞

δ (x−x0)ψ (x)dx und laut Definition der Dirac-Funktion gilt:

∫
−∞

∞

δ (x−x0)ψ (x )dx=ψ (x0) , also gilt: ⟨ x0|Ψ ⟩=ψ (x0) bzw. da das für alle x0 gilt:

⟨ x|Ψ ⟩=ψ (x )

Das heißt, dass die Wellenfunktion ψ (x ) eines Teilchens, das sich in x-Richtung bewegt, die 
Projektion des Zustandsvektors |Ψ ⟩ auf den Eigenvektor |x ⟩ des Ortes ist. Man nennt ψ (x )
hier auch die Wellenfunktion in der Ortsdarstellung. 

Der  Impulsoperator  ist P̂=−i ℏ D̂ . Die Eigenwertgleichung lautet mit p als Eigenwert

P̂|Ψ ⟩= p|Ψ ⟩ oder mit der Wellenfunktion P̂ψ (x)=pψ (x)



Da P̂ψ (x)=−iℏ D̂ψ (x )=−iℏ d
dx
ψ (x) wird die Eigenwertgleichung zu:

−iℏ d
dx
ψ (x )=pψ (x)

oder anders geschrieben 
d
dx
ψ (x)= i p

ℏ ψ (x) , was eine einfache DG ist mit der Lösung

ψ (x )=A e
ip
h

x

=:ψ p(x) .

ψ p(x)  ist also eine Eigenfunktion zum Eigenwert p, allerdings muss sie noch mit Hilfe von A 

normiert werden. Ergebnis (ohne Rechnung): ψ p(x)=
1

√2π ℏ
e

ip
h

x

Wegen ⟨ x0|Ψ ⟩=∫
−∞

∞

δ (x−x0)ψ (x)dx ergibt ⟨ x0|p ⟩=∫
ℝ
δ (x−x0)

1

√2π ℏ
e

i p
ℏ x

dx= 1

√2π ℏ
e

i p
ℏ x0

oder  ⟨ x| p⟩=ψ p(x) und demnach ⟨ p|x ⟩=ψ p
* (x)= 1

√2π ℏ
e
−ip

h
x

.

Die Impuls-Eigenfunktion ψ p (x)=
1

√2π ℏ
e

ip
h

x

ist in der Ortsbasis, da sie eine Funktion in x ist.

Diese Funktion ist eine Wellenfunktion, die die Wellenlänge (Periode) von λ= 2π ℏ
p

hat:

ψ p(x+
2π ℏ

p
)= 1

√2π ℏ
e

ip
ℏ (x+

2 π ℏ
p
)
= 1

√2π ℏ
e

i p
ℏ x
⋅e2 π i⏟

1

= 1

√2π ℏ
e

ip
ℏ x
=ψ p(x )

Im Übrigen ist das genau der Impuls p der Photonen, die das Licht mit der Wellenlänge λ
konstituieren.

Die Wahrscheinlichkeit P(x) , ein Teilchen, das sich  auf der x-Achse bewegt, an der Stelle x zu 
finden ist

. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass es überhaupt irgendwo auf der x-Achse anzutreffen ist, ist ja

⟨Ψ|Ψ ⟩=∫
−∞

∞

ψ *(x )ψ (x)dx=1

Man kann die Wellenfunktion nicht nur in der Ortsbasis darstellen, sondern auch in der Impulsbasis.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen den Impuls p hat, ist

P( p)=⟨ p|Ψ ⟩ ⟨Ψ|p ⟩=|⟨ p|Ψ ⟩|2

P(x)=ψ *(x )ψ (x)= ⟨Ψ|x ⟩ ⟨ x|Ψ ⟩



Der Term ⟨ p|Ψ ⟩ heißt die Wellenfunktion von |Ψ ⟩ in der Impulsdarstellung.  Sie ist eine 
Funktion in p und wird bezeichnet mit 

 ~ψ ( p)=⟨ p|Ψ ⟩

Man kann also den Zustandsvektor |Ψ ⟩ auf zwei Arten darstellen: in der Ortsbasis oder in der 
Impulsbasis. Beide Wellenfunktionen ψ (x )  und ~ψ ( p)  stellen genau den gleichen 
Zustandsvektor |Ψ ⟩ dar. 

Wie kann man die beiden Darstellungen ineinander transformieren?

Im diskreten Fall gilt für den Identitätsoperator I=∑
i

|i ⟩ ⟨ i| , wenn {|i ⟩} eine ONBasis aus 

Eigenvektoren eines hermiteschen Operators ist.

Da Orts- und Impulsoperatoren hermitesch sind bilden {|x ⟩}  bzw. {|p ⟩} eine ONBasis.

Ersetzt man die Summe durch das Integral, so gilt I=∫
ℝ
|x ⟩ ⟨ x|dx bzw. I=∫

ℝ
|p ⟩ ⟨ p|dp

Da ~ψ ( p)=⟨ p|Ψ ⟩ setzt man den I-Operator im rechten Term ein und erhält:

~ψ ( p)=⟨ p|I Ψ ⟩=⟨ p|∫
ℝ
|x ⟩ ⟨ x|dx|Ψ ⟩=∫

ℝ
⟨ p|x ⟩ ⟨ x|Ψ ⟩dx= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

e
−ip
ℏ x
ψ (x )dx , da

⟨ p|x ⟩= 1

√2π ℏ
e
−ip
ℏ x

und ⟨ x|Ψ ⟩=ψ (x ) , also:

~ψ ( p)= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

e
−ip
ℏ x
ψ (x )dx

Dies ist die Fourier-Transformation der Wellenfunktion in der Ortsbasis in die Wellenfunktion in 
der Impulsbasis.

Wenn also für ein Teilchen die Ortswellenfunktion gegeben ist, aber der Impuls des Teilchens 
gemessen werden soll und man die Wahrscheinlichkeit wissen will für die Beobachtung von p, so 
wird man transformieren in ~ψ ( p) und dann die Wahrscheinlichkeit

P( p)=~ψ *( p)~ψ ( p) berechnen.

Auf die analoge Weise erhält man die andere Fouriertransformierte:

ψ (x )=⟨x|I Ψ ⟩=⟨x|∫
ℝ
|p ⟩ ⟨ p|dp|Ψ ⟩=∫

ℝ
⟨ x| p ⟩ ⟨ p|Ψ ⟩dp= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

e
ip
ℏ x~ψ ( p)dp , da

⟨ x| p⟩= 1

√2π ℏ
e

ip
ℏ x

und ⟨ p|Ψ ⟩=~ψ ( p) , also:

ψ (x )= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

e
ip
ℏ x~ψ (p)dp



Das ist die Fourier-Transformation der Wellenfunktion in der Impulsbasis in die Wellenfunktion in 
der Ortsbasis.

Ist die Wellenfunktion für ein Teilchen in der Impulsbasis gegeben und interessiert man sich den Ort
des Teilchens, so transformiert man wie oben angegeben in die Ortswellenfunktion ψ (x )  und 
berechnet die Wahrscheinlichkeit für die Beobachtung des Teilchens am Ort x:

P(x)=ψ *(x )ψ (x) .

Es soll nun nochmal der Kommutator aus Orts-und Impulsoperator berechnet werden:

mit P̂ψ (x)=−iℏ d
dx
ψ (x )  und X̂=xψ (x) gelten:

P̂ X̂ψ (x )=P̂ xψ (x )=−iℏ d
dx

xψ (x)=−iℏ x
dψ (x )

dx
−i ℏψ (x) dx

dx
=−iℏ x

dψ (x )
dx

−i ℏψ (x )

, daraus folgt:

[ X̂ , P̂ ]ψ (x)=( X̂ P̂−P̂ X̂ )ψ (x)=−iℏ x d
dx
ψ (x)+i ℏ x d

dx
ψ (x )+iℏψ (x)=iℏψ (x)⇒

[ X̂ , P̂ ]=i ℏ

Da die beiden Operatoren nicht kommutieren, sind beide nicht simultan messbar.

Im Teil 1 wurden die Poisson-Klammern mit dem Kommutator verglichen:

[ Â , B̂ ]⇔i ℏ{ A ,B }

Für den Kommutator aus Orts- und Impulsoperator gilt dann:

iℏ=[ X̂ , P̂ ]⇔i ℏ{ x , p }  oder { x , p }=1 . Klassisch war:

{ A , B  }=∑
i

∂ A
∂qi

∂B
∂ pi

−∂ A
∂ p i

∂B
∂qi

, wenn A=f (p i ,qi)  und B=g( pi ,q i)  , also gilt 

{ x , p  }={ q , p  }=∂q
∂q
∂q
∂q
−∂q
∂ p

∂ p
∂q
=1⋅1−0=1 !

Aufgrund dieser Übereinstimmung, sieht man, dass der quantenmechanische Impulsoperator im  
Klassischen dem Impuls entspricht.

Wie bereits auf Seite 140 des ersten Teils gezeigt, gilt die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

Δ x Δ px≥
1
2
ℏ oder in der hier verwendeten Bezeichnung: Δ X̂ Δ P̂≥1

2
ℏ , wobei P̂ natürlich 

X̂ P̂ψ (x )= X̂(−iℏ d
dx
ψ (x))=−iℏ x

d
dx
ψ (x)



hier immer der Impulsoperator in Richtung der x-Achse ist, ebenso wie der Ortsoperator.

Es sei nochmals bemerkt, dass die Unschärfe kein Mangel an experimenteller Genauigkeit ist, 
sondern sie ist objektiv.

Die Eigenfunktion ψ (x )=δ (x−x0)  des Ortsoperators war in Bezug auf den Eigenwert x0  in 
hohem Maße auf an der Stelle x0 konzentriert. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an der Stelle x0 
anzutreffen ist mit

P([x0−ϵ , x0+ϵ ])=∫
−ϵ

ϵ

ψ * (x )ψ (x )dx=∫
−ϵ

ϵ

δ (x−x0)δ (x−x0)dx=∫
−ϵ

ϵ

δ (x−x0)dx=1  

Für die Wahrscheinlichkeit P(x) für einen Impulseigenwert p ist jedoch:

P(x)=ψ p
* (x)ψ p(x)=

1

√2π ℏ
e
−ip
ℏ x
⋅ 1

√2π ℏ
e

ip
ℏ x
= 1

2π ℏ
. Das aber heißt, dass an jeder Stelle x

der gleiche Wert existiert. Der Impuls ist also gänzlich unbestimmt bei präziser Lage des Teilchens.

Ist bisher die Frage des Zustands eines Teilchens behandelt worden, so geht es jetzt um das 
Problem, wie Teilchen sich bewegen. In der klassischen Physik wurde der Zustand eines Teilchens 
im Phasenraum beschrieben durch Angabe von Ort und Impuls und die Bewegung durch die 
Hamilton-Gleichungen. In der Quantenmechanik musste man zwischen dem Ortsraum und dem 
Impulsraum trennen. Die Änderung der Quantenzustände werden mit Hilfe der Hamiltonfunktion
durch die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung angegeben:

∂|Ψ ⟩

∂ t
=− i

ℏ Ĥ|Ψ ⟩

Der einfachste Hamilton-Operator ist: Ĥ=c P̂ . Man würde als einfachsten Operator der Energie

 für ein nicht relativistisches Teilchen erwarten Ĥ= P̂2

2m
, der kinetischen Energie.

Zunächst soll der einfache Operator dargestellt werden mit der Wellenfunktion in Ortsbasis:

∂ψ (x , t )
∂ t

=− i
ℏ c P̂ψ (x , t)⇔

∂ψ (x , t )
∂ t

=−c i
ℏ (−i ℏ)

∂ψ (x , t )
∂ x

⇔
∂ψ (x , t)
∂ t

=−c
∂ψ (x , t)
∂ x

.

Jede verkettete Funktion (x , t)↦
f

x−ct⏟
y

↦
g

g(f (x , t)⏟
y

)=g(x−ct)=ψ (x , t ) ist Lösung dieser DG:

∂ψ (x , t )
∂ t

=
∂ g( f (x , t))

∂ t
=∂ g
∂ y
(x−ct)⋅∂ f

∂ t
=∂ g
∂ y
(x−ct )⋅(−c)

∂ψ (x , t )
∂ x

=
∂ g( f (x , t))

∂ x
=∂ g
∂ y
(x−ct)⋅∂ f

∂ x
=∂ g
∂ y
(x−ct)⋅1 , da



∂ψ (x , t )
∂ t

=∂ g
∂ y
(x−ct )⋅(−c )=−c⋅∂ g

∂ y
(x−ct)=−c⋅

∂ψ (x , t )
∂ x

Wie sieht eine solche Funkion aus und wie entwickelt sich diese Funktion mit der Zeit?

Sei zuerst t=0: ψ (x ,0)=:ψ (x ) . Die Funktion muss nun die Bedingung erfüllen:

, d.h. der Zustandsvektor |Ψ ⟩ muss normiert sein.  Doch das ist noch zu 

unspezifisch. Es soll ja ein Teilchen repräsentieren als Wellenfunktion. Andrerseits wäre die 

Eigenfunktion ψ (x )=δ (x ) , also ein Teilchen, das genau (im Ursprung) lokalisiert ist, kaum als 

Welle aufzufassen. Eine Funktion der Gestalt    entspricht eher den 

Bedingungen. Der Realteil der komplexwertigen Funktion ist ℜ(ψ (x))= e
− x2

16

4√2π
cos(8 x ) . Man 

spricht hier von einem Wellenpaket.

Wird nun ein t=t1>0 betrachtet, ist die Welle nicht mehr um 0 zentriert, sondern hat die Form

ψ (x , t1)=g(x−ct1) hat sich also bzgl. g(x )=ψ (x ,0)=ψ (x ) nach rechts um ct1 verschoben,

d.h. mit der Geschwindigkeit c nach rechts bewegt, so ergibt das folgendes Bild:

Ist das konstante c annähernd die Lichtgeschwindigkeit, so wäre das ungefähr die Bewegung eines 
Neutrinos, wie Susskind sagt, nur dass sich Neutrinos auch in die andere Richtung bewegen 
können. Da p ein Vektor ist, kann er auch in die andere Richtung zeigen und das Teilchen nach links
sich bewegen. Dann wäre aber die Energie negativ. Dirac hatte so ein Teilchen (mit negativer 
Energie) als Antiteilchen interpretiert.

Da die Form der Welle sich nicht verändert, sondern nur nach rechts sich konstant bewegt, bewegt 
sich auch der Erwartungswert als Mitte der Welle konstant nach rechts.

∫
ℝ
ψ *(x )ψ (x)dx=1



Wie sähe die Bewegung für ein klassisches Teilchen aus bei „gleicher“ Hamiltonfunktion
H=c p ?

Die Hamiltonschen Gleichungen sind:

∂H
∂ p
=ẋ    und    ∂H

∂ x
=− ṗ

∂H
∂ p
=c    und    ∂H

∂ x
=0 , also wären die Gleichungen: ẋ=c    und   ṗ=0 .

Der Impuls ist also erhalten und die Geschwindigkeit ist konstant c. Das klassische Teilchen bewegt
sich also wie der Mittelwert des Wellenpakets.

Mit Lichtgeschwindigkeit c können sich nur Photonen bewegen (wenn man mal die hypothetischen 
Gravitonen außer Acht lässt). Alle anderen Teilchen bewegen sich (wie auch selbst das Neutrino) 
mit Geschwindigkeiten kleiner als c. Ist die Geschwindigkeit sehr viel kleiner als c, so nennt man 
die Teilchen nichtrelativistisch. In diesem Fall können die Bewegungsgleichungen der Teilchen 
nach den Newtonschen Gesetzen beschrieben werden. Schreibt man die klassische Mechanik mit 
Poissonklammern (sowie die quantenmechanischen mit Kommutatoren), so haben die 
Bewegungsgleichungen (wegen der starken Ähnlichkeit von Poissonklammer und Kommutator) 
annähernd die gleiche Form. Insbesondere entspricht der Hamiltonfunktion dort der 
Hamiltonoperator hier (wie oben verwendet: H=c p    bzw.   Ĥ=c P̂ ).

Für ein nichtrelativistisches Teilchen (ohne Kräfte oder Potenzial, also ein freies Teilchen) gilt 

klassisch H=T+V=T= 1
2

mv2= p2

2m
. Hier ist p2 kein Vektor, also immer positiv, so dass auch

die Energie nur positiv ist. Aber p als Vektor kann auch in die entgegengesetzte Richtung zeigen 
und das Teilchen sich nach links wie nach rechts bewegen. 

Es soll wieder die gleiche Schrödingergleichung ∂|Ψ ⟩

∂ t
=− i

ℏ Ĥ|Ψ ⟩ verwendet werden. Anstatt der

Hamiltonfunktion H braucht man den Hamiltonoperator:

H= p2

2m
→Ĥ= P̂2

2m

Mit P̂=−i ℏ ∂
∂ x

wird P̂2=P̂ ∘ P̂=−ℏ2 ∂2

∂ x2
und damit Ĥ=−ℏ

2

2m
∂2

∂ x2
. Also ist die 

Schrödingergleichung:
∂ψ
∂ t
=−i
ℏ (−ℏ

2

2m ) ∂
2

∂ x2ψ (x) oder 

∂ψ (x , t )
∂ t

= iℏ
2m

∂2ψ (x , t)
∂ x2

Eine Lösung (ohne Herleitung) ist im Falle einer Gaußverteilung (Wikipedia): 



ψ (x , t )= 1

√σ 2+2 i t ℏ
m

exp(−π 2σ 2

λ 2
−
(x−iπ σ

2

λ )
2

σ 2+2 it ℏ
m
) , wobei σ die halbe Breite des

Wellenpakets und λ die Wellenlänge zur Zeit t=0 .

Eindimensionale Wellenfunktion eines Elektrons über x-Koordinate. Zu Anfang reine 
Gaußverteilung mit 1 nm Breite. 
(mons.wikimedia.org/w/index.php?curid=46579705)

Eindimensionale Wellenfunktion eines Elektrons über x-Koordinate. Zu Anfang Gaußverteilung mit

1 nm Breite und überlagerter komplexer Schwingung exp( 2π i x
λ )

(mons.wikimedia.org/w/index.php?curid=46579022)



Um die Lösung herzuleiten, zuerst die zeitunabhängige Schrödingergleichung:

Ĥ|Ψ ⟩=E|Ψ ⟩

mit dem Energieeigenwert E oder in Form der Wellenfunktion ψ (x ) :

−ℏ2

2 m
∂2ψ (x)
∂ x2 =Eψ (x )

Welche sind die Eigenfunktionen? ψ (x )=e
i p
ℏ x

leisten das, wie die Ableitungen zeigt:

∂ψ (x)
∂ x

= i p
ℏ e

i p
ℏ x

 und  
∂2ψ (x)
∂ x2 =−p2

ℏ2 e
i p
ℏ x
⇒
DG
− ℏ

2

2m(− p2

ℏ2 )e i p
ℏ x
=E e

i p
ℏ x
⇔ p2

2m
e

i p
ℏ x
=E e

i p
ℏ x

vorausgesetzt, dass E= p2

2m
, was der Fall ist.

Aus der zeitunabhängigen Schrödingergleichung (SG) kann man die zeitabhängige herleiten:

Diskreter Fall Bsp: Spin Stetiger Fall: Bsp: Teilchen

Hamiltonoperator Ĥ=ω ℏ
2
σ z Ĥ= P̂2

2m
=−ℏ

2

2m
∂2

∂ x2

Zeitunabhängige 
Schrödingergleichung
(zuSG):

Ĥ|Ψ ⟩=E|Ψ ⟩
ω ℏ
2
σ z
|Ψ ⟩=E|Ψ ⟩

Ĥ|Ψ ⟩=E|Ψ ⟩

−ℏ2

2 m
∂2

∂ x2
ψ p(x)=Eψ p(x )

Berechnung der 
Eigenwerte und der 
Eigenvektoren und allg.
Lösung der zuSG in 
Eigenbasis:

Ek  und |Ek ⟩
E1=

ℏω
2

; E2=−
ℏω
2

|E1 ⟩=|u ⟩ ; |E2⟩=|d ⟩
|Ψ ⟩=∑

k

α k|Ek ⟩ , α k=⟨Ek|Ψ ⟩

|Ψ ⟩=α u|u ⟩+α d|d ⟩

E  und |E ⟩

E= p2

2m
 für alle p

|E ⟩=ψ p(x )=
1

√2π ℏ
e

i p
ℏ x

allg. Lösung

ψ (x )= 1

√2π ℏ
∫
ℝ
⟨ p|ψ p ⟩ e

ip
ℏ x

dp

Zeitabhängigkeit 
einführen |Ψ(t )⟩ :

|Ψ(t )⟩=∑
k

α k(t )|Ek ⟩
|Ψ(t )⟩=α u(t )|u ⟩+α d(t )|d ⟩

Zeitabhängige 
Schrödingergleichung
(zaSG):

∂|Ψ(t )⟩
∂ t

=− i
ℏ Ĥ|Ψ(t )⟩

∑
k

α̇ k (t )|E k ⟩=

=− i
ℏ Ĥ∑

k

α k(t )|Ek ⟩ oder

α̇ k (t )=−i
Ek

ℏ α k(t ) für alle k

∂|Ψ(t )⟩
∂ t

=− i
ℏ Ĥ|Ψ(t )⟩

∂ψ (x , t )
∂ t

= iℏ
2m

∂2ψ (x , t)
∂ x2

∫
ℝ (∂

~ψ (p, t)
∂ t

−~ψ (p, t) i2 p2

ℏ2 )e
i p
ℏ x

dp=0

ψ (x , t )= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

~ψ ( p , t )e
ip
ℏ x

dp



α̇ u(t )=
−iω

2
α u(t )

α̇ d(t)=
iω
2
α d(t )

Lösung der 
zeitabhängigen
Schrödingergleichung:

∧k : α k (t )=α k(0)e
−i Ek

ℏ t

α u(t )=α u(0)e
−iω

2
t

α d (t)=α d (0)e
iω
2

t

~ψ (p , t)=~ψ (p ,0)⏟
~ψ ( p)

e
− i p2

2mℏ
t

=
E= p2

2m~ψ (p )e
− iE
ℏ t

∧p : ~ψ ( p , t )=~ψ (p )e
− i E
ℏ t

Berechnung von
α k (0) und volle 

Lösung für |Ψ(t )⟩ , 
falls |Ψ(0)⟩ bekannt:

α k (0)=⟨ Ek|ψ (0)⟩

|Ψ(t )⟩=∑
k
⟨Ek|ψ (0)⟩ e

− i
ℏ Ek t

|Ek ⟩  

für |Ψ(0) ⟩=|u ⟩ :

|Ψ(t )⟩=e
−iω

2
t

|u ⟩

ψ (x , t )=  

= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

~ψ ( p)e
ip
ℏ x

e
−i E t
ℏ dp=

= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

~ψ ( p)e
i
ℏ (px− p2 t

2m )dp

Herleitung der vollen Lösung der zeitabhängigen SG (des stetigen Falls):

Die allgemeine Lösung der zeitunabhängigen SG ergibt sich durch Summierung 

Impulseigenvektoren |E ⟩=ψ p(x )=
1

√2π ℏ
e

i p
ℏ x

, also genauer der Integration

ψ (x )= 1

√2π ℏ
∫
ℝ
⟨ p|ψ p ⟩⏟
~ψ (p)

e
ip
ℏ x

dp (Fouriertransformierte).

Einführung der Zeitabhängigkeit: ψ (x , t )= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

~ψ ( p , t )e
ip
ℏ x

dp (*)

Zeitabhängige SG: 
∂|Ψ(t )⟩
∂ t

=− i
ℏ Ĥ|Ψ(t )⟩ ∂ψ (x , t )

∂ t
= iℏ

2m
∂2ψ (x , t)
∂ x2 :

∂ψ (x , t )
∂ t

= 1

√∫ℝ
∂~ψ ( p , t )
∂ t

e
i p
ℏ x

dp
iℏ
2m

∂2ψ (x , t )
∂ x2 = 1

√∫ℝ
~ψ ( p , t ) i

2 p2

ℏ2 e
ip
ℏ x

dp

Einsetzen in die zeitabhängige SG: 
1

√∫ℝ
∂~ψ (p , t )
∂ t

e
i p
ℏ x

dp= 1

√∫ℝ
~ψ (p , t ) i

2 p2

ℏ2
e

ip
ℏ x

dp oder

∫
ℝ ( ∂

~ψ ( p, t )
∂ t

−~ψ ( p , t ) i
2 p2

ℏ2 )e i p
ℏ x

dp=0⇒
∂~ψ ( p , t)
∂ t

=~ψ (p , t ) i
2 p2

ℏ2 ⇒Lösung der einfachen DG :

Einsetzen in (*): ψ (x , t )= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

~ψ ( p)e
− i E
ℏ t

e
ip
ℏ x

dp= 1

√2π ℏ
∫
ℝ

~ψ ( p)e
i
ℏ ( p x−E t )

dp .

~ψ ( p , t )=~ψ ( p ,0)⏟
~ψ ( p)

e
−i p2

2mℏ
t

=
E= p2

2m~ψ ( p)e
− i E
ℏ t



Eine konkrete Lösung ist in der Impulsdarstellung ~ψ ( p , t )=~ψ (p)e
i
ℏ ( p x−E t )

Hier sieht man, dass nur die Phase
1
ℏ ( px−E t )= 1

ℏ (px− p2

2m
t) sich mit der Zeit ändert, während 

die  Amplitude ~ψ ( p) konstant bleibt, was seine Ursache in der Impulserhaltung hat.

Wie ist der Erwartungswert einer Observablen Ô im stetigen Fall zu nehmen? Das Skalarprodukt

 ⟨Ψ|Φ ⟩=∫
ℝ
ψ *(x )ψ (x )dx gibt die Antwort:

⟨Ψ|Ô|Ψ ⟩=∫
ℝ
ψ *(x )Ôψ (x )dx

Um den Zusammenhang zwischen dem Impulsoperator P̂ und dem klassischen Impuls
p=m v zu klären, soll untersucht werden, was unter der Geschwindigkeit v in der 

Quantenmechanik verstanden wird. 

Wie v=dx
dt

klassisch ist, so wird man in der QM die Ableitung des Erwartungswert des Ortes 

v= d
dt

⟨Ψ|X̂|Ψ ⟩ wählen oder in Form der Wellenfunktion: v= d
dt∫ψ

*(x , t )xψ (x , t )dx  

Da allgemein:
d
dt
⟨Ô ⟩= i

ℏ ⟨[ Ĥ ,Ô]⟩ wird
d
dt
⟨ X̂ ⟩= i

ℏ ⟨[ Ĥ , X̂ ]⟩= i
ℏ ⟨[ P̂2

2 m
, X̂ ]⟩= i

2mℏ
⟨[ P̂2 , X̂ ]⟩ , 

also v= i
2mℏ

⟨[ P̂2 , X̂ ]⟩

[ P̂2 , X̂ ]= P̂ P̂ X̂− X̂ P̂ P̂=P̂ P̂ X̂−P̂ X̂ P̂+ P̂ X̂ P̂− X̂ P̂ P̂=P̂ (P̂ X̂−X̂ P̂ )+( P̂ X̂− X̂ P̂ ) P̂= =
=P̂ [ P̂ , X̂ ]+[ P̂ , X̂ ] P̂ und da [P , X ]=−iℏ , hat man 

[ P̂2 , X̂ ]= P̂(−i ℏ)−iℏ P̂=−2 iℏ P̂ und also v= i
2mℏ

⟨[ P̂2 , X̂ ]⟩= i
2mℏ

⟨−2 iℏ P̂ ⟩= ⟨ P̂ ⟩
m

oder

⟨ P̂ ⟩=m v oder ⟨ P̂ ⟩=p .

Der Mittelwert des Impulsoperator ist also identisch mit dem klassischen Impuls.

Das Zentrum eine Wellenpakets, der Mittelwert des Ortes, bewegt sich also klassisch.

Das Ergebnis lässt vermuten, dass die vorgenommene Quantisierung der klassischen Physik 
erfolgreich fortgesetzt werden kann. 

Wie sah die Quantisierung bisher aus? Man fängt mit einem klassischen System (hier 
mechanisches) an.

1. Eine Menge von Ortskoordinaten und Impulskoordinaten: q i , pi oder x i , pi . Mithilfe der 
Hamiltonfunktion H stellt man die Bewegungsgleichungen im Sinne Hamilton auf:



∂H
∂ pi

=q̇ i   und  ∂H
∂q i

=− ṗi oder 
∂H
∂ pi

=ẋ i   und  ∂H
∂ x i

=− ṗi

2. Man ersetzt den klassischen Phasenraum durch den entsprechenden Hilbertraum.
In der Ortsdarstellung wird der Zustand |Ψ ⟩ durch die Wellenfunktion ψ (x i) wiedergegeben.

3. Die Koordinaten x i , pi werden durch die entsprechenden Operatoren X̂ i , P̂i ersetzt:

X̂ iψ (x i)=x iψ (x i)   und  P̂iψ (x i)=−iℏ ∂
∂ x i

ψ (x i)

4. Die Hamiltonfunktion H wird durch den Hamiltonoperator Ĥ ersetzt.
Mit der zeitunabhängigen SG erhält man die Eigenwerte und Eigenvektoren und über die 
zeitabhängige SG die Zeitentwicklung der Wellenfunktion.

Auf diese Weise kann auch die Maxwellsche Theorie des Elektromagnetismus in die QED übersetzt
werden. Mit der Gravitationstheorie schlugen diese Versuche allerdings fehl. 

Allerdings gibt es auch quantenmechanische Phänomene, die in der klassischen Theorie kein 
Analog haben, wie bspw. der Spin.

Die QM ist die fundamentalere Beschreibung der Natur.  Und die klassische Physik ist eine 
Approximation der QM, wie man beim Impuls gut sehen kann. Schon beim Spin entsprach der 
Erwartungswert eines Spinoperators der klassischen Erwartung. 

Bisher wurde die Kinematik eines Teilchen betrachtet, auf das keine Kräfte wirken, was allerdings 
eine starke Abstraktion und letztlich sehr langweilig ist. Das Interessante der Welt sind die 
Wechselwirkungen mit anderen Entitäten, die das Reale der Welt ausmachen selbst von Teilchen bis
zu schwarzen Löchern. Allerdings kennt man die konkreten vielfältigen Wechselwirkungen, die ein 
Teilchen von anderen erfährt sehr selten bis garnicht. Ihre Wirkung, also die Umgebung eines 
Teilchens wird durch die Funktion der potenziellen Energie V (x) dargestellt. Die gesamte 
Kraftwirkung wird dann über den Gradienten von V gegeben: F(x )=−∇V (x) bzw., wenn das 

Problem eindimensional ist über F(x )=−
∂V (x)
∂ x

.

Mit dem zweiten Newtonschen Gesetz F=ma , erhält man die Bewegungsgleichung

m ∂
2 x

∂ t2
=−

∂V (x)
∂ x

.

In der QM geht man anders vor. Die potentielle Energie wird durch einen Operator V̂  ersetzt und
zwar, wie zu erwarten, mit der Wirkung: V̂ψ (x)=V (x )ψ (x ) , wobei V (x) Eigenfunktion des  
Potenzialoperators V̂ ist.

Ist die Hamiltonfunktion im Potenzialfeld H=T ( p)+V (x )= p2

2m
+V (x) , so wird 

daraus durch die Quantisierung: Ĥ= P̂2

2m
+V̂ und die Hamiltongleichungen durch die 

zeitabhängige SG iℏ ∂ψ
∂ t
=Ĥψ  ersetzt:



iℏ
∂ψ (x , t )
∂ t

= P̂2

2 m
(ψ (x , t ))+V̂ψ (x , t )⇒ iℏ

∂ψ (x , t )
∂ t

=−ℏ
2

2 m
∂2

∂ x2ψ (x , t )+V (x)ψ (x , t)

iℏ
∂ψ (x , t )
∂ t

=−ℏ
2

2m
∂2

∂ x2
ψ (x , t)+V (x)ψ (x , t )

Hat der neue V-Term, der in dem Hamiltonoperator vorkommt einen Einfluss auf die 
Geschwindigkeit des Teilchens? 

v= d
dt
⟨ X̂ ⟩= i

ℏ ⟨[ Ĥ , X̂ ]⟩= i
ℏ ⟨[ P̂2

2m
+V̂ , X̂ ]⟩= i

2mℏ
⟨[ P̂2 , X̂ ]⟩ +i

ℏ ⟨[V̂ , X̂ ]⟩= i
2mℏ

⟨[ P̂2 , X̂ ]⟩ , da

 (V̂ (x) X̂)ψ (x)=V̂ (x )(xψ (x))=x V̂ (x )ψ (x)=x (V̂ (x )ψ (x ))= X̂ (V̂ (x)ψ (x ))=( X̂ V̂ (x))ψ (x) ,

also [V̂ , X̂ ]=0 . Das Potenzial verändert also die Geschwindigkeit nicht, wie es auch im 
Klassischen der Fall ist.

Eine weitere Frage ist, wie das zweite Newtonsche Gesetz F= d
dt

p sich in der QM darstellt.

Dazu wird p wieder durch ⟨ P̂ ⟩ ersetzt. 

d
dt
⟨ P̂ ⟩= i

ℏ ⟨[ Ĥ , P̂ ]⟩= i
ℏ ⟨[ P̂2

2m
+V̂ , P̂ ]⟩= i

2mℏ
⟨[ P̂2 , P̂ ]⟩⏟

0

+ i
ℏ ⟨[V̂ , P̂ ]⟩= i

ℏ ⟨[V̂ , P̂ ]⟩ .

Der letzte Term ist:

[V̂ (x) , P̂ ]ψ (x )=V̂ (x)⋅(−iℏ d
dx
ψ (x))−(−iℏ d

dx
)(V̂ (x)ψ (x))=

=−i ℏV (x)ψ ' (x)+i ℏ(V ' (x)ψ (x)+V (x )ψ ' (x ))=iℏV '(x )ψ (x)⇒[V̂ , P̂ ]=i ℏ d V
dx

, also

d
dt
⟨ P̂ ⟩= i

ℏ ⟨i ℏ dV
dx ⟩=⟨− dV

dx ⟩=⟨F ⟩⇒ d
dt
⟨ P̂ ⟩=⟨F ⟩ , was das genaue Analogon zum 2. Gesetz 

von Newton ist:
d
dt

p=F . Man darf daraus aber nicht schließen, dass sich Teilchen klassisch 

bewegen. Bei großen Massen und stetigem, weit gespreiztem Potenzial ja, aber bei kleinen Massen 
und spitzem Potenzial ist das nicht der Fall. Ein Elektronenwellenpaket  kann so beispielsweise in 
der unmittelbaren Potenzialumgebung eines Atomkerns zerstreuen.

Nun noch ein kurzer Überblick über die Pfadintegrale von Feynman5.

Es gibt zwei klassische Ansätze in der Mechanik, um den Weg eines Teilchens zu beschreiben.

5 Ich folge auch hier, wie meistens, dem meist guten Buch von Susskind, Friedman: „Quantum mechanics. The 
theoretical minimum“, NY 2014.. Ausführlicher in „Quantum Mechanics and Path Integrals“, von R.P. Feynman, 
A.R. Hibbs, D.F.Styer NY, 2005



Sie gehen auf Newton und Leibniz zurück. Die erste Methode beschreibt den Weg, indem es einen 
initialen Raumzeitpunkt (x0 , t0) betrachtet und mit der momentanen Veränderung des Ortes

ẋ (t) , bzw. falls Kräfte wirken auch mit der momentanen Veränderung des Impulses m ẍ (t)
schrittweise den unmittelbar „nächsten“ Raumzeitpunkt (x1 , t1) berechnet und so die ganze 
Trajektorie bestimmt. Weiter entwickelt wurde sie durch Euler, Lagrange und Hamilton.

Die andere Methode, die sogenannte Methode über die stationäre Wirkung, die holistisch vorgeht, 
betrachtet zwei Raumzeitpunkte, den initialen und finalen und fragt nach dem Weg zwischen ihnen, 
der die i.a. minimale Wirkung vorweist. Dieser Weg wird als der wirklich eingenommene von 
vielen möglichen betrachtet. Auf dieser Idee baut Feynman auf und wendet sie auf die QM an.

Das Problem in der Quantenmechanik ist, dass es keine solchen Wege wie in der klassischen 
Mechanik gibt. Darauf wiesen ihn Bohr und Heisenberg mit seiner neu entdeckten 
Unbestimmtheitsrelation seinerzeit hin, was Feynman zeitlebens ärgerte. Nicht zu Unrecht.

Feynman hatte seine Methode am Doppelspalt entwickelt, den er in einen Vielfachspalt ausdehnte 
bis schließlich hin zur kompletten Aufhebung des Spaltes, so dass das Teilchen jeden möglichen 
Weg nehmen konnte. 
Der ersten Methode entspricht in der QM die zeitabhängige Schrödingergleichung, die zweite dem 
Pfadintegral Feynmans.

In einem einfachen klassischen System lautet  die L(x , ẋ)=m ẋ2

2
−V (x )  Lagrangefunktion und 

das Wirkungsintegral ist dann A=∫
t a

te

L(x , ẋ)dt=∫
t a

t e m
2

ẋ2−V (x)dt . Aus δ A=0 ergeben sich 

über die Euler-Lagrange-Gleichungen dann der gesuchte Weg zwischen Anfang und Ende. 

Übertragen auf die QM lautet dann die Frage leicht anders: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 
dass das Teilchen im Raumzeitpunkt (xe , te) beobachtet, gemessen wird, wenn es im 
Raumzeitpunkt (xa , ta) zuerst gemessen wurde?

Der Anfangszustand sei |Ψ(ta)⟩=|xa ⟩ .  Bis zum Zeitpunkt t e entwickelt sich das System 

gemäß der  Schrödingergleichung |Ψ(t )⟩=|Ψ(0)⟩ e−
i
ℏ H t

 bzw. |Ψ(t e)⟩=|Ψ(ta)⟩ e
− i
ℏ H (t e−ta)

oder |Ψ(te)⟩=e
− i
ℏ H (t e−ta)

|xa ⟩ . In diesem Zustand das Teilchen am Ort xe zu messen, hat die 

Wahrscheinlichkeitsamplitude Aa ,e=⟨ xe|Ψ(te)⟩=⟨xe|e
− i
ℏ H (t e−ta)

|xa⟩ oder mit t=te−ta

Aa ,e=⟨ xe|e
− i
ℏ H t

|xa ⟩ .

Man beachte, dass man nicht die Wahrscheinlichkeiten addiert, sondern die 
Wahrscheinlichkeitsamplituden für das Folgende.



Der Operator e
− i
ℏ H t

 kann dann als Produkt geschrieben werden: e
− i
ℏ H t

=e
− i
ℏ H t

2 e
− i
ℏ H t

2 .

wird der Identitätsoperator eingefügt in das Produkt erhält man:

e
− i
ℏ H t

=e
− i
ℏ H t

2 I e
− i
ℏ H t

2=e
− i
ℏ H t

2∫
ℝ
|x ⟩ ⟨ x|dx e

− i
ℏ H t

2 ergibt das für Aa ,e=⟨ xe|e
− i
ℏ H t

|xa ⟩

Aa ,e=⟨ xe|e
− i
ℏ H t

2∫
ℝ
|x ⟩ ⟨ x|dx e

− i
ℏ H t

2|xa ⟩=∫
ℝ
⟨ xe|e

− i
ℏ H t

2|x ⟩ ⟨x|e
− i
ℏ H t

2|xa ⟩dx

Klassisch würde in der zeitlichen Mitte zwischen dem Anfangspunkt und dem Endpunkt ein Punkt 
(Ort) zu durchmessen sein. In der QM aber ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude die Summe bzw. 
das Integral aller Orte zum Zeitpunkt ta+t /2 (siehe Graphik oben).

Anstatt das Zeitintervall [ta , t e ] der Länge t in nur zwei Teile zu teilen, kann man es auch in n 
Teile aufteilen und jedesmal den Identitätsoperator einbauen:

e
− i
ℏ H t=e

− i
ℏ H t

n I e
− i
ℏ H t

n I ... I e
− i
ℏ H t

n=e
− i
ℏ H t

n∫
ℝ
|x1⟩ ⟨ x1|dx1 e

− i
ℏ H t

n∫
ℝ
|x 2⟩ ⟨ x2|dx2...∫

ℝ
|x n−1⟩ ⟨xn−1|dxn−1 e

− i
ℏ H t

n

Aa ,e=∫
ℝ

...∫
ℝ
⟨ xe|e

− i
ℏ H t

n|x1⟩ ⟨ x1|e
− i
ℏ H t

n|x2 ⟩ ⟨ x2|...|xn−1⟩ ⟨ xn−1|e
− i
ℏ H t

n|xa ⟩dx1 ... dxn−1

Von diesem Ausdruck wird dann noch der Grenzwert für n→∞ gebildet.
Die Amplitude gilt aber nur für diesen speziellen Pfad.

Feynman fand, dass die Wahrscheinlichkeitsamplitude für jeden Pfad sich durch den einfachen 

Ausdruck e
i
ℏ A pf

angeben lässt, wobei A pf die Wirkung für jeden einzelnen Pfad ist.

Aber gemäß Feynmans Meinung nimmt das Teilchen alle möglichen Pfade, die alle die oben 
angegebene spezielle Amplitude haben. Erst die Summierung bzw. das Integral über alle möglichen 
Pfade liefert die gesamte Amplitude:

I=∫
ℝ
|x ⟩ ⟨ x|dx



Aa ,e= ∫
alle Pfade pf

e
i
ℏ A pf

Der „reale Pfad“ wird dann der sein, der die größte Amplitude hat, oder genauer gesagt, der  
Mittelwert derjenigen mit großer Amplitude, wobei die anderen mit kleiner Amplitude sich 
gegenseitig heraussubtrahieren.

Das Pfadintegral ist sehr mächtig. Aus ihm lassen sich die Schrödingergleichungen als auch alle 
Kommutatorrelationen herleiten. Erst richtig bedeutend wird diese Methode in der 
Quantenfeldtheorie.

Ich persönlich vermute, dass das Teilchen gar keinen Weg zurücklegt. Sondern die virtuellen 
Photonen sich bei Interaktionen (so beim Messprozess) zu realen Teilchen erst manifestieren und 
sich zuvor nur oszillatorisch bewegen. Die Dichtwelle entsteht durch Agglomeration der virtuellen 
Photonen, die mit Lichtgeschwindigkeit sich fortpflanzt, sofern keine andere Energie oder Masse 
vorhanden ist. Meines Erachtens ist die Rede von allen Pfaden ein Rest klassischer Anschauung. 
Ebenso wie die Rede der Krümmung der Raumzeit in der ART, die auf dem gleichen Phänomen 
beruht. Denn Photonen lieben es, sich zu versammeln. Und diese Konzentration hat den Effekt, den 
eine Raumzeitkrümmung metaphorisch suggeriert. 

Aber die Idee der Pfadintegrale ist m.E. das Bild der eigentlichen Gesetzmäßigkeiten, zumindest 
metaphorisch. Man kann dies mit einer Ameisenstraße vergleichen, wobei zunächst einzelne 
Ameisen herumirren, bis sich schließlich durch das Ziel der Futtersuche und den Markierungen der 
anderen sich ähnlich wie in der Synergetik einige schließlich durchsetzen und das ganze Verhalten 
bestimmen, auch wenn einige immer noch herumschweifen. Aber das ist eben nur eine Metapher 
und die Pfade sind nur imaginierte, die die Dichtewelle in einzelne Wege linearisiert.

Nun zum vorläufig letzten Punkt, dem quantenmechanischen harmonischen Oszillator, der 
gleichzeitig Übergang ist.

Das mathematische Konzept des harmonischen Oszillators hat viele Realisierungen. Grundannahme
ist, dass es Systeme gibt, die sich in einem stabilen Zustand befinden, sofern keine Kraft auf sie 
einwirkt. Das ist bspw. der Fall bei Trägheit. Ein Körper ist in einem stabilen Zustand, wenn er sich 
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Nur eine Kraft verändert seine Lage. Er wird beschleunigt. 
Wirkt die Kraft nicht mehr auf ihn ein, so befindet er sich wieder im stabilen Zustand, nun mit 
veränderter Geschwindigkeit. Aber er kehrt nicht in die ursprüngliche zurück, sofern nicht eine 
weitere angemessene Kraft auf ihn einwirkt. Die Trägheit wirkt wie ein Punktattraktor, indem der 
Folgezustand bzgl. des Vorgängerzustand gleich bleibt. Ein Teilchen kommt in einen anderen 1-
Zyklus, wenn eine äußere Kraft ihn dazu bewegt. Es gibt aber auch Zweier-Zyklen und Zyklen 
höherer Ordnung. Ein Federpendel ist zunächst auch in einem1-Zyklus, es ist in Ruhe. Wirkt eine 
Kraft auf es, so geht es aus seiner Ruhelage heraus bis zu einem räumlichen Tiefpunkt, dem 
Wendepunkt der Bewegung, geht durch den ursprünglichen Ruhepunkt, kommt dort aber nicht zur 
Ruhe, sondern geht über ihn hinaus bis zu einem räumlichen Hochpunkt, der wieder Wendepunkt 
der Bewegung ist usw.. Betrachtet man nur diese drei exponierten Punkte, so liegt ein 3-Zyklus vor, 
der ohne Reibungskräfte idealiter stabil ist. Oder man fokussiert auf die Wendepunkte und man hat 
einen stabilen 2-Zyklus. Das geht auch in die andere Richtung. Werden die anderen 
Durchgangspunkte mit einbezogen, so erhöht sich der Zyklus stufenweise bis zu einem Zyklus sehr 
hoher Ordnung. Nimmt man an, dass es auf dieser Reise unendlich viele Zwischenpunkte gibt (was 
ich als absurd annehme), so nimmt der Zyklus die Ordnung abzählbar unendlich an, ganz zu 
schweigen von überabzählbar viele Zwischenpunkte, wie allgemein angenommen. 



Solch einen Zyklus nennt man auch einen Oszillator. Im Grunde genommen existieren nur 
Oszillatoren, wenn man auch den 1-Zyklus dazu zählt und vernünftigerweise annimmt, dass es nur 
endlich viele Zustände gibt. Zyklen allerdings mit Vorgebieten.

Ich gebe hier einige Zyklen in einer  8-Menge graphisch an.

 

zwei 1-Zyklen und ein 6-Zyklus ohne Vorgebiete

3-Zyklus mit Vorgebieten und 1-Zyklus mit Vorgebiet

ein 1-Zyklus mit Vorgebieten und ein 1-Zyklus ohne Vorgebiet

ein 2-Zyklus mit Vorgebieten, ein 1-Zyklus mit Vorgebiet und ein 1-Zyklus ohne Vorgebiet



Dieses sind Beispiele, die ich aus der sozialen Bedürfnistheorie entnommen habe bei verschiedenen 
Konstellationen aus drei Bedürfnissen, sie sind aber generell anwendbar.

Aus der Physik gebe ich einige Beispiele an, die ich aus Susskind (QM) entnommen habe.
Der Übergang von einem Zyklus zu einem anderen geschieht in der Physik durch Kräfte. 

• Ein Atom in einem Kristallgitter. Wird das Atom leicht aus der Stabilitätslage oder der 
Gleichgewichtslage bewegt, wird es durch eine annähernd lineare Rückstellkraft 
zurückgestoßen. Das wäre allerdings eine dreidimensionale Bewegung, die aus drei 
unabhängigen Oszillationen besteht.

• Der elektrische Strom in einem Stromkreis mit sehr geringem Widerstand oszilliert mit einer
charakteristischen Frequenz.

• Wellen. Wird die Wasseroberfläche gestört (durch ein einfallendes Objekt bspw,) so 
schwingen die Wassermoleküle orthogonal zur Wasserfläche. Das Gleiche gilt für 
Tonwellen.

• Elektromagnetische Wellen. Wie alle anderen Wellen oszillieren sie.
• Das klassische Federpendel.

Das letzte einfache Beispiel soll klassisch beschrieben werden unter idealen Bedingungen.

Ein Gewicht der Masse m hängt an einer Feder mit der Federkonstanten k.
Wird die Masse aus der Ruhelage nach unten um z gezogen, so ist die  Rückstellkraft F=−kz .

Da F(z )=−dV
dz

bzw. V=−∫F (z)dz gilt für die potenzielle Energie V (z)=1
2

k z2 .

Die kinetische Energie ist T= 1
2

m ż2 , sodass die Lagrangefunktion die einfache Gestalt hat:

L(z , ż )=T−V=1
2

m ż2−1
2

k z2  oder wenn man z substituiert durch x in der Weise x=√m z

und √ k
m

 durch ω erhält die Lagrangefunktion die Form: L(x , ẋ)=1
2

ẋ2−1
2
ω 2 x2 . Durch diese 

Substitution kann jeder Oszillator in der gleichen Form beschrieben werden.

Die Euler-Lagrange Gleichung ist: 
∂ L
∂ x
= d

dt
∂ L
∂ ẋ

.



∂ L
∂ x
=−ω 2 x und

∂ L
∂ ẋ
=ẋ  und d

dt
∂ L
∂ ẋ
=ẍ , so dass die E-L-Gleichung ist: ẍ=−ω 2 x .

Die allgemeine Lösung dieser DG ist: x (t)=A cos(ω t )+B sin(ω t ) , wobei ω die 
Oszillatorfrequenz ist.

Jetzt soll die quantenmechanische Version eines Oszillators gefunden werden, natürlich für ein 
mikroskopisches System, bspw. ein Molekül aus zwei Atomen, eines größeren und eines kleinen. 
Wenn das kleine Atom aus dem stabilen Komplex leicht verrückt wird, so wird es durch Kräfte 
wieder zurückgetrieben und es oszilliert wie im obigen System.

Zunächst muss der Zustandsraum angegeben werden. Ein System, das sich auf einer geraden Linie 
bewegt ist durch Wellenfunktionen ψ (x ) beschrieben.  Die Wahrscheinlichkeit das Atom an der 
Stelle x zu finden ist Null und wird daher durch die Wahrscheinlichkeitsdichte, es in der Umgebung 
eines Einheitsintervalls um x finden modelliert.

Außer der Bedingung, dass die Wellenfunktion differenzierbar sein muss, gilt natürlich die 
Forderung, dass ∫

ℝ
ψ *(x )ψ (x)dx=1 .

Falls das Integral nicht 1 wäre, so muss es doch zumindest endlich sein, d.h. die Wellenfunktion  
muss „quadratintegrabel“ sein, damit das Integral von der Wahrscheinlichkeitsdichte

P(x)=|ψ (x)|2 normierbar wird durch einen geeigneten Faktor. 

Um zu wissen, wie der Zustandsvektor Ψ(x) sich zeitlich ändert, bedarf es des 
Hamiltonoperators. Das Gleiche gilt für die möglichen Energiewerte des Oszillators.

Man kann ihn durch geeignete Quantisierung aus der Hamiltonfunktion des klassischen 
harmonischen Oszillators gewinnen, der aus der Lagrangefunktion gebildet wird, die oben 

angegeben wurde zu: L(x , ẋ)=1
2

ẋ2−1
2
ω 2 x2 . Die Hamiltonfunktion ist dann mit p=∂ L

∂ ẋ
=ẋ  

H=p ẋ−L=ẋ2− 1
2

ẋ2+1
2
ω 2 x2⇒H=1

2
ẋ2+ 1

2
ω 2 x2 .

Da bisher kein Geschwindigkeitsoperator zur Verfügung steht, kann man die Hamiltonfunktion 

umschreiben mit dem konjugierten Impuls p=∂ L
∂ ẋ
=ẋ zu:

H=1
2

p2+ 1
2
ω 2 x2

Jetzt kann man die Quantisierung anwendet mit p→ P̂=−i ℏ ∂
∂ x

  und  x→ X̂  , sodass man erhält:

bzw. angewendet auf die Wellenfunktion:

(*)

Ĥ=1
2

P̂2+1
2
ω 2 X̂2

Ĥ|Ψ(x , t )⟩= 1
2
( P̂2ψ (x , t)+ω 2 X̂ 2ψ (x , t))=1

2(−ℏ2 ∂2

∂ x2ψ (x , t )+ω 2 x2ψ (x , t ))



Interessant ist noch, das Kuriosum, dass zwar x als Operator hochgefahren wird, die Zeit aber als 
Parameter in der QM gilt, im Widerspruch zur Relativitätstheorie, in der die Zeit und der Ort 
gleichberechtigte physikalische Größen sind. Mit ein Grund für die Schwierigkeit die Vereinigung 
der beiden Grunddisziplinen. 

Um die Zeitentwicklung zu sehen, soll (*) in die zeitabhängige SG eingesetzt werden:

∂ψ
∂ t
=− i

ℏ Ĥψ⇒
∂ψ (x , t )
∂ t

=− i
2ℏ (−ℏ2 ∂2

∂ x2ψ (x , t)+ω 2 x2ψ (x , t )) Diese DG zu lösen ist 

allerdings nicht trivial.

Man kann auch so vorgehen, dass man erst die zeitunabhängige Schrödingergleichung sich 
vornimmt und die Energieeigenwerte und Eigenvektoren bestimmt und dann wie üblich die zeit 
angängige SG herleitet.

Ĥ|Ψ E ⟩=E|ΨE ⟩⇒
1
2 (−ℏ2 ∂2

∂ x2ψ E(x , t )+ω 2 x2ψ E(x , t ))=Eψ E(x , t )

Für jeden Eigenwert E gibt es eine Eigenfunktion ψ E(x , t) , die meisten sind aber physikalisch 
absurd, die ins Unendliche wachsen.

Man fängt am besten an mit dem minimalen Energiewert E. Klassisch gesehen kann die Energie nie

negativ werden, da die Hamiltonfunktion H=1
2

p2+ 1
2
ω 2 x2 ist. Den kleinsten Wert für H erhält 

man, wenn man x und p beide Null setzt. Das ist aber in der QM aufgrund der Unschärferelation 
nicht möglich. Der kleinste Energiewert ist also größer als Null, er wird mit E0 bezeichnet und die 
dazugehörige Eigenfunktion mit ψ 0(x ) , die Grundzustandsfunktion.

Zum Glück kommt die Mathematik wieder zu Hilfe mit folgendem Satz: 

Die Grundzustandswellenfunktion jedes Potenzials ist nullstellenfrei und sie ist der einzige 
Energieeigenzustand, der keine Knoten hat.

Eine Funktion, die keine Nullstelle hat und Kandidat sein kann wegen ihrer Normierbarkeit, ist 
bspw. eine Gaußfunktion.

Die Grundzustandsfunktion des Oszillators werde versuchsweise mit ψ 0(x )=e
−ω
2ℏ

x2

angesetzt (ohne Normierung):

 



Zur Überprüfung der Lösung:

∂
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und die ganze Gleichung:

1
2(−ℏ2 ∂2

∂ x2ψ E(x , t )+ω 2 x2ψ E(x , t ))=Eψ E(x , t )⇒(ω ℏ2 −ω
2 x2

2
+ω

2 x2

2 )e
−ω
2ℏ

x2

=E e
−ω
2 ℏ

x2

⇔

⇔E=ω ℏ
2

.

Ist E=E0=
ω ℏ

2
die Grundzustandsenergie, so ist die DG gelöst mit ψ 0(x )=e

−ω
2ℏ

x2

Weiter geht‘s mit der Operatorenmethode von Heisenberg, die sehr mächtig ist. Susskind rät, wenn 
man ein Paar von Operatoren hat, ist es ratsam, den Kommutator zu untersuchen, der ein weiterer 
Operator ist. Falls der Kommutator unbekannt ist, solle man die Kommutatoren von ihm und den 
beiden anfänglichen Operatoren betrachten. Falls man eine Menge von Operatoren, die unter der 
Kommutatorrelation abgeschlossen ist, so ist man in der Regel fündig geworden. Also, Start:

Ĥ=1
2
( P̂2+ω 2 X̂2)

Da man hier eine Quadratsumme hat, wie bei a2+b2=(a+ib)(a−ib) liegt es nahe, diese 
Faktorbildung für den Hamiltonoperator zu versuchen:

Ĥ=? 1
2
(P̂+iω X̂ ) ( P̂−iω X̂ )

Da Operatoren in der Regel nicht kommutieren, muss man hier vorsichtig sein. Die 
Ausmultiplikation ergibt:

1
2
( P̂+iω X̂ ) (P̂−iω X̂ )= 1

2
( P̂2−iω P̂ X̂+iω X̂ P̂+ω 2 X̂2)=1

2
( P̂2+iω ( X̂ P̂−P̂ X̂ )+ω 2 X̂ 2)=

Wie man sieht, ist das nicht genau Ĥ , sondern 

Ĥ=1
2
(P̂+iω X̂ ) ( P̂−iω X̂ )+ω ℏ

2

Die beiden Faktor-Operatoren sollen näher untersucht werden. Mit historischem Vorfaktor sind sie

a+ := −i

√2ω ℏ
(P̂+iω X̂ )   und   a- := i

√2ω ℏ
(P̂−iω X̂ )

Damit ist 2ω ℏ a+ a-=(P̂+iω X̂ ) (P̂−iω X̂ ) und also Ĥ=ω ℏ(a+ a-+ 1
2)

=1
2
(P̂2+iω [ X̂ , P̂ ]+ω 2 X̂2)=1

2
( P̂2+ω 2 X̂2)+1

2
iω [ X̂ , P̂ ] =

[ X̂ , P̂]=iℏ 1
2
( P̂2+ω 2 X̂2)−1

2
ω ℏ



Wie man sieht, sind die beiden neuen Kommutatoren hermitesch konjugiert zueinander: a-=(a+)

Was ist ihr Kommutator? 

[a- ,a+]=a- a+−a+ a-= 1
2ω ℏ

(P̂−iω X̂ )( P̂+iω X̂ )− 1
2ω ℏ

(P̂+iω X̂ ) (P̂−iω X̂ )=

Wenn man einen neuen Operator N̂ :=a+ a- , den sogenannten Nummeroperator oder 
Teilchenzahloperator oder auch Besetzungszahloperator definiert, so reduziert sich

Ĥ=ω ℏ(a+ a-+ 1
2) zu Ĥ=ω ℏ(N̂+ 1

2) .

Nach dem Vorschlag von Susskind sollen jetzt die Kommutatoren untersucht werden:

[a- , N̂ ]=a- a+ a-−a+ a- a-=(a- a+−a+ a- )a-=[a- ,a+]a-=a-

[a+ , N̂ ]=a+ a+ a-−a+ a- a+=a+ [a+ , a- ]=−a+ .

Zusammengefasst: 

Das nennt man eine Kommutatoralgebra, weil die Operatoren abgeschossen sind unter dem 
Kommutator.

[    ] N

0 -1

1 0

N 0

Es sollen nun die Eigenwerte und Eigenvektoren des Nummernoperators gesucht werden, weil dann
unmittelbar diejenigen des Hamiltonoperators bekommt. 
Da man bereits den ersten, tiefsten Eigenwert und Eigenvektor hat, wendet man das Prinzip der 
vollständigen Induktion an. Es gilt: 

1
2ω ℏ

(iω P̂ X̂−iω X̂ P̂+iω P̂ X̂−iω X̂ P̂ )= 1
2ω ℏ

(2 iω P̂ X̂−2iω X̂ P̂)= i
ℏ [ P̂ , X̂ ]= i

ℏ (−iℏ)=1

[a- ,a+]=1 [a- , N̂ ]=a- [a+ , N̂ ]=−a+

−a-

a+ a-

a+

a+

−a+

a- a-



Ĥψ 0=ω ℏ(N̂ +1
2

I)ψ 0=
ω ℏ

2
ψ 0⇒(N̂+ 1

2
I)ψ 0=

1
2
ψ 0⇒ N̂ψ 0=0ψ 0 , d.h. der Eigenwert des 

Grundzustandes vom Nummernoperator ist 0 und man schreibt daher wie üblich ψ 0=|0 ⟩ , also

. Das wäre der Induktionsanfang.
, 

Angenommen als Induktionsvoraussetzung (IV) also, dass man den Eigenwert n und den 
Eigenvektor ψ n=:|n⟩ (Fockzustand) bereits kennt: N̂|n ⟩=n|n⟩ . 

Versuchsweise soll die Wirkung von a+ auf |n ⟩ betrachtet und gezeigt werden, dass dadurch ein
neuer Eigenvektor von N̂ gegeben ist: 

N̂ (a+|n ⟩)=(a+ N̂−(a+ N̂−N̂ a+))|n ⟩=(a+ N̂−[a+ , N̂ ])|n ⟩=(a+ N̂+a+)|n ⟩=a+ (N̂ +1̂)|n⟩=
 
=a+ N̂|n ⟩+a+|n⟩=IV a+ n|n ⟩+a+|n ⟩=a+(n+1)|n⟩=(n+1)a+|n⟩ , also

N̂ (a+|n ⟩)=(n+1)(a+|n⟩) (*). Diese letzte Gleichung besagt, dass a+|n ⟩ ein weiterer Eigenvektor

von N̂ ist mit Eigenwert n+1 . Da n+1 Eigenwert zum Eigenvektor a+|n ⟩ ist, kann man 

wie üblich für den Eigenvektor auch schreiben ψ n+1=|n+1 ⟩ und erhält: a+|n ⟩=|n+1 ⟩ bzw. 

oder mit (*) N̂|n+1 ⟩=(n+1)|n+1⟩ und hat damit den Induktionsschritt vollzogen. 

Es gilt also für alle n N̂|n ⟩=n|n⟩ bzw.  N̂ψ n=nψ n

Ebenso gilt, wie man nachrechnen kann, dass N̂ a+|n+1⟩=(n+2)a+|n+1 ⟩ , also 

a+|n+1 ⟩ Eigenvektor von N̂ zum Eigenwert n+2 ist und man wieder schreibt 

a+|n+1 ⟩=|n+2⟩ , sodass auch der Induktionsschritt bei a+|n ⟩=|n+1 ⟩ für alle n gilt.

Da N̂ a+|0 ⟩=1⋅a+|0 ⟩ ist a+|0 ⟩=|1⟩ der Induktionsanfang für  die Wirkung von a+ .

Wegen a+|n ⟩=|n+1 ⟩ heißt der Operator a+ der Aufsteigeoperator oder der  

Erzeugungsoperator (Kreator).

Analog zeigt man, dass a-|n ⟩=|n−1 ⟩ . Deshalb bezeichnet man a- Absteigeoperator oder als 
Vernichtungsoperator (Annihilator). Beide zusammen nennt man auch die Leiteroperatoren.

Der endlose Abstieg ergibt aber keinen physikalischen Sinn, schon a-|0 ⟩=|−1 ⟩ ist nicht möglich, 
da |0 ⟩ der (minimale positive) Grundzustand ist, es sei denn, dass man auch negative 
Energiewerte zulässt. Die „niedrigste“ Wirkung des Absteigeoperators ist a-|1⟩=|0 ⟩ . 

Für die Eigenfunktionen ψ n aus Ĥψ n=Enψ n gilt rekursiv ψ n=a+ψ n−1 oder ψ n=(a
+)nψ 0

Das heißt für ψ 1 wegen a+= −i

√2ω ℏ
( P̂+iω X̂ ) und P̂ψ (x)=−iℏ

∂ψ (x)
∂ x

und

N̂|0 ⟩=0|0⟩

a+ψ n=ψ n+1



X̂ψ (x )=xψ (x) :

ψ 1=a+ψ 0=
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√2ω ℏ
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, also ψ 1(x )=√ 2ω
ℏ x e

−ω
2 ℏ

x2

und analog noch die nächste Eigenfunktion (kurz und wie alle in Ortsdarstellung):

Die Polynome vor der Exponentialfunktion sind abwechselnd achsensymmetrisch bzw. 
punktsymmetrisch. Diese Polynome heißen Hermite-Polynome. 

Für die Eigenwerte aus Ĥψ n=Enψ n mit Ĥ=ω ℏ N̂+ω ℏ
2

I und N̂ψ n=nψ n gilt:

ω ℏ N̂ψ n+
ω ℏ

2
ψ n=Enψ n⇔ω ℏnψ n+

ω ℏ
2
ψ n=Enψ n⇒ω ℏ(n+

1
2
)ψ n=Enψ n⇒

ψ 2(x )=
−ℏ
√
∂ψ 1

∂ x
+ω
√

xψ 1=...=(ω x2−ℏ)e
−ω
2ℏ

x2

+ω x2e
−ω
2ℏ

x2

=(2ω x2−ℏ )e
−ω
2ℏ

x2



En=ω ℏ(n+
1
2
)=ω ℏ

2
+nω ℏ

E0=
ω ℏ
2

E1=
3
2
ω ℏ

E2=
5
2
ω ℏ

⋮

En=
2n+1

2
ω ℏ

Jeder Energiesprung wird durch ein Photon der Energie E=ω ℏ=hν bewirkt. Die Grundenergie 
ist die Hälfte. Das die Energie eines virtuellen Photons, die nicht eliminierbar ist.

(mons.wikimedia.org/w/index.php?curid=11623546)

Die  zweite Graphik zeigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des Teilchens.

ψ n hat jeweils eine Nullstelle mehr und oszilliert schneller als ihr Vorgänger ψ n−1 , d.h. dass 
ihr Impuls größer ist. Weiter sind die Wellenfunktionen breiter je höher ihr Energieniveau. Das 
bedeutet physikalisch, dass  sie weiter von der Ruhelage entfernt sind und schneller schwingen. 



Die blaue Parabel gibt das Potenzial des Oszillators an. Da auch außerhalb des potenziellen 
„Energietopfs“ eine geringe aber nicht verschwindende Wahrscheinlichkeit ist, das Teilchen 
anzutreffen (was klassisch total unbekannt ist), so spricht man vom Tunneleffekt.

ENDE.


