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Manfred Horz

Die Idee von Heisenberg war nach absurden' Theorien der Quantentheorie wie dem
Rutherfordschen oder auch Bohrschen Atommodell, das Elektronen vorsah, die auf gewissen
Bahnen um den Atomkern kreisen sollten, nur messbare GrofSen zuzulassen. Auf diese Weise
entstand mit seiner Matrizenmechanik oder der Operatorentheorie die erste konsistente
Quantentheorie.

Die messbaren Gro3en (Observablen) wurden {iber gewisse Matrizen (quadratische Formen) bzw.
genauer iiber hermitesche Operatoren mathematisch dargestellt. Diese Operatoren sind lineare
Abbildungen eines komplexen Vektorraumes (mit Skalarprodukt, also eines Hilbertraums) in den
selben Vektorraum mit der zuséatzlichen Eigenschaft der Hermitizitdt (siehe unten). Die Vektoren
selbst stellen quantenmechanische Zustdnde dar.

Um das etwas konkreter zu sehen, soll das einfache Beispiel eines Photons oder Elektrons
genommen werden. Ein Elektron hat einen Spin, der so etwas dhnliches ist wie ein
Eigendrehimpuls, aber eben nur dhnlich. Der Spin ist eine Eigenschaft, die in der klassischen
Physik nicht vorkommt und typisch fiir die QM ist. Dieser Spin kann gemessen werden.

Die Messung ist in der QM (und auch in der klassischen Physik) eine Wechselwirkung zwischen
einem Messgerdt und dem System (hier dem Spin des Elektrons). Der Drehimpuls L eines
Massenpunktes in der klassischen Physik wird durch einen dreidimensionalen Vektor dargestellt.

1 Die Absurditét bestand in Folgendem: das Gesetz der elektromagnetischen Theorie behauptete, dass elektrisch
geladene Teilchen (wie das Elektron), die eine Beschleunigung erfahren (hier die Richtungsanderung auf den
Kreisbahnen der Elektronen um den Kern), Energie abstrahlen miissen. Das stand im Widerspruch zu der empirisch
bekannten Stabilitdt der Materie. Denn das Elektron miisste sonst sehr schnell mit dem Atomkern kollidieren. Bohr
forderte daher, dass nur gewisse Bahnen erlaubt seien, auf denen keine Energie verloren werde. Nur beim Wechsel
auf eine andere der erlaubten Bahnen wiirde entweder Energie (Photonen) abgestrahlt bzw. absorbiert. Diese
Adhoc-Theorie war zwar erfolgreich, aber unplausibel. Denn die Behauptung, dass ein Elektron auf einer erlaubten
Bahn keine Energie abstrahle, war dogmatisch und in Widerspruch zur elektromagnetischen Theorie. Das Problem
war die Bahntheorie iiberhaupt.



L=xX(mv)=xXp .Dreht sich der Massenpunkt in die andere Richtung (im Uhrzeigersinn),
alsomit —v sohat L die entgegengesetzte Orientierung. Er hat also bei festem Betrag der
Geschwindigkeit und festem Betrag des Radiusvektors (und fester Masse) genau zwei Werte.

L,
Als Vektor hat er drei Komponenten L= L > wobei etwa fiir die z-Komponente gilt:
LZ
D« X
L,=p,y—p,x mit p= p, und x=| y | .Im obigen Schaubild ist nur die z-Komponente L,
p, z

vorhanden. Wird sie normiert, so hat L, nur die Werte 1 (zeigt nach oben) oder -1 (zeigt nach
unten). Bleibt die Drehung in der gleichen Drehebene und auf der gleichen Kreisbahn um den
Ursprung mit gleicher Winkelgeschwindigkeit, so bleibt der Drehimpuls erhalten.

Ist die Drehebene nicht die x,y-Ebene, sondern die y,z-Ebene, so zeigt der Drehimpulsvektor in
Richtung positiver x-Achse (bei sonst gleichbleibenden GroRen). Analog wére dann Ly = 1 und bei
entgegengesetzter Drehrichtung -1. Bei beliebiger Drehebene setzt sich der Drehimpulsvektor (wie
immer) aus den drei Komponenten zusammen: L=L,e,;+L e,+L, e,

Der Eigendrehimpuls sozusagen (genauer der Spin o ) des Elektrons ldsst sich auch aus den drei
Komponenten o©,,0,,0, zusammensetzen’. Doch dazu spater.

Wie misst man eine solche Spinkomponente? Das Stern-Gerlach-Apparat ist dafiir geeignet.

Er besteht aus einem Strahl von Silberatomen (im Vakuum um Stérungen durch Kollisionen zu
vermeiden), die entlang eines inhomogenen Magnetfeldes laufen und auf einen Schirm auftreffen.
Die neutralen Silberatome besitzen durch das duBerste 5s-Elektron ein magnetischen (Dipol-)
Moment u , das mit dem Magnetfeld interagiert und in der Regel werden die Silberatome
dadurch abgelenkt.

Da das genannte Elektron keinen Bahndrehimpuls L hat , miisste es sein (klassisch gedachter)
Eigendrehimpuls s sein. Stellt man sich vor, dass das Elektron kein Punktteilchen ist’, so wiirde
die Ladungsverteilung des Elektrons* mit der Ladung e fiir das magnetische Moment verantwortlich

2 Hier fehlt genau genommen zunéchst noch die Identitét (siehe spéter)
3 So wie man es heute sieht im Gegensatz zu friiher



sein analog zu einer Ladung, die auf einer Kreisbahn, deren Kreisfldache A ist, das Moment

u :ﬁ L besitzt, wobei m. die Masse des Elektrons wére und L. der Drehimpuls.

e

Das Magnetfeld, das davon erzeugt wird, ist einem Stabmagneten S sehr dhnlich.

* &

Wire das externe Magnetfeld B=(0,0,B,)

0B
nicht inhomogen, also homogen _8 =0 , wiirde sich der ,,Stabmagnet“ S nur lings des Feldes B
z

0
ausrichten, so aber erféhrt er noch eine Kraft F, = Mza—z nach oben bzw. nach unten, je nach
z

der Orientierung von LL,.

Ist S parallel zu B, I E so wird er oben o auf dem Schirm landen.

Ist S antiparallel, so landet er unten u: C:ﬁ

F,
Liegt er schrig % in der y,z-Ebene, so ist die Kraft nur noch das cosa — fache

In diesem Fall sollte das Silberatom unterhalb von o, aber oberhalb der Mitte von o und u zu liegen
kommen.

Liegt p beliebig im Raum, so ergibt die Projektion auf die z-Achse die Kraft F,.

4 Das Elektron ist von einer Wolke virtueller geladener Teilchen-Antiteilchen-Paare umgeben, die sein
Eigendrehimpuls anschaulich machen kénnten und die seine Ladung definieren.



Da das magnetische Moment p der Silberatome zuféllig verteilt ist, so wére zu erwarten, dass die
Silberatome auf dem Schirm zwischen o und u jeden Punkt einnehmen:

Dem war aber nicht so. Sondern es gab nur Punkte rund um o und um u.

‘ o (up)

u (down)

Dreht man die Apparatur, .f'l,* ! '?] so dass sie langs der y-Achse

liegt so findet man die Spuren der Atome natiirlich rechts oder links

S 0—0 >
p

P

7 left  right

/

#

Entsprechendes gilt bei Orientierung des Messapparates ldngs der x-Achse:



% out

Zur Vereinfachung soll nun der betrachtete Messapparat schematisch dargestellt werden:

Wird ein einzelnes Atom betrachtet, so gibt der Apparat A (auch Analysator) je nach Ausrichtung
des magnetischen Moments des Atoms einen von zwei Zustdnden an, deren Projektion auf die
Ausrichtung von A entweder parallel oder antiparallel ist. Man beachte jetzt aber, dass die
Projektion nur angibt, ob sie parallel oder antiparallel ist; sie hat keine variable Lange wie die
Projektion eines Vektors je nach Winkel a. Es ist sinnvoll, jedem Zustand (dem ,,Spin“ ¢ ) daher
eine Zahl 1 oder -1 zuzuordnen, 1 fiir parallel und -1 fiir antiparallel. Man kann dann das
Messergebnis auf dem Apparat notieren:

A: bzw. A:

Das gilt fiir jede Orientierung des Apparats. Die Werte werden nur 1 bzw. -1 sein.

Man konnte es sich noch einfacher machen: der rote Pfeil fiir den Apparat mit dem Messergebnis
wiirde reichen:



oder bspw. @

A
%,

\

Anstatt des Apparates kdnnte man auch das Teilchen (Atom) in entgegengesetzte Richtung drehen.
Es kommt ja nur auf den Winkel zwischen der Achse a und dem magnetischen Moment 1 an:

A

Was wiirde dieses Ergebnis der Aufspaltung in zwei Strahlen (oben und unten), also mit Apparat A
in z-Richtung orientiert, klassisch interpretiert bedeuten? Der fiir die Aufspaltung verantwortliche
Term p bzw. . hatte nicht beliebige Richtungen, sondern nur eine Projektion i, in Richtung der
positiven z-Achse und eine Projektion in Richtung der negativen z-Achse. Der z-Spin ist also
gequantelt in seiner Richtung. Diese Quantelung zu nur einer z-Richtung (bspw. up) muss aber
Ergebnis einer Interaktion gewesen sein, der Interaktion der zu B parallelen .. mit dem Apparat A.
Diese Interaktion hat offensichtlich den z-Spin unifiziert. Ein zweiter Apparat, der hinter den oberen
Teilchenstrahl mit o,=1 nochmal misst, ohne sonst etwas zu verdndern, wird den oberen Strahl

nicht mehr aufspalten, sondern nur noch etwas weiter nach oben durch das zweite identische
Magnetfeld ablenken und zwar wieder zu einem Punkt, d.h wieder ©,=1 ergeben. Die zweite

Messung bestdtigt also die erste.

Dreht man nun den Apparat um 90° in Richtung der positiven y-Achse und misst wieder (ohne
sonst etwas verdndert zu haben), so misst man den Spin ¢, in y-Richtung und bekommt entweder

den Wert 1 oder -1. Das ist aber sehr seltsam. Denn man wiirde bei obiger Interpretation doch
erwarten, dass der gedrehte Apparat den Teilchenstrahl mit ausschlieflichem Spin o ,=1

verschlucken wiirde. Denn es gilt doch offensichtlich, dass u,=0 ist. Das kann aber doch nicht
der Fall sein, wie sollte sonst o ,=1 bzw. 0 ,=—1 sein konnen, dazu muss doch eine u, -
Komponente ungleich Null noch existieren.

Moglich wire, dass nicht die verschiedenen }.. , sondern die Kraft F, = uzg—B gequantelt wurde
z

zu einer eindeutigen konstanten Kraft, durch den Wechselwirkungsprozess, die z-Komponenten der
magnetischen Momente aber gleich blieben. Das wiirde bedeuten, dass es bis auf den Fall, dass

u exakt parallel zu B ist, das Moment eine nicht verschwindende y-Komponente hitte, so
dass die Kraft F =u yg—]; wieder unifiziert wird durch die Wechselwirkung mit dem gedrehten
Apparat und das Ergebnis o ,=1 bzw. o ,=—1 zeitigte.



Das heift, dass der obere Strahl nach der ersten Messung unverdndert blieb und in der dritten
Messung eben die y-Komponenten der magnetischen Momente maRl auch hier ohne Verdnderung
der magnetischen Momente links und rechts plausibel.

Positioniert man nun zwei weitere Apparate identisch mit dem ersten in z-Richtung, sodass jeder

Apparat den jeweiligen Teilstrahl rechts und links misst, so sollte jeder der beiden Apparate nur
o0,=1 ausgeben, da der eine nur die rechten oberen Momente und der andere die linken oberen

Momente misst. Das Ergebnis ist aber wieder jeweils o ,=1 bzw. o,=—1 . Und das bedeutet,

die obige Interpretation funktioniert nicht. Der Spin ist eben kein Eigendrehimpuls im klassischen
Sinn.

Im iibrigen ist aber L=0 fiir das duRerste Elektron®, sodass auch das magnetische Moment hiitte
Null sein miissen, und zu erwarten wére dann ein einziger Fleck in der Mitte.

Das magnetische Moment konnte also nicht vom Drehimpuls, weder vom Bahndrehimpulses noch
vom Eigendrehimpulses herriihren.

Erst Pauli® vermutete, dass das Elektron noch eine weitere Quantenzahl besitzen miisste, neben den
drei der Energie E des im Atom gebundenen Elektrons, L und L, :der Spin, der nur zwei

Werte zulieB. Goudsmit und Uhlenberg (Leyden), die diesen vierten Freiheitsgrad (vielleicht
ungliicklich) als ,,Eigenrotation“ ansahen, als Spin S, mit den Eigenwerten S,==+ %h , ordneten
dem das magnetische ,,Spinmoment® y, mit AuS:ﬁ S-g und g, dem beriihmten Landé-

e

Faktor (auch gyromagnetischer Faktor), der ungefihr den Wert 2 hatte’, zu. Vergleicht man das mit

der obigen Formel u :§ L , so féllt auf, dass L durch den Spin S ersetzt wurde mit dem

e

zusatzlichen g-Faktor. Da dann mit S Zzi%h nur zwei Werte in Frage kommen, gilt das auch fiir

die das magnetische Spinmoment u ==+ hﬁ- g und also auch fiir die wirkende Kraft

e

e
F=4h——g—
‘ 4meg62

Was passiert, wenn nach der ersten Messung, sagen wird in positiver z-Richtung, der Spin zu 1

(gemessen in der Einheit %h) festgestellt wurde, und nun der Apparat in der y,z-Ebene, also um

die x-Achse als Rotationsachse um 6 gedreht wird und nun ldangs der Achse a liegt, und

5 Stern und Gerlach hatten L =1 angenommen und hatten fiir den diskreten Fall n=2L+1 ,alson=3
Flecken vermutet. Bei richtiger Annahme L =0 hiitte sich nur ein Fleck zeigen diirfen. Es waren aber zwei!

6  Zusétzlich kam noch das Pauli-Prinzip, das AusschlieBungsprinzip fiir Fermionen hinzu: Fermionen (Elektronen
sind auch Fermionen) kénnen nicht in allen Quantenzahlen identisch sein. Sind alle drei Quantenzahlen identisch,
so miissen sich zwei Elektronen dadurch unterscheiden, dass ihr Spin verschieden ist.

7  Der g-Faktor ist fiir das Elektron mit dem Wert 2,0023193048 theoretisch gemall der QED abgeleitet und
experimentell mit 2,00231930436256 gemessen worden.



dann nach der Drehung : /
1

wieder 1 zeigt? Ist 6=30° , so wird dieses Ergebnis empirisch in ungefahr 93% aller Félle
angezeigt und in den iibrigen 7% der Félle als -1. Ist 6#=90° , so ist die relative Haufigkeit fiir
1: h(1)=0,5 .

Allgemein ist bei einem beliebigen Winkel die relative Haufigkeit fiir 1 cosz% und fiir -1

sinzg . Ist der Winkel 0°, bleibt also das Messgerdt unverdndert, so zeigt er mit Sicherheit die 1,

da cos0'=1 , wie oben behauptet.

Was lauft da ab, wenn sich der Spin (er soll jetzt ¢ genannt werden) so seltsam verhélt? Da der
Strahl vor der Messung nicht wissen kann, wie das Geriét orientiert ist und das Messgerdt nach der
Wechselwirkung mit den Teilchen des Strahls nur 1 bzw. -1 anzeigt, mit den gerade angegebenen
Wahrscheinlichkeiten, so kann die Eigenschaft Spin vor der Messung noch nicht festgelegt gewesen
sein. War der Spin also da noch virtuell? Die Messung hétte ihm dann einen der beiden Werte real
zugewiesen, so dass er beispielsweise 1 war. Dass er jetzt real ist, zeigt eine zweite Messung mit
identischer Orientierung des Messgerédts. Wenn das Gerdt jetzt gedreht wird, dann hat der Spin noch
den Wert 1, also hier ,,spin up“ (o,=1) , aber eine erneute Messung mit dem gedrehten Gerit
verdndert jetzt den Spinzu o,=1 oder o,=—1 . Dreht man das Gerit wieder zuriick in die

erste Position, so zeigt es nicht unbedingt wieder ¢ ,=1 an, wie wir oben gesehen haben, sondern

kann auch o,=—1 anzeigen. Die Wahrscheinlichkeit fiir o,=1 ist wieder COSZ% . Das

Teilchen muss also eine Art Geddchtnis haben fiir seinen letzten Zustand, aber nicht fiir seinen
vorletzten (ersten). Der ist durch die zweite Messung (also des rotierten Geréts mit der Achse a)
ausgeldscht worden. Er hat genau genommen ein Kurzzeitgeddchtnis fiir zwei Ereignisse: 1. sein
voriges Ergebnis und 2. die letzte Position des Gerits. Beide Informationen miissen dem Strahl nach

der Messung inhdrent sein: P, _ (o

o

a=1)=cosz(%<x(z,a)) Palzl(oaz—l)zsinz(%q(z,a))

P, (0,=1)=sin"(35(z,a) P,_(o,

:—1):cosz(%<(z,0))

Bei der Photonpolarisation ist das Resultat ganz dhnlich, nur geht da nicht % ein, sondern 6

Ich vermute, dass der Spin der Teilchen wesentlich aus dem Spin der vielen virtuellen Photonen®
sich aufbaut und zwar der Photonen, die das Teilchen konstituieren. Ich hatte die These vertreten,

8 Vielleicht noch mit anderen Komponenten



dass das Elektron eine Raum-Enklave aus gleichspinigen Photonen sind, woraus sich nicht nur die
Ladung, sondern auch die Masse des Elektrons relativistisch ergiben wiirden®.

Eine Analogie mdochte ich hier auch noch erwdhnen: die Bewusstseins- bzw. die Begriffsbildung.
Zur Konstitution eines Begriffs fiihrt eine Folge von Schemata, die Schemata von
Erinnerungsspuren erlebter Situationen des vorsprachlichen Kindes sind. Allerdings werden die je
ndchsten Schemata gebildet, indem das letzte Schema mit der ,,jetzt“ erlebten Situation integriert
werden. Aus einem Schema und einer Situation entsteht ein neues reicheres Schema, das allméahlich
sich zu einem Begriff formiert.

Zuriick zum Spin. Wie lassen sich die Ergebnisse mathematisch beschreiben? Man verwendet dazu
einen Hilbertraum JH , einen komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt.

Im Falle des Spins reicht ein zweidimensionaler Raum V aus. Als Basisvektoren lassen sich die
beiden Zustinde beziiglich der z-Achse wéhlen: |u) , |d) . Man nennt sie Ket-Vektoren nach
Dirac. Das Skalarprodukt (inneres Produkt) wird ebenfalls mit der Dirac-Notation mithilfe des
dualen Vektorraums V* durch (u| und (d| aufgespannt. Wendet man einen dualen Vektor (der
eine lineare Abbildung des Vektorraums auf seinen Korper, also hier € ) auf einen normalen
Vektor an, so erhalt man einen Skalar, eine komplexe Zahl, man schreibt bspw. anstatt  (u|(|d ))
kurz (u|d) .Der Vektor |u) kann als Linearkombination von |u),|d) geschrieben werden:

|u)=1u)+0-/d) .In dieser Basis hat dieser Vektor die Darstellung |u >i((1))

Entsprechend gilt |d >=((1)) . Fiir einen beliebigen Vektor |x ) ausV gilt:

|x )=a,|u)+a,|d) mitkomplexen «,,a,€C .Erhatdann die Darstellung |x >i(g”)
d

Die duale Basis (u| , (d| ist folgendermafen definiert:

(uld):=0 (dju):=0 (u|u):=1 (d|d):=1
Gilt fiir zwei Vektoren |x ),|y )eV (x| y)=0 , so heiBen sie orthogonal.
Gilt fiir einen Vektor |x )€V~ (x|x)=1 , so heift der Vektor normiert.
Die Basis |u),|d ) istalso eine Orthonormalbasis von V.

Ebensoist (u|,{(d| eine Orthonormalbasis von V**,

Hat der Vektor |x ) die Darstellung | x >'=(gu) ,so gilt fiir den dualen Vektor (x| :
d

1

{x|=a,(u|+a,{d| ™, wobeidie mit* bezeichneten komplexen Zahlen die konjugiert

9 Auf das Higgsteilchen bzw. das Higgsfeld konnte man dann verzichten. Das grundlegende und einzige Feld wére
das Quantenvakuum. Eine Folge davon miisste sein, dass jede Gravitationswelle auch eine EM-Welle wére und
umgekehrt, allerdings mit sehr unterschiedlicher Stdrke, wobei fiir die EM-Welle der Spin der Photonen
verantwortlich wiére.

10 Der Dualraum V** zum Dualraum V* ist isomorph zu V, kann also mit V identifiziert werden.

11 Siehe Bra-Ket-Notation, Seite 3


http://philmath.org/wordpress/wp-content/uploads/2019/05/Isomorphie-von-Vektorr%C3%A4umen-gleicher-Dimensionim-Kontext-der-QM.pdf

komplexen sind. Seine Darstellung schreibt man als Zeilenvektor (c,, ;) und das Skalarprodukt,
das eine Sesquilinearform ist, fithrt man dann als Matrixmultiplikation aus:

. * * * * 2 2 . . I :
<x|x>:(au,ad)~(au)=auau+adad: a, +‘ad ‘ . Dieses Ergebnis erhélt man auch, ohne die
aq

Darstellung zu verwenden. Dazu muss man beachten, dass die Sesquilinearform im ersten Glied
nicht homogen ist, es gilt: (x| y)=a"(x|y) ,im zweiten ist sie homogen:
(x|By)=p(x|y) ™ Damitgiltmit |x)=a,|u)+a,|d) :
<x|x>=<auu+add|auu+add>=a:au<u|u>+a:ad<u|d>+a;au<d|u>+a2ad<d|d>=
a,a, a0y

Esgilt (x|y)=(ylx)" ,demsei [x)=a,|u)+a,s|d) und |y)=p,|lu)+f,ld) :
(X|y)=la,uta,d| p,u+fod)=a, f,+a;f, und

<y|X>*:</J)uU+/jdd|auU+add>*:(ﬁ:au+/jzad) =B, B a=xly) .
Daraus folgt, dass (x| x)€R ,denn (x|x)=(x|x) .
2+|ocd|220 .

Weiter gilt: (x|x)>0 , denn <x|x>:a:au+a2ad:|a

ul

In der Darstellung gilt weiter: (u|d >':(1,0)-((1)):0+0=0 und

(ulu >':(1,0)-(é):1+0=1 und (d|d)=(0, 1)-(2)=0+1:1 , was ja schon per Definition klar
ist.
Da ergibe sich schon eine Anwendung: (u|u)=1 lieRe sich interpretieren: Ergab die erste
Messung |u) und wurde nochmal direkt gemessen, so ergab sich wieder |u)

mit der Wahrscheinlichkeit 1.

Und (d|u)=0 hitte die Interpretation: War die erste Messung |u ) , dann ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass die direkte zweite Messung |d ) ergibt: 0, also unmoglich.

Diese Interpretation ist aber noch etwas verfriiht.

12 Man konnte es auch umgekehrt wéhlen.



Betrachtet man ndmlich die Folge:

1. Messung: |u)

2. Drehung um 90° und Messung: |r ) , also das Gerit zeigt 1, so war die Wahrscheinlichkeit

dafir 0,5.

Stellt man |r )€V als Linearkombination (LK) der Basisvektoren dar, so hat man
Ir)=au)ra,ld) .

Fir (r|r) ergibtsich (r|r)=a,a +a,a, ,dasicher ist, dass eine zweite Messung wieder
|r) , wenn die erste bereits |r) war, miisste das Ergebnis 1 sein: (r|r)=a.a +a,a,=1

Was ergibt sich fiir die obige Folge? (r|u >=<auu+add lu)=a,lulu)+a,ld|u)=a,

Das miisste aber dann 0,5 sein. Das gleiche folge fiir ¢, , wenn man die Folge (r|d) wahlt.

Dann wire aber (r|r >=a:au+a2ad:%+%:%¢1

Diese Interpretation ist also falsch.

Wihlt man hingegen fir (u|u)=1 die Interpretation, dass |(u|u )’ die Wahrscheinlichkeit
angibt, erhdlt man auch das richtige Ergebnis 1.

2

*

d

2 2

2
+‘O{

Was gilt dann fiir |<r|r>\2 ? \<r|r>|2=a:05u+05:10‘d|2:|0‘;

o 2
_‘l+l‘ =1 , also richtig.

Daraus folgt noch weiter, dass (r|r )= a:au+ a:a d:%+%: 1 , was fiir alle Vektoren gilt:

(x| x)=1 , denn laut Interpretation muss ja gelten |(x|x )|’=1
=>|(x|x)=1=(x|x)=1V(x|x)=—1=(x|x)=1 ,da (x|x)=0
Jeder Vektor ist also normiert.

Wihlt man also die Interpretation, dass |(x|y >|2 die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass das
Ergebnis der 2. Messung |x ) , wenn das Ergebnis der 1. Messung |y ) war, so sieht es ganz
gut aus.

Den Term (x|y) nennt man die Wahrscheinlichkeitsamplitude. Erst ihr Betragsquadrat
(x| y ) ist die Wahrscheinlichkeit P,(x)



erhélt
man die Komponente «, von |x) .Multipliziert man |d) mit |x)=oa,|u)+a,|d) ,
bekommt man die zweite Komponente von «, von |x) .

Multipliziert man |u) mit |x)=a, |u)+a,|d) : <u|x>:<u|(au-|u>+ad-|d>)=a

Esgiltalso a,=(u|x) und a,=(d|x) . |x) kann also auch geschrieben werden in der
Form | x)=|u)(u|x)+[d)(d|x)=(lu)lul+d)(d]]|x) *

Demnach kann auch die Wahrscheinlichkeit anders geschrieben werden:

P (u)=llu| x F=jaf=a,a,=(x[u)lulx)  P(d)=|d]|x)[=ja)=aza,=(x|d)d]x)

Wie stellen sich nun die Vektoren |r) und |I) in der vorgegebenen Basis dar?

Man kann schon mal sagen, dass |r )=a,|u)+a,;|d) mit «a,,a,€C . Wie sehen die
Komponenten «,,a,€C konkreter aus? au=<u|r> und |au|2=P,(u)=%:>|au|=% .

Da fiir jede komplexe Zahl z mit z=re'” gilt |z/=r und umgekehrt fiir ein gewisses ¢ ,so

. ]_ ip . . . . . . ]_ iy .
ist a,=—e " fiir ein gewisses . Gleiche Argumentation fir «a,: a,=—e " .Also gilt
u \E g @ g d d \/E g
|r >:% e’ lu >+%e“"~| d) .Die ,Phasenfaktoren e'’ bzw. e’ haben mit dem Betrag 1

keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten (also dem physikalisch Relevanten):

P.(u)=a,a, ,wemn |x)=a,|u)+a,|d) .Seinunzmit |z]=1 ein Phasenfaktor, dann
ist z|x)=za,|u)+za,|d) und die Wahrscheinlichkeit

P, (u)=(za,) za,=a,z za,=a,a, ,da z z=1 . Also P, (u)=P,(u) .
Gleiche Argumentation fiir P (d)=P,(d) .Den Phasenfaktor kann man also jeweils auch

. 1 1
weglassen und demnach schreiben: |r )=—-u)+—-|d) .

: Ir)= e d)
=8, |u)+B,|d) .Es gilt <r|l>:0=>\/—1§/3u+%/3’d:0:>/3u+/3d:0 . also

|D)=B,lu)-B.,1d) . 1:<l|l>:ﬁ:ﬂﬁﬁ:ﬂuﬁﬁzp’u:%:ﬂu:%e”’:

13 Der Klammerausdruck wird spéter als Einsoperator identifiziert werden.



|z>=%~|u>—%~|d> .

Man kann also auch |r),|I) als Basisvektoren wéhlen. Auch sie bilden eine Orthonormalbasis, da
sie zueinander orthogonal und jeweils normiert sind.

Die Bestimmung der Komponenten wird fiir

lo)=y,|lu)+y,;|d) |i)=6,|u)+d,|d) etwaskomplizierter.

i

(uli)y=(u|s,u+s,d)=9, |<u|1>‘_— 6,/=6, _Ee

1 1 :
5 =— —e .
“ 2 V2

. Also kann gewdhlt werden

. Analog mit (d|i)=9,:0,=

<\><6u+5d‘( \Fd> ¢2 ¢ <r\>—( (

1
2 ;\,—J;\,—J

=(ilr)rli) ;(5 5. +6° 0,480, +5.5, ):«a 5,+6.5,=0

o

|\JI>—l

z+z =0 fir z=a+ib und z =a—ib=>z+z =2a=0>a=0>z=ib

Ist o,reell=3,reell ,wire dann auch J,reell=z=0,0 reell Widerspruchzu z=ib , also
muss J, imagindr sein , wenn J, reell ist.

Man kann bei 6U=L_ e'? den Phasenvektor ignorieren (siehe oben), also 5u=71§ (reell).

V2

Alsoist ¢, imagindr.

Es ist analog 5d=%ei'/’ .Alsomuss e'” gleich i oder -i sein. Wahle i, dann ist

1 1 1 1 e 1.
—id|yu+y,d)=—=y,+—=yqi also (0|i)j=—=y,——=y,I und
Sidly.utyqd) N LLMNERL. (o|i) Y Y




i RS DT DU TS DU SO B SO . e .
0—<1|0><0\l>—§yuyu+—ydyd——yuydl+—ydyul:>0—1— YaYu— VoY a i ==y Yi— YoYe=

2 2 2
%1,—/ =:ib —ib
2

. . 1 « 1.

21b:—1=>b:—§=>yuyd=§1
1 1 . 1

ulo)=(uly u+y . d)=y =1y /=|ulo = =—e wihle =
o) =luly,u+y,d)=y, =y, =lulof=3=y, % Y=
1. N R I -1, . .
Li— —— =% i=— = d damit hat dlich:
> Y.Ya @yd:q/d 21 \/21:)3/11 \/El und damit hat man endlic

=L u —i_i
)=t lu)~ild)

Auch diese Vektoren bilden eine Orthonormalbasis.
Man kann also alle Vektoren in dieser Basis als LK angeben. Addiert man die beiden LK von

i) und |o) auf, erhalt man \i>+\o>=%\u>=>|u>=i—|i>+i|o> . Subtrahiert man

V22
lo) von |i) ergibt das: |i>—|o>:%i\d>:>\d>:_—2i|i>+\/i§\o> .

Ein beliebiger Vektor in der Basis |u),|d) : |y)=a,|u)+a,|/d) wird so in der Basis

li),]o) zu: |1/J>:\/—1§(au—iad)|i>+%(au+iad)\o> .

Alles, was man in der Quantenmechanik tatsdchlich messen kann (Observablen'*), wie
beispielsweise den Spin mit dem Stern-Gerlach-Apparat, wird mit linearen Operatoren
mathematisch beschrieben.

Die Ergebnisse der Messung werden begrifflich als Zustand und mathematisch als
Zustandsvektoren gefasst. So wird der Zustand eines Silberatoms, das durch das inhomogene
Magnetfeld abgelenkt wird als Zustand ,,oben” (bzgl. der z-Achse) und ,,unten“ beschrieben und
mathematisch als Zustandsvektor |u) bzw. |d) im Hilbertraum ausgedriickt.

Lineare Operatoren O sind lineare Abbildungen vom Hilbertraum V=X nach H ;sie
ordnen also einem Zustandsvektor |x) einen weiteren Zustandsvektor |y) zu:

O:H->H;

xr]y)=0(|x))

14 Beobachtbare Grolle (Heisenberg)



Sie kénnen in einer gegebenen Basis als Matrizen M =0 dargestellt werden. So ist bspw.

SZ:EGZ ein Spinoperator, der den Spins die z-Komponenten zuordnet, wobei o, eine Pauli-
Matrix ist:

sAZ(\u>):=§|u> und s}(\d>):=—§|d> und jedem Spin
S, (e Ju)+a,|d) "= a8, (|Ju)—ea,$,(|d) . So ordnet er dem Spin |} zu:

u-z

| 10 1. 1 .o B Aoy
5=, (1) =5, e, )= =P =2

Wihlt man die Basis |u),|d) , dann haben deren Vektoren in dieser Basis die Darstellung

o) o

Zur Darstellung des Operators: Sei der Einfachheit halber e,,e, Basisvon H und

O:x»>0(x)=y und x=x,e,+x,e, und Ole,)=a, e, +ae, Ofe,)=p e+p,e, ,dann

A A

ist é(x):é(xlel"'xzez):X10<e1)+Xzo(ez):X1(a1e1+0‘2ez)+x2(ﬁ1e1+ﬁzez):

(a1x1+/31x2)e1+(a2x1+/32xz)ezi(a1Xl+ﬂ1x2)=(a1)x1+(§1)x2=:(al ﬁl)-(xl)

oy X+ Brx,] %2 2 a, P, \x,
—_
M

Der Vektor @(x) lasst sich also in der gewihlten Basis darstellen als M- *1|= ay B[
X, a, B, X5
M

O(el)é(fiz)

v

a, B, X,
—_

Man schreibt manchmal auch etwas ungenau M ~x:(a1 p 1) -(Xl) .

Wie lautet die Darstellungsmatrix fiir §,?

s‘z(|u>)—>ﬁ(1) s‘z(\d>)->ﬁ( 01) , also s‘;)%((l) 0 ):Eoz :

210 2



Ich gebe die anderen zwei Pauli-Matrizen einfach an: (

werde sie spater noch herleiten. Also Sfx-)g((l) (1)) und S ég(o _1)

A

Der Spinoperator setzt sich aus diesen Komponenten zusammen:  $=(5,,,,§, )

A

Ein anderes wichtiges Beispiel fiir einen Operator ist der sogenannte Hamiltonoperator H.

Er symbolisiert die Energiemesswerte. Dem Zustandsvektor ‘1/1 (t)> wird mithilfe des

Hamiltonoperators der Zustandsvektor H|y(t)) zugeordnet mit H |I/J(t)>:1hi|l/}(t)> 15

ot

y(t) ist dabei die Wellenfunktion. Durch die Schrédingergleichung konnen z.B. die
Energieniveaus (Eigenvektoren s.u.) berechnet werden.

Was fiir die Quantenmechanik sehr wichtig ist (und nicht nur fiir sie) , ist eine spezielle Eigenschaft
von Operatoren, ihre sogenannten Eigenvektoren.

Ein Eigenvektor ist ein Vektor ungleich dem Nullvektor [0) ', dessen Bild unter dem Operator
nur ein Vielfaches des Urbildes ist:

O(lx))=42

x) ,wobeiman A, ,€C denEigenwertzu |x) nennt.

X

Diese Eigenvektoren reprisentieren stabile Zustinde'’.

Wiahlt man wieder den Operator s, und setzt die Gleichung s, (|ju))=4,|u) an,

erhdlt man g\u>:/1u|u>:>/lu:§ g ist also der Eigenwert zu |u) von &,
- _ A _ h noo. .
sz(\d>)—/1d\d>2—5|d>—kd\d>:kd——§ Ly ist der Eigenwert zu |d) des Operators

A

S

V4

Man mochte aber sdmtliche Eigenvektoren eines Operators kennen. Man bestimmt zuerst die
Eigenwerte und dann die zugehérigen Eigenvektoren:

z

SA (‘X>):Axlx>@§z(au|u>+ad|d>):lx(au‘u>+ad‘d>)c}gau‘u>_gad‘d>zlx0{ulu>+/‘\’x O{d|d><:>

(g a”_/lxa“)|u>+(_gad_/lx O‘d)|d>:‘0>hnearug)hangiggaﬁ/lxau/\gaf—/lxad .

15 Diese Differentialgleichung wird Schrodingergleichung genannt.

16 Der Nullvektor wird ausgeschlossen, da mit O (|0>)= ‘0> 0] (‘ 0))=A ‘ 0) unendlich viel Losungen hat.
17 Ist der Zustand ,,up“, so misst der Apparat, wenn sonst nichts verdndert wird, wieder ,,up“.



Da [x)#/|0) gilt, folgt «,#0Va,#0 .

Ist a,#0= /lng , ist ad¢0=>/lxz—§ . g und —g sind die beiden einzigen Eigenwerte.

N | Sk
(7]
>
[

N | S
>

Zur Bestimmung der dazugehérigen Eigenvektoren: Sei A, =

Baful-Rald=2aurtald o=2a,ld)=l0)=a,=0=|x)=a,lu

Da mit einem Eigenvektor auch immer das Vielfache des Eigenvektors wieder Eigenvektor ist,
wihlt man als den Eigenvektor den mit Norm 1, also |x)=|u)

Sei nun )LX:—ﬁ
2

N h I
x)=-"x) et

| h h
2 u

w2 aldi=—2a,u-2ald @2a,u=l0)=a,=0=]x=a,ld) ,

also ist zum Eigenwert —g der (normierte) Eigenvektor |x)=|d) .Demnachsind [u),|d) die

einzigen Eigenvektoren von s, . Die Eigenwerte 5y sind die einzigen ,,Messwerte“", die

die z-Komponente des Spins annehmen kdnnen.

Den genaueren Zusammenhang von Mathematik und empirischer Physik ist am Beispiel der z-
Komponente des Spins in der Tabelle angegeben.

Zusammenhang von Mathematik (theoretischer Physik) und (empirischer) Physik

Mathematik |Operator s, Eigenwerte von s, Eigenvektoren von s,
(Zustandsvektoren)
u _h ju) d)
2 2
Physik Observable s, MafRzahl 1 Mafzahl —1 Zustand Zustand
(z-Komponente | Maleinheit Fleck oben |Fleck unten
des Spins) 2:3,2911 10"°eVs | MaReinheit g
Spin-Maf§ g Spin-Maf} —g

18 Man konstatiert mit dem Messgerdt natiirlich nicht 1 und -1, sondern ,,oberer Fleck” und ,,unterer Fleck“ und

bezeichnet die Zustdnde mathematisch mit den Zustandsvektoren |u> und |d> und berechnet dann die Werte

h h
E bzw. —E




Wie sieht der Zusammenhang zwischen der Anwendung des Operators auf einen Zustandsvektor
einerseits und der Messung der Observablen andrerseits aus?

Bspl:

Operatoranwendung: §,(|d))=— g |d)

Messung: Apparat in z-Richtung; Silberatom-Strahl zeigt nach unten (Praparierung) -»|d)
Ein zweiter Apparat des ,,unten“-Strahls misst wieder ,,unten®: -)|d >

—§|d ) und |d) zeigen den gleichen Zustand (Fleck unten) an.

Hier sieht es so aus, als ob die Operatoranwendung direkt den Messprozess widerspiegelt.
Bsp2:

Operatoranwendung:

_1A
$.17)=5. el ) = )+ )=

Pt
Ju-ja=2y)

Messung: Apparat misst in y-Richtung, Fleck erscheint rechts auf Schirm (Préparierung) -|r)
Ein zweiter Apparat in z-Richtung empfangt den ,,rechts“-Strahl und auf Schirm
erscheinen wieder zwei gleich groBe Flecken, oben und unten. Die Wahrscheinlichkeiten
fiir ,,oben® ist 50% und fiir ,,unten“ ebenfalls 50%.

Das Messergebnis ist sicher nicht ,links“! wie die Operatoranwendung suggerieren wiirde, falls
eine eindeutige Beziehung bestiinde zwischen Physik und Mathematik.

Eine direkte Beziehung besteht nur, wenn die Zustandsvektoren |u) bzw. |d) , d.h. die
Eigenvektoren von s, sind.

1 0

Der Eigenwert S =—
igenwert zu s, (0 1

) ist g mit Eigenvektor |u>=((1)) in der Basis |u),|d)

bzw. —g mit dem Eigenvektor |d) :((1))

Der Zusammenhang der Spinkomponente s, des Spinoperator $=(s,, Sy $,) und dem
magnetischen Moment g ist:

u= ge2isZ mit dem Landé-Faktor g,~—2 .Dabeiist s :% die Spinquantenzahl,
m



my==+s= i% die magnetische Spinquantenzahl und m,z=*s#a= i% 7 wie bereits gesagt die
Eigenwerte von s,
Die Messung der Observablen s, wird durch das Spin-Maf i% h gegeben, das die Eigenwerte

des Operators s, sind.

Man sagt, dass die Messwerte (Malle) immer reelle Zahlen sein sollen, da es in der realen Welt nur
reelle Zahlen® gibt und keine komplexen. Warum koénnen nicht komplexe Zahlen die Wirklichkeit
beschreiben? Ein Grund ist das Bediirfnis, Messwerte eindeutig vergleichen zu konnen. Ist einer
groller oder gleich oder kleiner als ein anderer? Reelle Zahlen sind linear angeordnet. Komplexe
Zahlen nicht. 1 und i lassen sich nicht vergleichen. Man kann zwar sagen, dass sie die gleiche
Grole haben, aber nicht, dass sie gleich sind. Komplexe Zahlen lassen sich nur vergleichen, wenn
sie auf einer gemeinsamen Geraden der komplexen Ebene liegen. Ansonsten muss man ihren Betrag
wahlen und dann gibt es eine ganze Menge von Zahlen, die den gleichen Betrag haben, ndmlich alle
Zahlen, die auf einem Ursprungskreis mit Radius des besagten Betrags liegen. Meines Erachtens
sprache einiges dafiir, komplexe Zahlen als Messwerte zuzulassen. So sollte die Physik nicht nur
das Reale betrachten, sondern auch das Virtuelle, wie sie es ja in der QED tut. Die Wirklichkeit ist
stets eine Kombination aus Realitdt und Virtualitdt. So ist die Ladung eines Elektron streng
genommen nicht e, sondern viel groRer. Erst durch die Abschirmung seiner Wolke aus virtuellen
Teilchen bekommt es die Ladung e. Die Ladung ist also eine Kombination aus der realen, viel
grolleren Ladung und der virtuellen Wolke.

Nun, die klassische Quantentheorie aber betrachtet leider nur reelle Werte als Messwerte. Das hat
zur Folge, dass nur komplexe Zahlen z in Frage kommen, die mit ihrer komplex Konjugierten z
identisch sind und das sind die reellen Zahlen: z=a+ib=a—ib=z =ib=—ib=>b=0=z=acR

Operatoren, die mit ihrem adjungierten Operator identisch sind erzeugen nur reelle Eigenwerte.
Solche Operatoren nennt man selbstadjungiert oder hermitesch. Ein Operator O":FH->F ist
adjungiert zu O:H{~>J , wemn <O+x‘y y=(x|Oy) fiir alle Vektoren |x),|y)eX

o).
X

:Z xj‘ej> mit der Darstellung (x|= ;1 und
j

Xn

en> eine Orthonormalbasis in J{ .Sei O|y)=|z) ,

z
z)=) zle,) mitder Darstellung (z|= ‘| und
- “jlTJ g :

J
Zn

y
:Z y j‘e j> mit der Darstellung (y|= 51 , dann ergibt
j

Yn

Oly)=|z) :OZy‘e> J|e> Zéej>yjzzzj|ej>

J J

19 Streng genommen gibt es jedoch nur rationale.



an, so ergibt das die Komponenten

1

Wendet man auf diese Gleichung den dualen Bravektor <e,
von é| y)=|z) in der gegebenen Basis:

<ei‘zj: 6]

e

ej>yj=<ei|zj: Zj|ej>‘i’zj: le,

ej>yj:Z <ei|ej>zj<:Z m;;y;=z; (*)mit
j

J

my .. m

A n
m;;: =< ei‘ O‘e J.> den Matrixelementen der Matrix M= :
m

nl °°° nn

m

Die Gleichung (*) fiir i=1...n ldsst sich als Gleichung einer Matrixmultiplikation von M mit

¥, my ... my\ [y, Zmljyj z, .
verstehen: . S P o =| : | ,die Darstellung von O\ y>=|z> .

.yn mnl mnn yn Zmnjyj Zn
J

Multipliziert man nun O|y)=|z) mit dem Bravektor (x| mit der Darstellung

) , so ergibt das die Skalargleichung <x\© |y)=(x|z) mit der Darstellung:
Z my;y;
*) j )

. . : n .
My e My, Y Z mnjyj Zp
J

<x|i(x:,...,x*

n

Z,
* *
—(xl,...,xn) : =

A

<X|O|y>i(x:m11yl+“'+x:mlnyn)+"'+(X:mn1y1+"'+x:mnnyn) (@8]

. a ... a,
Der Operator O' habe die Darstellung A=| : . : | ,dannist
a, .. a,
. a, X, +..+a,; x,
O'|x )= : , dessen Bravektordarstellung ist

a, X, +..+a,x,
nn-°'n

* * * * * * * * . . < A.'. ‘
(anx1+...+ Ay X5 Ay XpHo 40, X ) und das ist die Darstellung von 0" x

Wirkt dieser Bravektor auf |y) und ergibt <(5*x| y) , so ist dessen Darstellung



*

= % —
(a11x1+...+a1nxn,...,an1x1+...+annxn) : —(anx1 y1+...+a1nxny1)+...+(an1xlyn+...+a,mxnyn—
Yn

(Xlall y1+"‘+Xlan1yn)+"'+(xnaln yit..tx,a,, yn) (2

* *

Vergleicht man (1) mit (2) ergibt sich m,,=dj,,...,m,,=a,,,...,M,;=d;,,...,M,,=d,, ,d.h.die

*

N a’]‘jl DY anl
darstellende Matrix von O ist M= : . ! | und das ist die konjugiert komplex

a, ... a

nn

transponierte Matrix von 0" ,dh. M=A"=:A"

Ein Operator O' ist also adjungiert zum Operator O , wenn die darstellende Matrix M von

O die konjugiert komplex transponierte Matrix von O" ist.

Man sieht leicht, dass (A")'=A ist. Also ist die obige M=A" Beziehung dquivalent zu
A=M"

Ein Operator O heift selbstadjungiert, wenn 0'=0 , d.h. wenn <@x‘ y)=(x|0y) ,dh.
wenn man den Operator im Skalarprodukt von links nach rechts oder umgekehrt ziehen kann.

Noch eine Bemerkung zur dualen Korrespondenz:
kol 5 akdella 5 Olxie o’

Fiir die darstellende Matrix M eines selbstadjungierten Operators in einem festen Basissystem gilt
dann, dass M'=M . Solche Matrizen nennt man hermitesch.

Da die MalSzahlen in der Quantentheorie reelle GroBen sein sollen und die Eigenwerte des
Operators, der die Observable mathematisch symbolisiert die Malzahlen bedeuten, so miissen die

Mess-Operatoren selbstadjungiert und ihre Matrizen hermitesch sein.

Das trifft bspw. fiir die Spinoperatoren s,,$, und s, zu. Ihre Matrizen sind ndmlich im

A(O 1 R0 —i (1 0 .
D= = = h h.
d) > (1 O) 5 ( : 0 ) und > (0 _1) ermitesc

Ubrigens sind die Eintrége in einer hermiteschen Matrix in der Diagonalen immer reell. Denn die
Diagonaleintrdge a; verdndern sich bei der Transposition (Spiegelung an der Hauptdiagonalen)

Basissystem |u> ,



nicht und diese miissen nach ihrer komplexen Konjugation a, identisch bleiben, also a,=a
diese sind aber obligatorisch reell.

i

0

_01) hat zwei komplexe Eintrége i und -i. Ihre Transposition ist
i

Die zweite Paulimatrix o y:(

Gi:(—oi (1)) und wird nun komplex konjugiert, so ergibt das (o‘i)*: ((1) —Oi):ay _

Dass die beiden anderen Paulimatrizen hermitesch sind, ist direkt ersichtlich, da alle Eintrédge reell
sind und in der Nebendiagonalen identische Werte vorkommen.

Es soll noch ein weiterer Operator betrachtet werden: der Ortsoperator X , dessen Observable x
den Ort misst.

Der Ortsoperator operiert auf der Wellenfunktion 1 (x) und ergebe per definitionem
Ry (x):=xy(x) ,wobei xy(x) wieder eine Wellenfunktion ist.

Die Wellenfunktion soll als Vektor dargestellt werden. Sie ordnet jedem x aus einem gewissen
Intervall [0,b] ein Funktionswert w(x) zu.

Man unterteilt dazu das Intervall [0,b] der x-Achse in n gleich groRe Teilintervalle, die alle die
Lange € haben und erhélt so n+1 Punkte der Grenzen der Teilintervalle:

0 & 2¢ ne=>b

Zundchst wird die Funktion an diesen Stellen angegeben, die mit kleinerem € beliebig verfeinert

werden kann:  y: xSy (x,) , xdyv(x) ,..., x2y(x)

w(x)| [y(0)
w(x)= w(:x1> =| w(e)

vix)| \wne)

Der Operator wird dann dargestellt als eine (n+1)x(n+1)-Matrix:



X 0 ... 0} fo 0 .. O
0 );1 'O O =(,) f) O 0 , die aullerhalb der Hauptdiagonalen lauter Nullen hat.
0 0 x, 0 0 ne

X 0 ... 0 w(xo) XOW(XO)
)?zp(x)i 0 );1 _0 0 . 1/)('X1) = Xﬂ/j.(xl) oder

0 .. 0 x[lwx) \xuwix)

0O 0 ... O y(0) 0y(0)
xy(x)= 0 8 O 0 : 7/’(6) = EU’:(G)

0 ... 0 nefll\w(ne)| \new(ne)

Ein Eigenvektor von % ist v, (x):=d(x—x,) .Dabeiist 6(x—x,)=!">*=%0  wenn man es
’ 0; x#x,
—|x—x,|
o

nicht zu genau nimmt. Bspw. ist die Deltafunktion verstehbar als Grenzwert lim S e
a=>0 (04

¥

cS(x—xO)=5()(—1)%5(2710"‘*1| a=0,1
(Fiir eine in x, stetige Funktion f gilt dann f f(x)o(x—x,)dx=f(x,) ).

(x—x,)0(x—x,)=0 bzw. x5(x)=0 ,da x0(x)={X®:x=0-10-0,Xx=0"_¢ jnqofern
x-0;x#0 0,;x#0

das Unendlich domestiziert ist, und das ist es, durch die Bedingung | &(x)dx=1 d.h.

0:00=0 .



=K
a

Man kann x&(x)=0 auch durch den Grenzwert x6(x)=lim X e erkennen. Fiir x#0 ist

a=0 20

—lxl

es klar. Fiir x=0: -2-=0 und e ¢ » 0 ,also xd(x)=0 .
20 a0

Alsoist (x—x,)0(x—x,)=0 oder xd(x—x,)=x,0(x—x,) (*)
®

Mit wxu(x):é(x—xo) gilt dann f(lpxc(x)::xszo(x):zxé(x—x0)=x05(x—xo):xolpxo(x) .

Damit ist , (x) Eigenvektor von X mitdem Eigenwert x, .

x, 0 ... 0 0 0 0
Die darstellende Matrix von % ist | );1 .0 0 = 0 g 0 01 und wie man sieht
0 0 x O 0 ne

hermitesch, also ist der Ortsoperator X selbstadjungiert.
Sei nun allgemein ein n-dimensionaler Hilbertraum gegeben mit selbstadjungierten Operatoren
(hermiteschen Matrizen).

(1) Sind A, und A, zwei verschiedene Eigenwerte zum Operator O , dann sind die
zugehorigen Eigenvektoren orthogonal.

Denn: O|x,)=A,|x,) und Olx,)=4,|x,) .Die erste Gleichung kann iiber die duale

Korrespondenz geschrieben werden als (x| OA+:<X1‘ A undda O selbstadjungiert ist 0'=0
und da die Eigenwerte reell ist A'=A , sodass die erste Gleichung wird:

(x)|0=(x/|4, .

Bildet man das innere Produkt der ersten Gleichung mit ‘x2> ergibt das <x1| @|x2>= /11<x1 ‘x2>
und mit der zweiten Gleichung das innere Produkt mit <x1‘ : <x1‘ O‘x2>:/12<x1 |x2> .

Da die linken Seiten gleich sind, miissen es auch die rechten sein: )L1<x1 |x2>=/12 <x1 |x2> und das
heiBt (A,—A,)(x)|x,)=0 undda A,#21,=(x,|x,)=0 .

(2) Seien nun zwei Eigenwerte A,=A,=:A gleich mit verschiedenen Eigenvektoren:
Olx,)=Alx,) und O|x,)=Alx,) . |w)=a|x,)+B|x,) istauch Eigenvektorzu O :

é|z/)>=é(a|x1>+/3"x2>)=aé|x1>+/3 é|x2>=a )L,‘x1>+/3 )L‘x2>:/'\,|w> .Da |X1>,

x2> linear



unabhéngig sind, kdnnen sie {iber das Gram-Schmidt Verfahren orthonormalisiert werden:

Seien u,v lu. x:=—— y:=v—(x|v)x . x,y sind orthogonal, da

[[ull

(x|y)=(x|(v—{x|v)x))=(x|v)—(x|v)(x|x)=0 .Wirdnoch y normiert, dann sind beide
1

orthonormal und sowohl das |x) als auch das normierte M sind LK von u,v .

1yl

Also sind die orthonormalisierten |x1>, x2> wieder Eigenvektoren zu A

Die gleiche Argumentation gilt fiir drei oder mehr Eigenvektoren gleicher Eigenwerte.

(3) Seinun (A)|x>=)t\x> bzw. mit dem Identititsoperator 1 : ((A)—/lf)\x>:|0> die
Eigenwertgleichung fiir den Operator O , so muss wegen |x)#]|0) die Determinante

det(O—A1)=0 sein. Das ist ein Polynom in A vom Grad n (das charakteristische Polynom),
das nach dem Hauptsatz der Algebra n Losungen (eventuell mehrfache) fiir A hat. Die n
Eigenvektoren konnen also nach den Bemerkungen (1) und (2) orthonormalisiert werden und bilden
daher eine Orthonormalbasis des Vektorraums JH .
Das ist das Fundamentaltheorem.

Es sollen die Prinzipien (zundchst vier) der Quantenmechanik formuliert werden.

Prinzip 1: Die Observable O, die messbare GroRe, wird durch einen linearen Operator O
reprasentiert.

Bsp: die Observablen s,,s,,s, der Komponenten des Spins werden durch die Spinoperatoren

X2y

s}i%((l) (1)) , s}i%(? Bi ) und g((l) _01) , die durch ihre Matrizen dargestellt
wurden reprasentiert.

Prinzip 2: Die moglichen Ergebnisse einer Messung einer Observablen O werden durch die
Eigenwerte A des zugehorigen Operators O angegeben: O|x)=A|x) . Wenn das System im
Eigenzustand |x) ist, so ist das Messergebnis mit Sicherheit A

Bsp: Ist die Observable s, die z-Komponente des Spins, so hat die Eigenwertgleichung



$,|x)=2|x) die Eigenwerte ig und die Eigenzustinde |x)=|u) bzw. |x)=|d) .

Ist das System im Zustand |d) , so ergibt die Messung mit Sicherheit —g .

Prinzip 3: Verschiedene Eigenzustdnde werden durch orthogonale Vektoren reprasentiert.

Bsp: |u),|d) sind orthogonal: (u|d)=0 ,aber |u),|r) sind es nicht, denn

. . 1 1 N N
mit dem ,reinen” Zustand |r)=—=|u)+—=|d) ,rechts“, der kein Eigenzustand von s, ist,
r)=lul+d) g

ergibt das innere Produkt (ul r>=%¢0 .

Prinzip 4: Befindet sich ein System in dem Zustand |z) und wird die Observable O gemessen mit
Olx)=A|x) , dann ist die Wahrscheinlichkeit P, , den Eigenwert A zu messen

P,(2)=(xlz}{z| x) =[xl 2

Bsp: Der Spin sei im Zustand |r) mit |r>=%|u>+%|d> . Die Observable sei s, , die den

Spin langs der z-Achse misst: s;\d>:—§|d> . p,<—§>=<d\r><r\d> %

<_
Nl"_‘
N | —

Es sollen jetzt noch die Spinoperatoren bzw. ihre Darstellungen in der Basis |u),|d) aufgebaut
werden. Zunéchst s,

Wie bereits gezeigt, hat s, die Eigenwerte ig mit den Eigenzustanden |u) bzw. |[d) mit den

Gleichungen §|u) zg\u> und S, |d) :—g |d) oder in der genannten Darstellung:

z

(Sj“ Sjlz) ( 1) zg ((1)) und (Sj“ Sjlz) ( O) = —g ((1)) , was die folgenden vier Gleichungen

SzZl SZZZ 0 5221 5222 1
.~ _h ~ ~ _ ~ __h .
erzeugt: 5211—5 , $,,,=0 , 5,,=0 und SZZZ__E und damit hat man
h
SAzll §212 — E 0 E(l 0 )
§221 §222 0 _E 2\0 -1



Nun zum Operator S, :

s}\r>=§|r> und SAX‘I>:—§|I> oder in der Darstellung:

1 1 1 _1
V2 E V2 und Sai Sxi2 V2 :E V2 -
5x21 Sx22 1 2 i_ Sv1 S _L_ 21 1
V2 V2 V2 V2
1 1 1 1. 14

@9) TA \F $v2= \fZ 2 \/2 x21+\/§sx22 \/’2 3 \/2 Sa1 \/Esxlz__ﬁa
) $ 1 $ 17
\f So17 \f Sx02= \f

Die erste und dritte Gleichung addiert ergibt % $.,,=0=¢ ,,=0 und daraus folgt fiir die dritte

Gleichung s,

Die zweite und vierte Gleichung addiert ergibt: 5sz1:§ und damit in die vierte Gleichung

B S) 2\1 0

21 Sy

_lsx22_0=>s =0 . Alsoist (sAxll lez):ﬁ(o 1)
S

Zuletzt noch zu s,

y

APy, A h
S |1>:E|1> und sy|o>=—§|o>

1 1 1 1
S:yll S:y12 \/E — E \/E und S:yll S:ylz \/E — E \/E
Syo1 Syx )| _L 2| i Syo1 Sy;f| L 2| i

5 |7 7\ %

Ly wis _h i i o h
(1) ﬁsylﬁ-ﬁsﬂz \/’ () \/2 y21 \/2 y22 25 (3) \/ES«V” \/Esylz 2\/5

1 . i ¢ _hi
4) Esym \E Sy 2\/2



D +@): §,u=0 in(3): §y12:—i§ 2)+(4): §y21:i§ in(4): $,,=0 und damit
(§y11 s;u):g(o —i)
S Sym) 2\1 0

Im Beispiel von Prinzip 4 wurde die Wahrscheinlichkeit fiir die Messung von Spin-down (d.h. fiir
den Wert —g ) angegeben, falls der Spin nach rechts zeigt, und der SG-Apparat wieder in z-

Richtung gedreht wird: Pr(—E) (d|r)(r|d)= %é:% . Das gleiche Ergebnis erhalt man fiir
- Iy A1
Spin-up: P,(3)=(ulr)ir|u=7F=7 .

S

Der Erwartungswert u (s,) fiir die Zufallsvariable s, mit ihren Werten ig ist fiir den Fall,

dass der Spin nach rechts zeigt: uzg-Pr(§)+( §)~Pr( h) %§+%( 2)20 . Klassisch hiitte

2

man damit gerechnet, den Wert O fiir jede derartige Messung zu erhalten, was quantenmechanisch
jedoch nur als Mittelwert zutrifft.

Allgemein ist der Erwartungswert ,, (O) fiir eine Observable O bzw. fiir ihren Operator O die
Summe der mit den Wahrscheinlichkeiten gewichteten Eigenwerte. Sind also A, die Eigenwerte
des Operators O und |xi> die zugehorigen Eigenvektoren und ist das System im Zustand |z)

dann ist der Erwartungswert fiir den Operator O : u, (0)= > 2P, (4)=: (0),

Es gilt mit Hilfe der Basis aus Eigenvektoren von O : xi> , dann ist

Olz)=

xi> . Wendet man nun den Bra-Vektor <z|:z <xi| &; auf die

i

X; > = Z &ih
Gleichung an, ergibt das:

(20z)=2. (x[¢ (ZC M) LALETE X AP, (2)=(0),

A

Der Erwartungswert fir O , falls das System im Zustand |z) ist, betrigt <@>Z=<Z\O\z> .

Beispiel: Sei das System im Zustand spin up. Dreht man den SG-Apparat in y-Richtung und will

die Observable s, messen, wird ihr Erwartungswert <sAy>u folgender sein:



(s |u): §y\u>:~§(? —Ol)((l)):g(?) mit (ul=(1,0] :

<u\§y\u>ig(1,0)(?):0 .

Wie sehen die Operatoren s, fiir die Observablen des Spins beziiglich einer beliebigen

=

X

Raumrichtung aus, die durch den Einheitsvektor n= n, beschrieben sei ?

L A
}.’
«
e
e
S =T
// Il\"J z

Zundchst muss man sich vergegenwartigen, dass die hermiteschen komplexen 2x2-Matrizen auch
einen vierdimensionalen IR - Vektorraum bilden. Das bedeutet, dass man die Matrix des
gesuchten Operators als LK der Basismatrizen darstellen kann.

Nimmt man zu den drei Paulimatrizen noch die Einheitsmatrix hinzu, so hat man damit
Basismatrizen, die den Vektorraum aufspannen:

10\, of0 1),.,(0 =i}, 5(1 ©0)_(0 0)_
oo ol o (2 Tl LD 0
(1) a+6=0 (2) f—iy=0 (3) B+iy=0 (4) a—o8=0
1) +@): a=0 Zs=0 @)+@): B=02y=0 .

Damit sind die vier Matrizen l.u.

Sei erzeugen auch jede Matrix (Vektor) des angegebenen Vektorraums:

P S ER L O R ) A Y

a=%(a+d) ﬂ:%(b+c) yZ%(b—c) 6=%(a—d)



Die Paulimatrizen einschlieflich der Einheitsmatrix bilden also eine Basis des vierdimensionalen
C-Vektorraums der komplexen (2x2)-Matrizen.

Ist (g Z) hermitesch, sind a und d reell und c=b" .

Demnach sind auch « und 6 reell. Ist b=x+iy mit x,y€lR ,dannist c=x—iy und also

/3’=%(x+iy+x—iy)=x€lR und yZ%(b—c):%(xﬂ'y—(x—iy)):lay=—y€IR

Also bilden sie eine Basis des reellen Vektorraums der komplexen hermiteschen (2x2)-Matrizen.

Das bedeutet, dass sich die hermitesche Matrix ¢, des gesuchten Operators s, in dieser Weise
darstellen lasst:

ool St Yolt el 2

1 .
o ) 1 0\ {0 1) (0 =i\ (1 O
F = hal =0 +1 +0 +0
ur n 0 ernalt man Ox (O 1) (1 O) (1 0 ) (0 _1)
0
0 1 0\ (0 1\ .(0 =i\ (1 0
Fir n=[1 o.=0 +0 +1| +0
o 17 o) o 0 —1
0
0 1 0\ (o 1) (0 =i\ (1 o
Fir n=(g o,=0 +0 +0| +1
; o 1/ \1 o/"\i o 0 —1

Die Einheitsmatrix scheint tiberfliissig zu sein.

nX . .
were i) ool Ynls Gl S5 "
o 10 i 0 0 —1) \n+in, —n,

zZ

Wie man sieht, ist diese Matrix hermitesch.
In der Tat lasst sich jede hermitesche 2x2-Matrix, fiir die a+d=0 ist, also die spurfrei ist, aus den
drei Paulimatrizen eindeutig erzeugen. Die Koeffizienten bleiben dabei aber reell:

[ 0 -1

a b :l(b+c) 0 1 +L(b—c) 0 —f,q[1 O  Diese Matrizen bilden einen
c —al 2 1 -0/ 2 i 0

dreidimensionalen Unterraum mit den drei Paulimatrizen als Basis.




Die Frage ist noch, ob alle Spinmatrizen diese Form (;* b ) haben, ob sie spurfrei sein
—a

miissen.

Das ergibt sich aus folgender Uberlegung:

Sei (;* Z) eine Spinmatrix, deren Eigenwerte +1 sind gemdll der Messungen.

u

Sei (X) der Eigenvektor zum Eigenwert 1 und (
y 1%

) der Eigenvektor zum Eigenwert -1.

Dann gilt (; Z)(X)z(x)c»(l) ax+by=x und (2) b x+dy=y oder

y y
by=(1—a)x und (1—d)y=b x .Die Division der beiden Gleichungen ergibt —13 7= I;G
oder bb =(1—a)(1—d) .(*). Die andere Eigenvektorgleichung ist
q b} u|—(-u (1) au+bv=—u und (2) b u+dv=—v oder
b d -V
(a+1)u=—bv und b u=(—d—1)v . Die Division der beiden Gleichungen ergibt a;-*l = %

oder bb =(a+1)(d+1) (**). Gleichsetzung von (*) und (**) ergibt:
(1—a)(1—d)=(a+1)(d+1)=1+ad—a—d=1+ad+a+d = 2(a+d)=0=a+d=0

und damit ist gezeigt, dass die Spinmatrizen spurfrei sein miissen und demnach die drei
Paulimatrizen Basis aller Spinmatrizen (mit Spinquantenzahl ¥2) sind. Also kénnen die
Spinmatrizen als dreidimensionale Vektoren aufgefasst werden, deren Komponenten die
Koeffizienten der LK aus den Paulimatrizen sind.

Woher weill man nun aber, dass die Koeffizienten die Koordinaten des Raumvektors sind, der die
Richtung des SG-Apparates angibt?

Fiir die Koordinatenachsen ist es schon gezeigt. Der obige Ansatz soll durch das nichste Beispiel
und den allgemeinen Fall iiberpriift werden. Es wird sich zeigen, dass der Ansatz voll mit der
Empirie zur Deckung kommt.

Beispiel 1: Die Richtung des SG-Apparats liege in der x,z-Ebene und bilde einen Winkel 6 mit
der z-Achse.



i
o/ in Dann gilt: n,=sinf , n,=cosf , n,=0 Also
........ - X
I'l_\
o= ™ n.—in, :(cosH sinf )
n . .
n+in,  —n, sinf —cosf

Um die Eigenwerte zu berechnen, wird die Determinante von o,—AE Null gesetzt, da der
Eigenvektor nicht Nullvektor sein kann.

cosf—A sin @

0=det —AE)=
¢ (a” ) sin 6 —cosf—A

=—(cos@—A)(cos@—A)—sin’0=0=A==*1

Fir A=1: (ansg _5(1:256)(;):(;): (1) xcos@+ysinf=x (2) xsinf—ycosf@=y

(1) mit x multipliziert: (3) x°=x’cos@+xysind und
(2) mit y multipliziert: (4) y’=-y’cosf+xysin6

Da der Eigenvektor normiert ist, gilt 1=x*+y*“=” (x*~ y*)cos0+2 y xsin 0 2

:(x2—y2)cos(9+2y-y(1+cosl9):(x2+y2)c0549+2y2:c056+2y2:1:>y:\/#:sm§
1

Cos =
xX’=1-y’=1- 17c0s0|_ 1+cos0 =>X=4 1-'-Cosgzcosgz X)= 2 der Eigenvektor zu
2 2 2 2 \y 0

A=1 .

Fir A=-1 :Dadie beiden Eigenvektoren orthogonal sein miissen, ist der

zugehorige Eigenvektor, was auch die analoge Rechnung ergibt.

Da der statistische Mittelwert fiir die Messergebnisse in dieser Richtung f sichzu cosf
ergeben hat (was man auch bei jeder Messung klassisch erwarten wiirde), berechnet man zur
Uberpriifung des Ansatzes den Erwartungswert (u|o |u) fiir dieses o, .

sin@

an|u>:(c_056 sinf )(1):(C956):><u|0n|u>=(1,0)(C956)=c056 , was erfreulicherweise
sinf —cos@/\0) \sinb



mit der Empirie {ibereinstimmit.

Wie groB ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir A=A,=1 , wenn der Spin im Zustand up war und
jetzt entlang der Richtung n gemessen wird ?

Der Eigenvektor dazu ist |A,)=cos % |u)+sin % |d)

_ .0 0_ .20
P,(1)=(ulA, ><Al|u>—cosi'cosi—cos 5

Fir A=A,=—1 mit Eigenvektor |)Lz>:—sing|u>+cos%|d>

_ _ .0 .. 0 _ .20
Pu(—l)—<u|/'tz><)Lz|u>——sm§~—sm§—sm2§

Beide Wahrscheinlichkeiten ergeben zusammen 1.

Beispiel 2: Sphérische Koordinaten und allgemeiner Fall

P
e a=rsin 6
4
__,-"’ L Xp = a cos @
g,
r - Y yp=asin @
X ra P =
:;.' Q= H
"";_,‘_‘" zp =rcos 6
X
X,=rsin6 cos g
y,=rsinfsin g
Zp=rcosf
siné cos ¢
. . . A
Die Richtung der Messung sei n=|sin 6 sin ¢

cos @

und die der Prédparation entlang der z-Achse.

Die Spinmatrix zu dieser Richtung n ist



o= ™ n,—in, _( cos 6 sin @ cos @ —isin® sin ¢
n+in, —n sinf cos @+isin sin @ —cosf

z

Berechnung der Eigenwerte A

\x‘,\#\o‘\

o,lx)=Alx)=(0,—AE|[x)=[0) = det(0,-1E)=0

det( cosfd—A sin 6 cos @ —isin @ sin @ 0o

sinf cos @ +isin @ sin @ —cosf —A
—(cos@—A2)(cos@+A)—(sin O cos g —isin& sin ¢ )(sin O cos @ +isin O sinp )=0 <
2 2 . 2 2 L2 T C 24 2
A’—cos’0 —sin’ cos’ @ —isin”6 sin ¢ cos ¢ +isin’ O sin ¢ cos ¢ —sin’ O sin’p =0 =

A’—(cos’@+sin°0)=0=A’=1eA=+1

Eigenvektorzu A=1=:4, :

cosf sinf cos @ —isinfsing|(x|_[x o
sin @ cos @ +isinf sin ¢ —cos 0 y y

cosd sinfe [ x\_[x o
sinfe'? —cos® J\y) \y

. . ~ip
(1) xcos@+ysinfe "=x=>x(1—cosf)=ysinfe 'Y= x=ysinf

_e
1_—c058

Ly

(2) xsinfe'’—ycosd=y=y(1+cosf)=xsinfe'’=y=xsin6
1+cosd

2) :(1) und mit xy multipliziert: y?=x%e** 1 =080 _

X X 1
(y)_ xetan 2 |7X| e ?tan &
2 2

. - 1 p 1 cos &
\/1-1+e””tanﬁe_"”taniz\/1+taHZQ: 9 .Also ist cos—= ivtan? 7| | 29
2 2 cos 2|€ tany e“psini

—ezi‘”tanzﬁzyzxei")tanﬁz
1+cos@ 2 2

1
. Die Norm von (ei(p tan % ) ist

der Eigenvektorzu A,=1 . Da der andere Eigenvektor orthogonal sein muss, ergibt sich fiir



e'sin &

_cosl
cos2

A,=—1 der Eigenvektor

. —ig
Der Erwartungswert (o) =(u|o |u) : o u)= g _osm e 1\_[ cos Hi R
o sinfe'” —cosO [\0) \singe'’

(u|o |u)=(1,0)[ °° 61. =cosf , was mit den Messungen iibereinstimmt.
sinf e'”
Der erste Eigenvektor ist Ml> =cos g |u)+e'’sin % |d) und die Wahrscheinlichkeit, dass der

Eigenwert A,=1 gemessen wird ist

0 0

_ _ _ 0
P,(1)=(ulA, ><)Ll|u>—cosi-cosi—cosz—

2
Der zweite Eigenvektor |)L2> =e'”sin g |lu)—cos % |d) ; die Wahrscheinlichkeit, dass der zweite

Eigenwert -1 gemessen wird ist

_ _ g 0 -ip_. O __. 20
Pu(—l)—<u\)tz></12\u>—e‘”sm§-e (’smi—smzi

Das war der allgemeine Fall, da das Koordinatensystem immer so gewdhlt werden kann, dass die
Richtung der Prédparation mit der z-Achse zusammenfallt.

Demnach sind die Koordinaten einer beliebigen Spinmatrix ¢, in der LK aus den Paulimatrizen

n, ;
. . . . n n—in
die Raumkoordinaten der Richtung n= n, des SG-Apparates: O’n:( z X y )

n+in -n
X y z
n

Zu beachten bleibt, dass ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem zugrunde gelegt wurde.

Die Spinmatrizen o,,0,,0, sind sogar orthogonal zueinander, wenn man das Frobenius-
Skalarprodukt verwendet:

Sind A=( aii) und B:(bii) die beiden komplexen quadratischen Matrizen, so ist

<A, B> = Z a;bij das Frobenius-Skalarprodukt.
i’j



<0X,Oy>F=<((1) é),(? _01)>F=O*~0+1*~—i+1*~1’+0*~O:O

<ay,ox>F:<((i) _Oi),(g (1))>F:0*-0+—i*-1+i*-1+0*-0:0+i-1+(—i)~1+o:0
<OX,O‘Z>F:<((1) é),(é _0)>F:0~1+1~0+1-0+0'(—1):0:<oz,0X>F
<ay,oZ>F=<((l_) Bi),(é _01)>F:0~1+i~0+(—i)-0+0-(—1):0:<oz,ay>F

bzgl. der Basis { 0,,0,,0, } .Man beachte, dass der gleichnamige Vektor

z [{o,0,0,}

nX
n= n, ein anderer Vektor ist, der einen Raumvektor im Vektorraum IR’ darstellt.

n, {e, e, e}

Was hat es mit den Matrizen ¢, als Vektoren auf sich? ¢, ist ein Objekt des
dreidimensionalen Vektorraums der spurfreien hermiteschen Matrizen, also ein Vektor dieses
Vektorraums, ebenso natiirlich speziell o,,0, und o, , die Basisvektoren dieses Vektorraums
sind. Diese Vektoren haben also drei Komponenten, wenn man sie als LK der Basisvektoren
ausdriickt, namlich die

1 0 0 n,
Koeffizienten dieser LK. Soist o,=|0| , o,=1 und o,=|0| und o,= n,| im
0 0 1 n

angegebenen Matrizenraum (Vektorraum).

Dann ist es tiblich o,,0,,0,,...,0, Spinkomponenten zu nennen, die in die indizierten
Richtungen zeigen. Aber Komponenten wovon? Von einem Superspin? Man schreibt etwa

—2 A 20 s ~_[9x ‘
o,=o0-n=n,0,+n,0,+n,0, “.Soll o=0, o, 0, oder o= o,| sein?
o
z

Ich glaube hier liegt ein Missverstdndnis vor! Hat der Spin denn Raumkomponenten? Dann sollte
man doch Folgendes meinen:

20 So Leonard Susskind, Quantum Mechanics, The Theoretical Minimum, New York, 2014



q

Y

o, wdre dann die x-Komponente von ¢ . Misst man aber o entlang der x-Achse, so erhalt

man zuweilen auch —o

X

, d.h. genauer |I) bzw. noch genauer den Eigenwert -1 (—g) und

nicht 1 bzw. |r) , wie man doch erwarten sollte.
Die klassische Vorstellung des Drehimpulses als raumlicher Vektor wird in die QM hiniiber gerettet.

Der Spin wird erst durch die Messung in eine Richtung durch den Messapparat erzeugt®'. Er selbst
hat keine Raumkomponenten. Daher kann man sie auch nicht gleichzeitig messen®.

Wird der Spin zuerst bspw. in z-Richtung gemessen, hat er also die Messwerte 1 bzw. -1, bzw. die
Zustande |u) bzw. |d) durch die Messung erhalten, so wird das System diese Messung (diesen
Zustand) erinnern.

Denn eine erneute Messung bspw. in einer Apparat-Rotation von 45° wird den Messwert 1 in
hohere Wahrscheinlichkeit erzeugen, als -1, was ohne Gedéachtnis nicht funktionieren kénnte.

Man kann zwar von Komponenten des Spins sprechen, das sind dann aber mathematisch die Raum-
Koeffizienten bzgl. seiner Darstellung im Matrizenraum. Sonst ist die Sprechweise Komponente
eines Spins nichts anderes als eine Richtung, in der der Spin gemessen wird, was mathematisch der
Matrix o, entspricht.

Sei also |x>:au\u>+a d\d ) ein beliebiger Spinzustand, dann gibt es eine Richtung # , sodass

o,|x)=|x) ist, d.h. der Apparat, der ldngs dieser Richtung positioniert ist, den Wert 1 misst.

2R (a, o))
Der Vektor n heifit der Polarisationsvektor. Erist n=| 7 (a.a,)

*

*
auau_adad

. o . . . . a b
Herleitung: o, ist eine spurfreie hermitesche Matrix, hat also die Form (b* )
—a

Da (gu) Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, ist der Eigenvektor zum Eigenwert -1 der orthogonale zum ersten
d

) a b a b ) —a

ad* . Also gilt: (b* )(au):(au) und (b* ) Aq |= a*d

*
—a —da ad ad —da —au (04

u u

1) aa,+ba,=a, 2) b a,~aa,=a,; und (3) aa,~ba,=—a, (4) b a,+aa,=a,

21 So dhnlich wie die Kopenhagener Deutung vorschlagt.
22 Siehe unten bei den Kommutatorrelationen



(1)=(1)ay: aa,a+baya,=a,a; und (3')=(3)a,: aa,a,—ba,o,=—a,a,

(1")-(3"): b(a:au+a2ad):2aua2:>b:2aua:,:nx—iny=>nx=§R(2 aua:,);ny=3(2 a,o)
1

(1'")=(1)ea,: aa,a,+bayo,=a,a, (3'")=(3)ay: aaja,~ba,a,=—a,a,

(1')+(3"): a=a,a,—a,a,=n,

2R (a,a,)
= = 23(a,aq,)
“a

*
au u_adad

Aus o, |x)=|x) folgt auch fiir den Erwartungswert (o) =(x|o |x)=(x|x)=1

Ix
Da 1=(xlo = xln,0 4,0, +n,0Jx =lxln, ol xlm o+ i, o) =
=n,(x|o,|x)+n (x|o,|x)+n,(x|o |x)=n, (0 )*+n, 0 )+n,0,)=1 , kénnen nicht alle

Erwartungswerte Null sein.

Es gilt sogar fiir jeden Zustandsvektor (Spinor) \x>:(%‘) (0, + O

0 1

Begriindung: (o \Z(O!*,/?)*)(l 0

(@)=t ) B)= 87
o=@ 0 gt )G it p e

, — * * 1 0 a — * * a — * _ *
OO R (O EAR
<\’(7X>2+<Gy>2+<02>2:a*Z/g’2+/3*2a2+2a*a/3’*[3—0:*2/32—0:2/3*2+2a*a/3*/3+

+alal+B 20 af p=(a a+rp*p)=1"=1 .

Es konnen also nicht alle Erwartungswerte der Spinkomponenten gleichzeitig Null sein.



Operatoren A:H -7 , B:H->F konnen hintereinander ausgefiihrt werden:

BoA:FH >3 :|x)»BoA(|x)):=B(A(|x))) .Man schreibt fir BoA kurz BA

A

Diese Verkniipfung ist assoziativ, hat ein neutrales Element, namlich den Einheitsoperator E=1
Al|x)=Al|x)=TA|x) ,sieisti.A. aber nicht kommutativ: BA#AB und besitzt in der Regel

auch kein Inverses.

Fiir die darstellenden Matrizen von Operatoren: Die Hintereinanderausfiihrung der Operatoren wird
hier zur Multiplikation der Matrizen.

¢¢=hf0 1\rf0 —i\_r(i 0\_rh (1 0\_ K.
<v72\1 of2\i o) 4lo -ij 220 —-1) 2™

bzw. wenn man nur die Paulimatrizen betrachtet: o,0 ,=io,

Die Vertauschung der Operatoren ergibt:

k(0 —i\A(0 1\_K (=i O\_ AA.[1 O\_ k.. .
S, S, =—|. — =— === =——is, bzw. o,0,=—i0,
Y 2\i 0/2\1 0/ 4\0 i 22 \0 -1 2 Y

Man sieht, dass die beiden ersten Paulimatrizen nicht kommutieren.

Um einen Ausdruck zu haben, der Null ist, wenn die Operatoren kommutieren, definiert man

AB—BA=:[A,B] und nennt ihn den Kommutator von A und B .

Fiir die beiden ersten Spinoperatoren gilt:

XSy—SySX:EiSZ+§lSZ=hlSZ also [s,,s,]=i%$, oder wenn man die gleiche Definition fiir

die darstellenden Matrizen wihlt: [o,,0,]=2i0,

Ich gebe noch die Kommutatoren fiir die anderen Spinmatrizen an:

2 .
g=0[0 NAMA 0 R0 —1)_ AR 0~ Ao pyy, 0,0,=—io
¥+ o2\1 0)2\0 -1/ 41\1 O 22 \i O 27



s.$,—S$, AX=—giAy—gisAy=—hzsAy ,also [s,,$,]=—iks, und [0,,0,]=-2i0,

2o 2h(0 —0)\R(1 0 :h—2 0 i _Eﬁi 01 EISA bzw. o ,0,=ic

yee2\i 0)2\0 -1/ 4\i 0) 22 \1 0/ 2 * oo *

c~.h(1 0\ha(0 —i\_H[{0 —i\_ HAH.[0 1 _

LS, =— — = . =———i is, bzw. o,0,=—io,
y2\0 —1/2\i 0 4\—-i 0 22 \1 0 2 Y

e 5-6=Dis +Ris =nis, also [5,,6)=ih$, wnd [0,,0,]=2i

y$,78,8, =5 IS+ 18, =his, ,also [s,,$,]=ihs, und [o,,0,]=2i0,

Ich gebe hier noch die Multiplikationstafel fiir die Paulimatrizen inklusiv der Einheitsmatrix

E=I=:0, anmit o0,:=0,; 0,:=0,; 0;3:=0, :

Oy (OF] 0, O3
Oy Oy (O8] 0, O3
O 4 O io, -io,
O O, —io, | 9o io,
O3 9 | o, —io, O

Kein Spinoperator kommutiert also mit einem anderen.

Was bedeutet das physikalisch?

Man erhdlt nur sichere Messergebnisse fiir eine Observable A, wenn der Zustand ein Eigenzustand

des zugehorigen Operators ist, wenn also A Ix)=Alx)

Soistbspw. o ,|u)=|u) und P,(|u))=1 , aber az\r>=%|u>—%|d> P.(u)=

Misst man in einem Zustand |x) zwei Observablen A, B die nicht kommutieren, etwa o ,,0,

=P.(d)

so ist das Messergebnis nicht immer sicher: Ist etwa |x)=|u) , dann gilt:

0,0 |uj=0,|d)=—|d) , das Ergebnis ist also bei dieser Reihenfolge sicher. Umgekehrt:

0,0,u/=0 Ju=|r)——

|I) die Messergebnisse sind nur zu 50% sicher. Oder



axay\ )=0,ild)=ilu)= J \ )+ \/7\1> 50% Wabhrscheinlichkeit jeweils fiir rechts und fiir links.

ayox\u>=oy|d> —ilu)=—

\/2\ i)— \f\o> auch je 50% Wahrscheinlichkeit.

Will man in einem Zustand |x) bei zwei Observablen A,B sichere Ergebnisse haben, so
muss der Zustand ein Eigenzustand beider Operatoren A,B sein:

A|x>=/1|x> und B|x>=u|x>

=>AB|x)=Au|x)=uA|x)=ui|lx)=2 u|x)=AB|x)=BA|x)=BA|x)

Die Reihenfolge der Messungen ist also unerheblich und beidesmal hat man das gleiche sichere
Ergebnis A u .

Damit [A,B]=0 , die Operatoren also kommutieren, muss obiges fiir alle Eigenvektoren der
beiden Operatoren gelten.

Man sieht daher, da die Spinoperatoren nicht kommutieren, dass die Spinkomponenten nicht
gleichzeitig sicher gemessen werden konnen.

Noch eine Bemerkung zur klassischen Vertauschungsrelation [x,p,] (Heisenberg):

Fiir den Ortsoperator und den Impulsoperator (in der Ortsdarstellung) gilt:

1) ryp(x)=xyp(x) @ p=—in

0Xx
PN 2) 00 . A L .
2w (X)2x(—in-L )y (x)=—inz-Lyp(x)=-inx-Ly(x)
ox ox ox
~ A 1) L (
5.5 w(x)2p, ()2 in-Lxy(x)
X
Es gilt a%x—xa%ZI , denn

8
. s Y. ey (0 8 _.
Xpy(x)—p, xy(x)= lhxaxﬂhaxx)w(x) lh(@xx xax)w(x) iny(x) ,also

Dagegen kommutieren x,p, :



0 ()= in O
Zy(x)=-inLxy(x)

ﬁyxzp(x):—ihaixw(x) , also kommutieren sie: [%,p,]=0 .
y

=
<
<>
<
=
Il

\
r
f%mﬁﬁjﬁ

Sei f:X(Q)2R;x—f(x)=P(X=x) eine W-Verteilung.

Als Beispiel nehme X die Werte 1,2, 3,4 an. f(1)=0,4 f(2)=0,2 f(3)=0,1 f(4)=0,3

Die Wahrscheinlichkeit 1 als Flache interpretiert wird auf die Rechtecksflachen verteilt:

f(1)-1+f(2)1+f(3)-1+f(4)-1=1 oder gf(xi)Ax:1



f f(x)=0,033x"—0,15x"+0,017 x+0,5

f

. ,’I
L. 1
-
e
—_— . . . . - -
9

45
If[_x_]dx:1
05

X

Die Wahrscheinlichkeit 1 ist als Flache unterhalb des Graphen von f dargestellt.

p.=f(x,)dx sind die einzelnen Rechtecksflichen, sozusagen die Wahrscheinlichkeitsteile von 1.

~L=f(x,) istalso die Wahrscheinlichkeitsdichte zgl. dx. Ware p; groler bei gleichem dx, so
5)’(}‘,) Isod hrscheinlichkeitsdichte bzgl. d Ber bei gleichem d
wire die Dichte f(x,) an dieser Stelle groRer:

f heillt daher die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.

Das Skalarprodukt zweier komplexwertiger Funktionen f und g ist (f,g):= f f(x)g(x)dx .

Demnach ist [fl=F.F1=1 J f"(x)F(x)d=1 ] If(x)Fas

Fiir die Wellenfunktion w(x) gilt ||1/J||=\/f|1,u(x)|2dx .

— 00




Da |y (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, muss gelten: [ i (x)] dx=1

Also auch |ly|=1 f by (x)]dx=1

— 00

Ist 9:R*>C,x~y(x) ,dannist f|w(x)|2dx=1 und demnach |jy||= _f|zp(x)|2dx:1

RR? RR?

Zur Schrodinger-Gleichung:

Nachdem Einstein die These vertreten hatte, dass Licht auch in Form von Teilchen, Quanten
(Photonen) auftritt, so beim photoelektrischen Effekt, meinte de Broglie symmetrisch, dann kénnten
doch auch Materieteilchen Wellencharakter besitzen. Hatte Einstein fiir Energie eines Photons des

Lichts der Wellenldnge A E :% =hv und fiir seinen Impuls p =§=% angesetzt, so

tibernahm de Broglie diese Gleichungen fiir Materieteilchen mit Energie E und Impuls p und 16ste
sie nach den Welleneigenschaften auf: /12% und v 2% .

Schrodinger ging einerseits von den elektromagnetischen Wellen der Form 1 (x,t)=Ae™ "

aus (Wellenzahlvektor: k=%) und interpretierte sie im Sinne von de Broglie als Materiewelle

mit wohldefiniertem Impuls und Energie E=hv=hAw=>w= % :

(p-x—Et)
oder y(x,t)=y(0,0)e (de Broglie-Welle,

iLx—iE, i

p(x,t)=Ae” " =Ae"

31-| ~

(p-x—Et)

ebene harmonische Materiewelle?). Da "y die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens ist
und vy (x,t)y(x,t)=1(0,0)* ,ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens fiir jeden

Ort und zu jeder Zeit gleich, d.h. diese Materiewelle weist dem Teilchen keinen bestimmten Ort zu.

23 Im Exponenten steht die WirkungsgroRSe %Et mal der imagindren Einheit i.



Um also sinnvolle Aussagen iiber den Aufenthaltsort (bzw. dessen Wahrscheinlichkeit) zu erhalten,
betrachtet man Superpositionen von solchen harmonischen Wellen verschiedener Frequenzen,
sodass sich ein Wellenpaket ergibt:

w(x,t)=y(0,0)(e™* 4™ ) oder mit Ak=k,—~k, Aw=w,—w, und

_ k.+k w.+w
und den Mittelwerten k=% w=—">"2

in trigonometrischer Form:

R (y (x,t))=2w(0,O)cos(%kx—A—wt)cos (kx—wt)

2
3(1//(x,t))=2w(0,0)cos(%kx—Ath)sin(Ex—wt)

hier: R(y(x,t))=2(0,0)-cos(—0,254 x+0,129t)-cos (5,436 x—1,715t) fiir ein Elektron mit

v=6-10"m/s :

t=-1,0,1

Man betrachtet die Distanz zwischen zwei Nullstellen der einhiillenden Funktion (blau)
21(0,0)cos (A?k x—ATw t) als MaR fiir die réumliche Ausdehnung des Wellenpakets bei fester
Zeit t.

Fiir die Cosinus-Funktion ist der Abstand zweier Nullstellen 7 und damit gilt fiir zwei
aufeinander folgende Nullstellen:



ﬂ:—xz——t—(%kxl—Ath):%Ak-Ax mit Ax=x,—x; ,also Ak-Ax=2x

und Akzﬂ folgt daraus: 2ﬂ:Ak'AX:A—p'AX=>Ap'AX:2JTh:h also

Mit k= 7 7

St

Ap-Ax=h .

Bei festem Ort x ist die zeitliche Ausdehnung 7 :ATk X—=—=1t,— (A—k X— A—wtz)Z%A w-At

oder Aw-At=2sx und mit w:%: ATE'AIZ2J'[=>AE'At:h

Bei Teilchen sollten aber aulSerhalb von Ax und At die Aufenthaltswahrscheinlichkeit gegen
Null gehen. Dazu bedarf man eines kontinuierlichen Wellenpakets, etwa der Gaullschen
Wellenpakete:

W(x,0)
0 A -K
w(x,t):f A(k)e™ gk mit A(k):\/z_0 e’” | o, Standardverteilung.
—® Jl'O'k

X

Hier: R(y (x,O)):;z:icos (8x)

Zuriick zur ,,Herleitung®“ der Schrédinger-Gleichung:

%(p-x—Et)

Leitet man die Materiewelle de Broglies /(x,t)=1(0,0)e nach der Zeit ab, ergibt das

i
0y ixt)=p(00)e P iy i 2 (xu)=l
atz/)(x,t)—z/)(0,0)e (—5E)=—%Ey(x,t) ,also atw(x,t)—hElp(x,t) oder



inLyp(x,t)=Ep(x,t) (1)

ot
i
, 7(PX—El L : .
Desgleichen kann man auch 1 (x,t)=(0,0)e nach x (eindimensional) differenzieren
und erhalt:
0 (G

_1i h o _
a_xlﬂ(x,t)—thUJ(x,t) bzw. iale(th) ple(th) (2)

In den Gleichungen (1) und (2) stehen rechts vor 1y jeweils die reellen Gréen E bzw. p,, die

gemessen werden konnen, also Messgroflen. Links stehen vor ¢ i# % bzw. Eai als
i 0x
Operatoren, der Energieoperator E=i h% bzw. der Impulsoperator p,=— ihai , wobei
X

E und p die Eigenwerte der Operatoren sind mit dem Eigenzustand bzw. Eigenfunktion v .

Dreidimensionaler Fall:
2

Geht man von der Gesamtenergie H:Ekm+Epm:%mv2+V (x)=£—+V(x) ausundim

2m

2

dreidimensionalen Fall von H :2p—+V (x) (3), wobei H die Hamiltonfunktion ist (zweiter Ansatz
m

von Schrodinger).

Da die Gesamtenergie erhalten bleibt, gilt H=F (H ist der Teilchenaspekt und E der
Wellenaspekt) und auf @ angewandt:

Hy(x,t)=Ey(x,t) oder mit (1) Hzp(x,t):ih%w(x,t) oder mit (3)

[ Zaviyxo=inypled

Wendet man nun die Operatoren auf die klassischen Ausdriicke an:

Da p:(px,py,pz) ist, ist der Operator fiir p:
A_ (A A AN\ — [ i 3 i 3 i -9 i i i =—
p_(px,py,pz)—( lhﬁx, lhay, lhﬁz) lh(ax’éy’ﬁz) inV

A~ 2 2
und fir p?>=pl+p+p. istder Operator p,=(—i 72 ) =—r*-9_ und also

ox ox’



A~ 2 2 2 2 2 2
p’=—"n 82+ 0 + 82 =—#V?=—#’A mit dem Laplace-Operator A=-2 —+ 0 —+ 62
ox” 0y Oz o0x~ 0y 0z
und x=(x,y,z) mitdem Operator X ergibt die Quantisierung von
2
P _:ip O 22 A ;) .
2m+V(x) y(x,t) 1hatzp(x,t) zu ( h 2m+V(x) y(x,t) lhatw(x,t) mit dem

Hamiltonoperator H =—#’ ﬁ +V (x)

die Schrodinger-Gleichung: Hy(x,t)=if %w (x,t)

Beispiel: Wasserstoffatom.

Electrons have quantum properties so can be in many places at once, making it
hard to image atoms. By combining snapshots of many electrons at once,
hydrogen atoms have now been imaged at four energy levels (increasing from a tod)

The first detailed images of atoms show various arrangements of the
clouds of electrons surrounding a carbon atom. A and B depict two
different arrangemants of the electron douds.

Image Credit: Kharkov [nstitute for Physics and Technology

= .
Increasing electron density —s

_—th+V(r) Y (x)=Ey(x) mit V(r)=

2
e dme, r

2m

r ist der Abstand des Elektrons vom Atomkern (Proton).



Ubersetzung in Kugelkoordinaten r,8,¢

P
= a=rsin 0
6 _,f"' .:
VAN
Xp=acos@
,-';:. : £ .
A ¥y o
Xp o @ yp=asinQ
LA ot
- B e
v, zp=rcos B

Oder x=rsinfcose; y=rsinfsing; z=rcosf und umgekehrt

r=Vx’+y’+z°; 0:cos_1(%); p=tan '(<)

x <

Um die Schrédinger-Gleichung in Kugelkoordinaten umzuschreiben, wird zunédchst der Laplace-
Operator in Kugelkoordinaten transformiert:

Die erste Ableitung von 1(r,0,¢) nach x ist iiber die Leibnizsche Kettenregel:

oy(r(x,y,2),0(x,y,2).9(x,y.2) _oy ar oy g0 0y 09

- ) wobei
ox or ox 90 ox g ax (hwobe
or_  2x 0 1 op —sing
=—=sinf = =..=—cosf- —=..= d
s R sinf cos ¢ o cosf-cosg g 3
: : oy _|.. 0.1 o _Sing 9
A 0 21 0 _ ¥ O
eingesetzt in (*): P (sm@cosqp 6r+rc056cosrp 20 reng 90 y(r.,0,p)

Und dann die zweite Ableitung nach x, und das Gleiche fiir Ableitungen nach y und z.

Nach grolem Rechenaufwand erhélt man schliel$lich:

1 5(20 1 0 d 1 &
A2 2 (P2l Frluno el
2ar\" ar rsing 00 sin 50) r’sin’0 d¢°




Die Schrodingergleichung lautet damit:

— i’ 0 (.20 1 i( . i) 1 Pe o _
2mer2(5r(r 6r>+sin0 FIANRAT +sin29 YR ¥ dme,r y=Ey

Die Gleichung lasst sich tibersichtlicher schreiben, wenn man den Bahndrehimpulsoperator bzw.
dessen Quadrat verwendet:

Lx yp.—17p,
Der Bahndrehimpulsvektor ist klassisch: L= L, |=XXp=|zp,—xp,
L, Xp, = Yp,
die erste Quantisierung ergibt: p >—i hi; p,?—ih_— 0 ; p,>—Iih 9 und damit:
0x oy’ 0z
o _, 0
Yoz Z@y
L=—in| z % —X % und in Kugelkoordinaten dargestellt, erhdlt man:
o _,. 0
oy Y o Xx

0 _cosfcosgp o

Y507 sing 0w
L=—in 9 _cosfsing g
P30 sing  O¢

0

o

Gezeigt werden soll das nur fiir die letzte Komponente: nach Leibniz gilt:

0z

oy oy 6x+5¢ ay oY 0z d @:_rsingsmgﬂ und %:rsin@cosw und%:O

o9 ox 0@ 6y5C0 oz 00 @ B¢

a_w:_awrsinﬁsin<p+a—wrSiD9COS(,‘D‘*'O:(X% 8 )I/} also Xi_yaax_aa(p

o9 ox — — 2 gy— 2 oy
y X

gilt:

Fiir das Quadrat des Bahndrehimpulsoperators gilt (nach ausfiihrlicher Rechnung):

2 72 e o 1 a( a) 1 &
L=L+L +L,=—h (Smg 205930 )* sntg 0¢°




Die Schrodinger-Gleichung erhélt damit die Form:

—n | 920
(r ar>+

2mer2 or

1
siné

-~

1

J+—L

sin -2 —
sin“ 6

00

a1

(_

L2

hZ

oder

|

(SGL 1) wird nach Multiplikation mit

(r

A

LZ
2)1/}(1”,0,(,0)_

2

e
4me,r

0

_hz i
2m,r* Or

2 0.
or

(r )+27 w(r,0,p

m,r

2 .2
—2m,r-sin 0
hZ

82

)+
o

0

or

2 0

or

0

00

0

00

(sin20 )+sin0 (sin@ 2)?,/)(",0,(p)+

Es gelten folgende Kommutator-Regeln:

e
4mweyr

w=Ey (SGL1)

)J=Ey(r,0,p) (SGL?2)

zu (SGL 3):

2

2 . 2
2m,r-sin 0 e

+E |y/(r,0,¢)=0

|

IR 4 e,r



XZ

o Oy O’y dy 5, Ty o’y
h (y 8x+y26x82 X 0z° z 8x8y+ 0yoz ¥

Fy o, Oy oy oy o’y oy oy 0 0
2 2 _ 2, 0% 2 OW _,of O O
*h (yzaxaz Zaxdy Va2 ey ey 0, )T MY ot X5, =R (Xay yax)w:'

A

PN L ~
[Lx,Ly]:hz(x%—yaa—x):hz_—i;l:ihLZ . Analog gelten:

A~ 2 2 2
Esist L’=—#’ .1 i(sin@i)+ 1 0 =K cot0i+ g S+ 12 0 >
0 i 30" 56 sin’0 o¢

Ao A 2 2 2 3 3
LLy=i|cotd S+ Los L O (gw):ii‘f’ cotf oty OV L OV g
0 56° sin’6 d¢ 2 009 56°0¢ sin’0 d¢

=i#’| 0+cotd Oy, Oy 1 Oy
0000 " 5¢906* sin’0 0¢°

Aoy oy &y 1 'y
L L*y=i# 0 cot6 + +
v ( (p( 90 " 50 sin’0 0 ¢

also nach Schwarz (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen) [iz , ﬁz] =0

Das heifit, es gibt Funktionen, die gleichzeitig Eigenfunktionen der Operatoren ~H,L* und L,
sind und die Observablen H,L”* und L, sind gleichzeitig scharf bestimmbar.

Separationsansatz: Die Wellenfunktion wird als Produkt von drei Funktionen der einzelnen

Variablen r,0,¢ angesetzt: y(r,0,¢)=R(r)-©(0)-®(¢) und dann in die obige



Schrédinger-Gleichung (SGL 3) eingesetzt:

ROD=0

2 .2 2
2, 0 (.20 \, o 0 (. 0 o* 2m,r-sin” 0 e
(sm Har(r ar)+51n6—60(Sln9—80)+a(p2)R®®+ 7 (4ﬂ€0r+E

szgi(rzaR(r)@w)@(co)

5R(r)®(0)<1>(¢>))+82R(r)®(9)¢(c0)+
or or

. 0 .
)+sm¢9ﬁ siné 30 6(02

2m,r’sin’6 e’
+ +E |[RODP=0 oder
K 4meyr
2.0 [ 20R(r 0. 00( D)
@(0)d)((p)smzﬁa(rz%%R(r)CD(gv)smHa—H(smH 64(9 ) +R(r)0(0) 6(p<2 +
2m,r’sin’0 [ ¢ -
+ . +E |RO®=0 und nun Division durch R(r)-©(6)-®(¢)#0
fi 4dmeyr
2 p) 2 . ZH 2
sin’02_[,2 ORI}, 1 sinei(smea@w))+ 1_0®(p), 2mr sin ¢ _+E|=0
R(r) or or Q(0) 00 06 D(p) ¢ K’ 4me,r
abhdngigvonR (r) abhdngigvon© (8 ) abhdngigvon® (¢ ) abhiingig vonr
Lost man diese Schrodinger - Gleichung (SGL 4) nach dem Term, der von @®(¢) abhangt auf,
2m,r’sin’ 0 2 ?
1 sinZHi r28R(r) + 1 sin0i<sin88®(6))+ Mr" Sin € +E :——1 acb((p)
R(r) or\' “or ) e(g) 06 a0 n 4eyr D(p) 0¢?
abhdingigvonR (r) abhdingigvon®(6 ) abhdngig vonr abhdngigvon® ()

erhilt man (SGL 5). Der Term auf der linken Seite ist unabhéngig von @(¢) , auf der rechten
aber von ihm abhédngig, so dass die Gleichheit nur bestehen kann, wenn beide Seiten konstant sind.
Diese Konstante werde prakognitiv mit m; bezeichnet. Es gilt also die DG fiir ®(¢)

F=m oder ®''(¢)=—m ®(¢)

Das ist eine homogene DG 2. Ordnung mit der charakteristischen Gleichung r’+m;=0
und der allgemeinen Losung @ ((p)=klerl‘p+k2er2¢=k1eim1¢+k2e_iml¢

Fiir klzi_ und k,=0 erhilt man die normierte Lésung @ (@)= L m?._g (@)

27 V2 m,



Weiter ist CDml(q)) Eigenfunktion von ﬁz mit dem Eigenwert #m, :

F iz O _ . 0 1 img|_ .
La,(p)= lhﬁqpq)ml(qp)— ih (—me )— ih

1 imeim"p—hm 1
V2 : l\/ZJT

eiml(p:hmzq)m,(§0>

Mit @, (@) istauch y(r,6,¢)=R(r)©(6)®,(¢) Eigenfunktion L, von mitdemselben
Eigenwert z7m, :
L (0(r.0.0)/=- i1 2 (R(16(6), ()| =R ()0 () 152 0, (g) |=R(r)0(0 ) imd, )=

=hamy(r,0,p) .DieZahl m, bestimmt eindeutig die Eigenwerte des Bahndrehimpuls-

operators I:Z in z-Richtung und damit die Werte, die der Erwartungswert der Observablen L,
annehmen kann. m; wird als magnetische Quantenzahl bezeichnet.

Die linke Seite von SGL 5

1 .2, 0/[.20R(r) 1 . .8 ( 8@(6)) 2m,r’sin’g [ ¢ 5
——sin"0 —— + 0 =5 7 + +E |=
R(r)Sln ar(r 0 G)(H)Sm 26 \>"” "0 72 Ame,r ™

abhdngigvonR (r) abhéngigvon®(0) abhdingig vonr
16st man nach dem vom r abhdngigen Term auf. Das ergibt
1 .2, 0 (20R(r)) 2mrisin’0( ¢ . 1 .5 ( a®(9))
0— + , +E |=m;— 0 =5 0
R(r)Sln ar(r or n’ Ame,r i @(H)Sm 26 \*"" 30

Man dividiert noch durch sin’6

1 5[ 20R(r)\ 2mr*[ ¢ m; 1 P ( _ a(a(g))
~ E |= - = 0 =:1(1+1
R(r) ar(r or * K2 4Jreor+ sin’g ©(0)sing 90 Y50 (1+1)

Da die beiden Seiten von verschiedenen Variablen abhdngen (r bzw. #) , miissen sie konstant

sein. Diese Konstante werde wieder vorblickend mit 1 (I+1) bezeichnet.

Die linke Seite ergibt: —I(I1+1)=0

2 2
1 & rzﬁR(r) +2m(,r e g
R(r)or or # \dme,r




R
Mit (Zr ) multipliziert:
r

2
1o r28R(r> +2me € _+E
r?or or n* \dme,r

erweitert, ergibt die DG fiir die Radialkomponente : R(r)

2
R(r)—l(l+1)R(2r):0 den letzten Term ;e mit
r

2 2 2
%—5 rZaR(r) + nzle € +E—l<l+1>zi R(r)=0
r°or or B \dme,r 2m,r
2
. . m, 1 o | .. 59(3) _ .
und die rechte Seite sinZH_Q(H)SiHH@(SmQ =0 —I(I+1)=0 mit

©(#) multipliziert ergibt das die DG fiir die Polarkomponente ©(6) der Wellenfunktion v :

1 o (. 66(6)) m;
Sing 8—0(51[16 50 + l(l+1)— >

©(6)=0 oder nach Ausdifferenzierung

sin” @
0°0(6) 20(0) m;
+cot@d- +(I([+1)———— |®(0)=0
06° 00 ( ) sin’ @ ( )

Die normierte Losung dieser DG lautet (ohne Herleitung):

@(9):\/(”1).7("‘”1")’ P"(cosf)=:0

2’1 +|m\)’ I'm () mitden Legendrepolynomen
1/: >

1
P(cosf)= ILLI (cos’0—1)" und den zugeordneten Legendrepolynome
2'1! (6cosb)

m|
PT’(COSH)=|(sinH)||m’|671|m| P/(cos)
(0cosd)™!

Damit die (nicht-singuldren) Losungen existieren, muss fiir die Quantenzahlen gelten:

IEN, meZ |m|<I .



®,,,(0) ist Eigenfunktion des Quadrats des Drehimpulsoperators L* mit dem Eigenwert

I(1+1)%* , ebenso w(r,0,¢p)

Hierzu geht man von der SGL 2 aus:

_hz 0 0 iz ez
—(rz—)+2m . 1/;(r,49,cp)—4”€ rw(r,6,<p)=Ew(r,6,<p) und multipliziert mit
0

e

-2m,r’ o /(.20 2m,r’ e’ iz .
T E(r E)-F H E+4.7'L’€0r I/J(r’e’(p):?I//(rﬁ,cﬂ) wieder

Produkizerlegung der Wellenfunktion mit v (r,0,¢)=R(r)®,, (0)®, (¢)=R(r)Y, (6,¢)

in obige SGL eingesetzt und Division durch y(r,6,¢)=R(r)Y, . (6,¢)

1 (20R()) 2mrt () L'y, ,(6,¢)
R(r) or K> 4mer)| Y,,(0,0) H

Beide Seiten sind von verschiedenen Variablen abhéngig, so dass wieder Konstanz herrscht und
zwar I(1+1) , vgl. Seite 49 oben.

L'y, (6,¢)

Das heifSt aber fiir die rechte Seite: o

=I(l+1) oder
YI,m,(B:(p) ( )

A

'Y, (6,¢)=h"1(1+1)Y,,(6,¢) bzw.mit R(r) multipliziert:

A

L*y(r,0,¢)=#1(1+1)y(r,0,¢) da R(r) Konstante bzgl. L* .

Also bestimmt die Quantenzahl 1 die Eigenwerte von L* und damit die Werte, die der
Erwartungswert der Observablen L? annehmen kann. Man bezeichnet daher 1 als die
Drehimpulsquantenzahl (oder Bahnquantenzahl oder auch Nebenquantenzahl)



I m, P (cos8)] P"(cos@) ©,,,(6)
0[0 1 1 1
V2
110 cosf cosf 3
1;'5-:056'
1| +1 cosf sin & V3
—sin &
2
2|0 l{3.;.;.52£s'—1] l':'3-:|:|sze‘5'—1'| V10 2 '
> ) 5 - 7 [3cos @—1]
2|x1 %iﬁcuszﬁ—l] 3/sin 8| cos@ %v’ﬁhinﬁ'lcusﬂ

Fiir | = 0 fithrt man auch den Namen s-Orbital (s fiir sharp bei den Spektrallinien)

Firl=1 p-Orbital (p fiir principal)
Firl=2 d-Orbital (d fiir diffuse)
Firl=3 f-Orbital (f fiir fundamental)

Nimmt man die beiden Losungsfunktionen @, (¢ ) und ©, , (f) zusammen, so hat man in deren

Produkt die Losung des winkelabhingigen Anteils der Wellenfunktion o (r,0,¢)

©,,(0)®, (@)=Y, (0,¢) ,der sogenannten Kugelfunktion, die die Form des Orbitals

: 1 1, (I=m])! m im@
LY, (0,0)=—— (1+2) 2T pMicosp)e™
bestimmt: Y, (6,¢) 27‘[\/( +2) mp) (cosB)e



['|m | P,lcos8) P|'(cos8) 0,,6) Y .60,0)
0|0 1 1 1 1
3 277
110 cosd cosf iiémsg V3 cosf
\ 2V
1| =1 |cosf sin & Esmﬁ' x::3_sm Ge™'?
\"2.;'1
210
i"-31::::521’5"—1] ll"3-21:152!‘5'—11 V10, ’ ' V5 2 '
2,_ | 2-_ / 2 13 cos 5—1| 13 cos 19—1|
ll’ . — | .
2| +1 5'.3-:0526'—1 3lsin 8| cos @ %{15 sin 8| cos@ %1{;—5|sin 6 cos@e=®
I’T

Bevor die Losung fiir die radiale Komponente hergeleitet wird, sollen die Ergebnisse
fiir den Bahndrehimpuls zusammengestellt und veranschaulicht werden.

Beide Quantenzahlen [ und m; beziehen sich auf den Bahndrehimpuls des Elektrons.
Es gilt: m=-1,—-1+1,...,0,...,1—-1,1
I€IN, ist die Quantenzahl des Quadrats des Drehimpulsoperators.
m,€Z ist die Quantenzahl der z-Komponente L, des Drehimpulsoperators.
Ist das System in einem Eigenzustand, dann gilt (L*)=#°1(I+1) und (L,)=m#
Der Betrag des Bahndrehimpulsvektors ist |L|=7# \/m: m , seine Richtung wird durch

die magnetische Quantenzahl m,€Z angegeben.



Drehimpulsvektoren in Bezug zur z-Achse:

Die Richtung des Drehimpulsvektors ist in Bezug auf die z-Achse gequantelt.
Bei gegebenem | gibt es genau 2 1 +1 ganzzahlige Werte fiir m;
Der Vektor L kann jedoch nie auf der z-Achse liegen, da fiir den Neigungswinkel zur z-Achse gilt:

m,

VI(1+1)

cosf = . m; kann nicht i\/l(l+1) werden fiir [#0

Fiir 1 = 0 ist auch m; = 0 wegen |m|<I€N, und daher |L|=0 .

Ré&umlich sieht die Quantelung folgendermalen aus (fiir 1 = 2):




Der Drehimpulsvektor L liegt innerhalb einer Kugel mit Radius |L|=#+I(1+1) .

Die magnetische Quantenzahl m, bestimmt die z-Komponente L, zu #m, und beschrdnkt den

Aufenthaltsort des Drehimpulsvektors auf die entsprechende Kegelflache. Man kann aber nicht
sagen, wo sich der Vektor auf dieser Kegelflache befindet.

Bilder der Formen von Orbitalen erhélt man, indem man das Betragsquadrat |Y, , (6,¢ )|2

der Kugelfunktion fiir jeden Wert der beiden Winkel berechnet und in ein zweidimensionales bzw.
dreidimensionales Koordinatensystem eintrdgt. Das Bild veranschaulicht die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons.

. &
2D: |
3D: '
®— f
/.” -
s—Orbital(1=0,m,=0)(Kugel) T}~ Grpital(i=1,m,=0)| ' p—Orbital(i=1,m,=1)(Torus)
2 1 T 3 5
= —r — - S T
Ya,m“?"ﬁ - 0,08 Yl.lmig,(é‘” T cos @ |Y|. mm,fp]r:ﬁsm_ﬁ
2D:
3D:
#'}’
d —Orbital(1=2,m,=0) d—Orbital(1=2,m=1) d—Orbital(1=2,m,;=2)
|Y, 16’,-::?’![2: 2 (3cos’6—1) |Y, [&G‘-]’zzicosz@singﬁ ¥)m (€ Qci’z: 15 un'e
o 1671 £ 8= TR 2



Nun zur radialen Komponente: Man geht von der Differentialgleichung fiir die Radialkomponente
aus:

R(r)=0

_liirgaRu)+2me e’ +E_lU+Dh2
2 or or 2 \4me,r 2m,r’

Man definiert eine neue Funktion P(r):=rR(r) und setzt sie in die obige DG ein:

oLp(r)

19|21 2m,[ ¢’ I(1+1)r% | 1
=9 + +E— —P(r)=0
r’or "o K (4Jr€0r 2m,r* |r (r)

differenziert aus und multipliziert mit r:

St +E— P(r)=0

aﬁ%ﬂ+2me e 1(1+1) R
4me,r 2m,r

Eine aufwéndige Rechnung (siehe Anhang) ergibt eine radiale Quantenzahl N, die eine
Normierungsbedingung erfiillt. Mit n=N+I[+1 wird die Hauptquantenzahl bezeichnet, die die

(diskreten) Energiewerte E =—E, 1. nelN ergibt mit

2 b
n
m, e’
E,= m ~13,6eV , der Rydberg-Energie. Dieses Ergebnis entspricht genau dem
o€
Bohrschen Atommodell.

Bei festem n kann die Bahndrehimpulsquantenzahl die Werte [=0,1,2,...,n—1 annehmen.
Dazujedem1 21 +1 Werte der magnetischen Quantenzahl méglich sind, ergibt sich der Grad

n—1

Z 21+1=n" der ,Entartung” der Energiewerte E,. Das heiRt, dass jeweils n? verschiedene
1=0

Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms existieren, charakterisiert durch die Quantenzahlenn, 1, m,
mit derselben Energie E,.



n |l m, E, Entartung
1 0 (s) 0 E, 1-fach

2 0 (s) 0 E, 4-fach

2 1(p) -1,0,1 E, 4-fach

3 0 (s) 0 E, 9-fach

3 1(p) -1,0,1 E, 9-fach

3 |2(d) 2,-1,0,1,2 E,  |9-fach

4 0 (s) 0 E, 16-fach
4 |1(p) -1,0,1 E, 16-fach
4 |20 2,-1,0,1,2 E, |16-fach
4 3P 3,-2,-1,0,1,2,3 E, |16-fach
n |0,..,n-1]-1,...,-1,0,1,...,1 E, n* —fach

Die radiale Funktion ergibt sich nach weiterer Rechnung zu

R<r)=—( (n-1-1): )( ? )( 2 )Ie;“r“Lii*f(ﬂ)=:R,,,,(r)

2n((n+1)!)7] \na,) \na, nd,
. “'Jffoh2 -10 Lo
wobei a,:=———~0,529177-10 "m der Bohrsche Radius ist und
m,e
Ls(x)':rz_f (1) (r!) x"* die zugeordneten Laguerre-Polynome sind
S k!(k+s)!(r—k—s)! '

Die Tabelle gibt einen Uberblick iiber einige Werte des Laquerre-Poynoms:






R, ,(r)[10°m®™]

I\
\

-0,6

Nachfolgend die Graphen der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten |Rn’ ,(r)\2 r'dr :

20

0,6

20

n=1,1=0

¥ r[u.]]

rlay]

RE.D R3.: 1 RE.:E
e
._'7\77 ] B
n=3,I1=0 n=3,l==1 n=3,i=2

Der Faktor e der Radialfunktion R, ,(r) bewirkt, dass die Funktion gegen Null geht, wenn r
gegen Unendlich, d.h. die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons strebt fiir grole Abstande

vom Kern gegen Null.

Fiir das s-Orbital (1 = 0) ist die Radialfunktion im Ursprung (im Kern) am gro8ten. D.h. die
ist dort maximal.

Wahrscheinlichkeitsdichte |R, ,(r)f

Fiir alle anderen Orbitale (I>1) ist R, ,(r) im Kern Null, wegen ( 2r
’ na,

die Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. das Elektron wird sich dort nicht aufhalten.

R,,(r) hat N=n—I—-1 Nullstellen, die Knotenpunkten (nodes) in der

Aufenthaltswahrscheinlichkeit entsprechen (siehe obere bzw. untere Graphen).

1
) =0 und damit auch



n |l [n-1-] R, r

R,,(r)
R, lr)
R,,(r]
Ry, lr)
R,,lr)

[ S5 I S R S B S S
MNo= O = O O
L B N L R s R

1s 2s 3s

Die erste Zahl steht fiir n. In weillen Bereichen (Knotenpunkten) hélt sich das Elektron nicht auf.
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |y, ,,m[(r,0,¢)|2 dv , das Elektron im Volumenelement 4v

am Ort (r,0,¢) anzutreffen, ist gegeben durch

Vi (10,0 dV=IR, (r]|Y, (6,0 dpsin6d6r’dr

Die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit ergibt sich durch Integration iiber ¢ und ¢
Sie ist die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Intervall dr in einem Abstand r vom Kern zu finden.

Da die Funktionen Y,,(¢,¢) normiert sind, ist sie gegeben durch |R, (r)]'r*dr

Tabelle: die Eigenfunktionen wn,,,m,(r, 0,p) des Wasserstoffatoms fiir n=1, 2, 3



Orbitalform

Orbital |p m, R, (r)Y, (6,0)=w,,,(r.0,0)
1s [t jojo [frf T 1 _1(1} %
a, 2o v ax
1 (1) = 1 1 s %
2s |2 |0]o (L, )2 wn & AL RS
22\ a, _ ay 2vir 4+427x o ay
2p0 |2 |10 Br =43 > T T
po 1.— i L 3 oy 1_ i€ i T
26 ay) a, NTT 42x\ay| g
9 . = 5 o 3o =5 0
2P—]-' 1|2 1 1_ i jLEEG. \__ Sil]ge_m:—l L TLEZG'; Sillge_m?
2v6lay) ag 227 8vrl\ay) a,
35 |3 |00 i3 A ; L=
2 |LP o g8 LB, AR P e _p Ll 27-18—+2L|™®
81+v3 .a[:. aD QD 27 81v3x ao ﬂo ao
3 3 (110 V2 [1}s \ = 43 [2 ; T
e 2\2_ L"FL G—L e’ 3 cosf = 42 LIL . e " cos@
81v3lay) ag\  q 2 8l
3 3 =
3p14 |3 = 2\2_ i 5L L P \3_5111199
8143 _aD ay ay Vad
3o [3 |2]0 22 (1% r V3 5 (, 2
LN i Pt P e
81v15\a, ) | g
3das |3 1| 242 {1\ r V¥ = V15 4
\.— =i E s \,_Jcosfi'sinﬁe_ ¢
8115 .aD .aD Vo U
3d2 |3 2] AT AV e ¥ o 18 g
242 2\.'2_ i T T 3% 2 sin@ &2 =
81v1 .ao .ao V32
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Ende des Beispiels zur Wellenfunktion.

Verandert sich ein System, notiert man den verdnderlichen Zustand mit |z/; (t)> , der sich aus dem
Zustand |1/) (O)> zur Zeit t=0 durch die Anwendung eines linearen Operators U (t) ergibt:

ly(t))=U(t)]p(0)) (*). U nennt man sinngeméR den Zeitentwicklungsoperator.

U(0)=1 ,daaus |p(0))=U(0)[w(0)) U(0)=1 folgt.

Dann soll die Wahrscheinlichkeitsnormierung ||y||= f lp (x)’dx=1 , die Unitaritit, iiber die

RR?

Zeit erhalten bleiben: ||y (t)||=|lw (0)||[=1 , d.h. es sollte gelten: %HI/JH:O

Setzt man (*) in die Schrodinger-Gleichung Hp (t)=i# %1/} (t) 2*ein, erhdlt man
t)|w(0)>:ih£U(t)\z/)(O)> oder ﬁu(r):m%mo oder %U(t)z—%ﬁU(t)

0 0 _. R n 0 _- n _LHt
U(t)=>, i,UW(o)t”:Z:ni (7H) U(O):Z:ni(7 )—e h und damit wegen

24 Der Hamiltonoperator ist als zeitunabhéngig vorausgesetzt.



Demnachist U (t)=e =e ,da H hermitesch und also

~Ht ZLHe 0 . _
=e =1 ,d.h. Uist,unitar”.

Damit gilt wegen (v(t)|=(y(0)|U" :

(0w (0)=(w (0)|U(6)U(1)|y(0))=(w (0] (0)) und damit weiter

ly (6)|=V ()] (£))=V (g (0)]y (0))=|ly (0)|=1 , d.h. die Erhaltung der Unitarit.

Damit bleiben auch orthogonale Zusténde iiber die Zeit erhalten, aber auch die Beziehung zwischen
Zustanden allgemein:

(xlyl=(xl1ly)=x|U"Uly)=(Ux|Uy) ,da (xU"|=(Ux| .

Wihlt man anstatt den Zeitpunkt t=0 allgemeiner einen anfinglichen Zeitpunkt t=t, , so sieht
die Gleichung fiir die Zeitentwicklung |y (t))=U(t)[y(0)) von t,>t folgendermaRen aus:

[w(6))=U (¢, 60)[w(t)) ).

Die Propagatoreigenschaft U(t,t,)=U(t,t')U(t',t,) lasst sich dann direkt aus der Gleichung
(**) herleiten:

Esistmit t,=t' |yp(t))=U(t,t")|y(t")) undmit e=¢'  |y(c"))=U(t",t)|w(t))=

w(t))=U(Le)U (e t)w(t)) = Ul t)=U(e ) U (e t)

laut (**) U(t, t,)

[w(0))=U(t,t)

. . —iHuﬂJ
Der Zeitentwicklungsoperator lautet dann U (t,t,)=e "

Die Matrixelemente von U: (x|U (t,t,) |x0> heilen Schrddinger-Propagator (auch Kern oder
Greensche Funktion genannt).

Er gibt die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir ein Teilchen an (das sich zum Zeitpunkt t, am Ort
X, befand) zur Zeit t am Ort x zu finden.

Wie entwickelt sich der Erwartungswert (y(t)|Oly (t)) einer Observablen O bzw. des Operators
O , der selbst zeitunabhiingig ist, mit der Zeit auf der Basis der Schrodinger Gleichung?



Ol () ™= Ly (0] - Ofy(0))+{y(c) - LOlw(t)=

Olpl+wto)] - 0 lo)=( (o]

O zeitunabhingig ist. Die Schrodingergleichung % |w>:—%ﬁ |y) bzw. %(w:\; TI)I% H

(Hamiltonoperator ist hermitesch) in die Produktregel eingesetzt, ergibt:

A

Liy(e)olwe)=lwlo5H - O

A

w(t))+w ()] - O

- 1 Fa Linearitit von O
()

i[A,B] : (i[A,B]]=—ilAB—BAJ =—i((AB) —(BA)')=—i(B'A"-A"B')=
=—i(BA—AB)=i(AB-BA)=i[A,B]

Das klassische Pendant zum Kommutator ist die Poissonklammer:

{A,B}»>—+[A,B] .

Die Poissonklammer wurde (durch Poisson) definiertals {A,B}= Z 0AOB_0AOB , wobei
T 0q, 0p; 0p,0q;

1

A und B Funktionen des Phasenraums sind: A=A(q,,...,q,,p;,.-..p,)=A(q,p)=A(q,, p,)

B=Bl(q,,....q,,P1--» P,)=B(q,p)=Bl(q;,p;) .



0H

Sind die Hamilton-Gleichungen Z—ZI:q ., und E:— p, erfilltundist B=H undA wie

i i

angegeben nicht explizit zeitabhédngig (aa—'?z 0) so gilt:

dA(q,p)_; _ Z(@A. p) Z(@A@H_@A@H (A
1 apl - s ’

dt 0q, 0q, 0p; 0p;0q;
dh. La={A H} (».
dt

l<[(A),I:I]>l/,([) . Ersetzt man in (*) {A, H}>—L[A,H] undA

. d /A
Im Vergleich: E<O>l"m:_ 7

durch den Operator A , erhilt man 12\ —7 [A, H | und beriicksichtigt man noch, dass die

Q~|Q_‘

Werte einer Observablen A in der klassischen Mechanik stets Mittelwerte (A) sind, kann man
auch schreiben %<A>=—% [A,H] und hat den quantenmechanischen Fall.

Im Gegensatz zur Quantenmechanik sind die Produkte (Hintereinanderausfiihrungen) zweier
Observablen AB=BA stets vertauschbar, d.h. der Kommutator ist hier Null.

In der Hamilton-Mechanik gilt die Relation zwischen den Koordinaten und den konjugierten

(1); I;J (*), im Gegensatz zum normalen Ort und Impuls, wo fiir
N E

Impulsen: {qi:pj}zéij:[
die Zahlen q; und p; immer gilt q;p;=p;q; .

Die Gleichung (*) folgt aus:

8q, 0p, 0gq, dp,
{q,,p,} Z( q p} d pj)zzk:(éikéjk_O):éij

0q, Opx Opy 0q,

Fiihrt man in der Hamiltonform die Operatoren ¢, p; ein und ersetzt wie oben

{.,.}9—%[.,.] , erhilt man {qi,pj}=5,-j->—;lz;[ﬁ,-,l5j]=5n oder

U]

die kanonischen Vertauschungsrelationen [q;, p;|=i%J;; .



Ist i#j ,sokommutieren ¢, und p; ,abernicht ¢, und p, , es gilt vielmehr:
q;p:i—p:q;=ih , was zwar dulert klein ist, aber eben nicht Null. Lisst man sozusagen #-0

streben, so geht die Quantenmechanik hier in die klassische Mechanik tiber.

Die Gleichung %<©>y,(t)=—% (0,8 ]>w(t) besagt auch, dass der Erwartungswert von O

erhalten bleibt, wenn O mit dem Hamiltonoperator H kommutiert, wenn also gilt

e

[O0,H]=0 .

Gilt das ( Induktionsanfang: IA), dann gilt sogar: [O", H]=0 , denn mit
O"H=HO" (Induktionsvoraussetzung: IV) gilt:

)I

Es gilt dann sogar fiir jede ,,normale Funktion f(O) : [f(O), H]=0 , weil jede normale

A A

O(HO"=(O0H)O"£(H0)0" , also O™ A=H0™" und damit [O'Aﬁl,ﬁ]:O :

<

r

o(0"

Funktion sich approximieren ldsst iiber Taylorpolynome.

Denn der Kommutator ist linear: [¢ A+B B,C|l=a|A,C|+S|B,C]

Also: kommutiert O mit H , dann bleibt der Erwartungswert von f (@) erhalten.

Das ist, was man unter Erhaltung in der Quantenmechanik meint.

Insbesondere gilt natiirlich [H, H]=0 , also bleibt der Erwartungswert der Energie in der

Quantenmechanik erhalten.

Es werde nun der Spin (etwa eines Elektrons) in einem Magnetfeld betrachtet. Wie sieht der
Hamilton-Operator dafiir aus? Sei B=(B,,B, B,) der Vektor des magnetischen Feldes. Die

Komponenten des Spins seien o,,0,,0, .

Der klassische Spin, der Eigendrehimpuls L eines rotierendes geladenes Teilchen im Magnetfeld B,
hat eine Energie H, die abhdngig ist von seiner Orientierung zum Magnetfeld:

HxB-L

Sei der Einfachheit halber
B=(0,0.B,)



Damit ist H proportional zu L. Fasst man alle Konstanten zu einer einzigen @ zusammen,
erhdlt man die Gleichung H=wlL,

Da die Ableitung jeder Grofle die Poissonklammer dieser GrofSe mit der Hamiltonfunktion ist:

%LZ:{ L,H} und %LXZ{LX,H} und %Ly:{Ly,H} . Mit obiger Gleichung ergibt
d . _ . . . d . _
das ELZ—W{Lz:Lz} da Poissonklammer linear ist, EL"_W{ L.,L,} und
d, _
Lm0l L, L)

Da fiir jede GroBe A { A,A}=0 ,ist %LZZO und demnach L, konstant.

Fiir die Komponenten des Drehimpulses L gilt weiter:

{L,,L,}=—L,und { L,,L,}=L,
und also

d . _ d _
ELX__CU L, und ELy—a} L,

Dies ist die Gleichung eines Vektors, der in der x,y-Ebene mit der Winkelfrequenz
um den Ursprung rotiert. L prazediert also um das Magnetfeld.

Quantenmechanisch ist die Energie H proportional zum Skalarprodukt des Spinvektors mit dem
Magnetfeldvektor:
Hxo,B,+0 B +0,B,



Sei das Magnetfeld wieder parallel zur z-Achse orientiert, dann gilt Hoco, B,

Es werden wieder die Konstanten zusammengefasst zu % bis auf die reduzierte Plancksche

Konstante: H= hTa) o

z

Wie verdndert sich nun der Erwartungswert des Spins mit der Zeit?

_1

Wegen i<@>u,(,>: ([0, H]), gelten:

dt h
Lo, = o i) s Lo =—fllo i) 5 Lo, =—fllo, i) undmi
=",
2
d _—iw d —iw d, _ _—iw
E(\ z) 7 <[Gz’az]> D dt(\ x) D) <[ X’Gz]> P TARNE? D) <[Gy’az]>

wegen der Linearitdt des Kommutators und des Erwartungswertes.

Auf Seite 36 habe ich gezeigt, dass [o,,0,]=-2i0, ; [0,,0,]=2i0, , auRerdem ist

d d d ,
[0,,0,]=0 . Also gelten: E{'GZ:):O S g ONET@(0,) 5 (o,)=w 0y

Vergleicht man das mit iLZ =0 und d L=-—wL, und iL =wL, ,sosieht das sehr dhnlich
dt dt Y dat

aus. Die Komponenten des Drehimpulses L miissen nur ersetzt werden durch die Erwartungswerte
der Spinkomponenten. Die Deterministik im Klassischen weicht den probabilistischen
Erwartungswerten. In der klassischen Mechanik préazedieren die x- und y-Komponenten des
Drehimpulses, in der Quantenmechanik ist das nicht der Fall, die Messungen der beiden
Spinkomponenten werden immer die Werte 1 und -1 ergeben, nur die Wahrscheinlichkeiten dafiir
variieren durch die Prdzession.

Nun soll die Schrodingergleichung fiir die Spinzustdnde bestimmt und geldst werden.

Fiir das Magnetfeld von oben (in z-Richtung ausgerichtet) ergab der Hamiltonoperator

=",
2



Die Schrodingergleichung lautet also H |1/J>:ih%|w> oder H |w)=E|y) dader

Hamiltonoperator der Energieoperator ist. Also hTa) o,ly)=Ey)

Die Basis sei |u),|d) .Da o ,|y)==[y) mitden Eigenvektoren |y)=|u) bzw. [y)=|d)

folgt hTa)oZWj,»:ihTwW;\ mit den Eigenenergien Euthw bzw. Ed:_hTa)

mit den gleichen Eigenvektoren |y)=|u) bzw. |y)=|d)
Fiir Spins in beliebigen Richtungen ist der Hamiltonoperator H tha) o, mit

n

o :( n, n—in,

nc+in,  —n,
sinf cos @
Gibt man den Vektor, in dessen Richtung gemessen wird mit n=| sin 4 sin @ | an,soist
cos 6
o= M n,—iny,|_ cosf sin 6 cos ¢ —isinf sin @
" \ngtin, —n, sin® cos @+isin O sin @ —cosf
Die Schrodingergleichung lautet dann:
L N B ] A
2 2 \n+in, —n,
i cosf siné cos ¢ —isin @ sin ‘ .
= O 4 Y =Ely) .
2 \sin6f cos@+isinf sin ¢ —cos 6
Da die Eigenwerte der Gleichung | . COS_H_ ) sin® cos ¢ —isin f'sin ¢ ly)=Aly)
sin @ cos @ +isin# sin ¢ —cos 6 ’
cos & e'’sin?
die Werte A=+1 besitzt mit den resp. Eigenvektoren |y,)= 2 | bzw. |¥,)= 2
ip ;6O 0
e’sin> —cos—

(siehe Seite 31), gilt nach Multiplikation mit hTa) :



ho cos® sinf cos ¢ —isin 6 sin @
2 \sin# cos @ +isin® sin @ —cos 6

)I%F—Iwﬁ und

+ho

h_a)( cost 51n49cosq0—151n0smqp)WZF—Zw W) ,dh E= o

2 \sinf cos@+isinf sin ¢ —cos 0

Hat man nun alle Eigenvektoren |E k> , konnen diese verwendet werden als ONBasis des
zugehorigen Hilbertraums. Wie entwickelt sich der Zustandsvektor ‘1/1 (t)) zeitlich?

Zunichst kann man ihn in der ONBasis darstellen: [y)=) a, |E k> (1) und da die Basis zeitstabil
ist, miissen die Koeffizienten zeitabhingig sein: «,=a,(t) und also
()= a,(t)|E,) (19 und [9(t))=2 a,(t)|E,) (2).(1)und (2) werde in die

Schrodingergleichung |1}J(t)>:—%lfl|w(t)> eingesetzt: de(t)‘Ek>=—%ﬁIZ a,(t)|E,) und

da der Hamiltonoperator linear ist, gilt: dk(t)|Ek>=—%z a,(t)H|E,)

Sind A, die Eigenwerte zu den Basisvektoren ‘E k> , 50 ldsst sich obige Gleichung umschreiben

Z dk(t)|Ek>:_%z O‘k(t)lk|Ek> oder

Z(O&k(t)+%kkak(t))|Ek>=0

und da die Basisvektoren |E,} linear unabhéngig sind, gilt: o, (t)+%kk a,(t)=0 oder

G, (6)=—F A, (t)

_LA t
Die Losung dieses einfachen Satzes von k DGL ist: «a, (t)=c,(0)e " * (3) und damit ist (1°):

—Lﬂ.kt

ly(t))=2 a(0)e "

k

[Ey)

Bildet man das Skalarprodukt <Ek‘w (O)>=<Ek‘ Z a,(0) Ek>=ak(0) , S0 sieht man, dass
k



i
__A’k
|1/J(t)>:zk:<Ek‘1p(0)>e h t‘Ek> oder schlieRlich

Susskind gibt ein praktisches Rezept an, wie man diesen ,,Schrodinger Ket“ aufbauen kann. Ich
libersetze:

1. Hamiltonoperator H : Leite ihn her, vermute ihn, leih ihn dir oder stehle 1hn13:3:
2. Pripariere einen Anfangszustand [1(0))
3. Leite aus der zeitunabhangige Schrédingergleichung  H ‘E k>:/1k‘E k>

die Eigenwerte A, und die dazugehorigen Eigenvektoren |E k> her.

4. Leite aus dem Anfangszustand |z/; (0)) und den Eigenvektoren ‘E k> die Anfangskoeffizienten
,(0)=(E,|y(0)) her.

5. Stelle den Anfangszustand mit Hilfe dieser Anfangskoeffizienten und der Eigenvektoren dar:
M%ODIEQGAOHEA

6. Ersetze in 5. «,(0) durch «,(t) , um die Zeitabhangigkeit zu erhalten, sodass

|1/’(t)>=§ ak(t)‘Ek>

— At — Lt
7. Ersetze «,(t) durch «,(0)e wegen (3) «,(t)=a,(0)e und erhalte so

i

[v(6))=2 ay(0)e ”

Ayt
B

8. Nach Geschmack wiirzen

Man kann damit die Wahrscheinlichkeiten fiir jedes mogliche Ergebnis eines Experiments als
Funktion der Zeit vorhersagen und nicht nur fiir Energiemessungen.



Sei M eine Observable mit den Eigenwerten u, und den dazugehorigen Eigenvektoren |u,) ,
dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis u

P (t)=|ulw (0)f
Das soll an einem Beispiel durchgerechnet werden.

. . o o . r_Wh
1. Gegeben ist wieder ein einzelner Spin mit dem Hamiltonoperator H == o,

2. Der Anfangszustand sei gegeben durch ‘1/)(0)>:|u>

Nach der Zeit t wird durch ein Experiment die Spinkomponente o, gemessen.
Was sind die moglichen Ergebnisse und welche Wahrscheinlichkeiten haben sie?

3. lﬁI|Ek>=)Lk‘Ek> Diese Gleichung wurde Seite 72 geldst mit )lehTwu d AZ:%
und den beiden zugehérigen Eigenvektoren |E1>=|u> und |E2>=|d ).
4. ak(O)=<Ek|w(0)> : a1(0)2<u|u>:1 und a2(0)2<d|u>:0
5. [(0))=2 e, (0)|E) = [w(0))=|u)
k
6. [w(t))=c (0)lu)=1u)
A
7. Jplt)=1luj=e " ? fuj=e * |u)
LI

Man sieht hier, dass der Zustandsvektor sich nicht dndert. Denn der Phasenfaktor e 2 mit der

—wt . . C . . .
Phase ¢ :T verdndert den Zustandsvektor nicht, er ist immer noch normiert und immer noch

mit |u) physikalisch identisch, dem gleichen Eigenvektor von ¢, bzw. H :wThaz .

Aber selbst wenn er sich in einem anderen Beispiel verdndern sollte, so ist die Entwicklung
deterministisch. Wird der Messapparat aber jetzt so eingestellt, dass er die y-Komponente des Spins
erfassen kann, so ist ungewiss, ob er ,,in“ oder ,,out” zum Resultat hat. Dass die
Wahrscheinlichkeiten gleich sind (wie auch ohne Zeitentwicklung) zeigt die folgende Rechnung:

M=o, hatdie Eigenwerte u;=1 und u,=—1 mit den Eigenvektoren



. 2 2
- > N - > |
1 1 ot 1
P (0= ule 2 u =<§|u>+ﬁd>e2 | = e =2
ia)t >2 iw[ >2 —-i |2
Y 1 i D) 1 ot 1
P, (t)=|m,le * u =<E|U>—%|d>e *u 2‘592 =5

Die Messung wird also mit der Wahrscheinlichkeit %2 ,,in“ ergeben und der Zustand ist dann in
|u,) oder mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ,,out in dem neuen Zustand |u,) .

Driickt man den gegenwartigen Zustand |u) in der Basis |i),|o) aus mit
|u) Z%JEH >+% \/§\o> so wird die Uberlagerung des up-Zustandes in entweder |i) oder

lo) ,kollabieren®.

Was geschieht dabei? Ich meine, dass Schrédinger und de Broglie nicht falsch lagen mit ihrer
Interpretation einer ,,realen“ Welleneigenschaft.

Was geschieht etwa im Doppelspaltexperiment? Sobald ein Photon oder ein Elektron ausgesendet
wird, ist es ein Komplex virtueller Photonen, die sozusagen der Trager einer Welle sind, einer
Dichtewelle, die im Quantenvakuum (zundchst aus virtuellen Photonen bestehend) propagiert.

Die virtuellen Photonen schliefen sich bei einer gewissen Dichte (Dichteschwelle) zu einem realen
Photon zusammen. Ein Messvorgang (bspw. am Schirm) ist eine Interaktion, in der die
Dichteschwelle dort tiberschritten wird wo die die hochste Dichte der Welle sich befindet und sich
dort das reale Photon manifestiert. Im Doppelspalt wird die Welle geteilt und tiberlagert sich wieder
nach dem Spalt, so dass sich die typischen Interferenzstreifen ergeben. Wird jedoch an einem Spalt
ein Messapparat angebracht, um festzustellen welchen Weg das reale Photon nimmt (es nimmt gar
keinen Weg, da es dort nicht existiert!), so wird das reale Photon durch diesen Messvorgang
allererst punktuell erzeugt, um danach wieder in einer Welle virtueller Photonen zu propagieren und
am Schirm klassisch zu erscheinen.

Beim Spin verhilt er sich dhnlich. Ein realer Spin ist eine Uberlagerung, d.h. ein Komplex von
Spins virtueller Photonen, die sich bei der Messung zu einem dem Messapparat entsprechenden
realen und eindeutigen Spin manifestieren.

Dass die Zeitentwicklung deterministisch erscheint, ist eine Folge des empiristischen Gesetzes der
grollen Zahlen, wie alle empirischen Gesetze. Der grundlegende Zufall liegt im Quantenvakuum,
oder wenn man es lieber mit Feynman ausdriicken will: ein (virtuelles) Photon macht, was es will,



es ist frei. Deswegen ist bei genauerer Betrachtung auch der Erwartungswert einer Observablen,
d.h. der Mittelwert (wie auch in der klassischen Physik) die entscheidende empirische Groe und
nicht ein exakter Einzelwert, den es empirisch® nicht gibt.

Susskind schreibt zu dieser Problematik: ,,It raises a question: Shouldn’t the act of measurement
itself be described by the laws of quantum mechanics?“*® Und beantwortet die Frage mit ja.

Ich stimme dem zu, wenn er die (Entwicklungs-)Gesetze der Quantenmechanik nicht
deterministisch sieht (wie er es tut), aber nur als die oben genannten Gesetze der groen Zahlen, die
nur im Grenzwert deterministisch aussehen. Der Zufall tritt nicht bei der Messung ein, sondern liegt
bereits und bestimmend im Quantenvakuum.

Im Folgenden geht es um Systeme, die von mehreren Observablen abhéngen.

Ein einzelner Spin kann durch einen Operator bspw. ¢, {iber seine Eigenwerte klar bestimmt
werden. Ist der Zustand, etwa |u) klar durch Messung in z-Richtung, und soll die y-Richtung des
Spins durch o, des gleichen Teilchens bestimmt werden, so ist das schon moglich, aber dabei
geht die Information {iber den z-Spin wieder verloren. Das Teilchen hat diesbeziiglich kein
Gedachtnis, was sich dadurch ausdriickt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ,,up“ 50% ist und ebenso
fiir ,down“. Fiir die Impulsoperatoren verhélt es sich anders. Ist die z-Komponente des Impulses
durch Messung der Observablen p, festgestellt, so kann eine Messung der y-Komponente
festgestellt werden, ohne dass die Information bzgl. der z-Komponente zerstort wird. Beide
Messungen sind kompatibel. Das driickt sich mathematisch dadurch aus, dass die entsprechenden
Operatoren kommutieren:

A .2 0 A __ .2 O P e, e e e
=—ih =—ikh : = |- —|- || = =
p,=—1I P und p,=—i 2y [pz,py] lh&z( lhay) ( lhay)( lhaz)

2 2
-0 430 - , da die Reihenfolge der partialen Differenziation nach Schwarz
0z0Yy 0yoz
unerheblich ist.

Fiir die Spinkomponenten gilt das nicht, wie schon Seite 38 gezeigt wurde: [0,,0 |]=—-2i0,

Anders verhdlt es sich jedoch, wenn ein System mit zwei unabhdngigen Spins (etwa von zwei
Elektronen) gegeben ist.

Seien zwei unterscheidbare Elektronen mit ihren Spins gegeben (etwa an verschiedenen Ortern),
deren Spins unabhdngig voneinander gemessen werden kénnen.

Der Hilbertraum der Spins des ersten Elektrons sei mit J{, bezeichnet mit der Basis

B,={|u),,|d);} und der Raum der Spins des zweiten Elektrons sei mit J{, notiert mit seiner

25 Der existiert nur in der mathematischen Theorie.
26 Am Ende des 4. Kapitels ,,Time and Change“, S. 128, Quantum Mechanics, NY 2014.



Basis B,={|u),,|d),} .Diese Basisvektoren (sei ‘b1> ein beliebiger Basisvektor aus dem

ersten Zustandsraum und |b2> beliebiger Basisvektor des zweiten Raumes) kénnen nun
kombiniert werden iiber das kartesische Produkt

B,xB,={(|b,),

b,))Ib,)EB,,

b,)€B,}cH XH, .

Die geordneten Paare (|b,),|b,)) werden auch mit |b,,b,) bezeichnet.

In diesem speziellen Fall gibt es also vier solcher geordnete Paare:

u,d),

d,u),

B,XB,={ |u,u), d,d)}

Zu diesen vier geordneten Paaren gibt es einen vierdimensionalen Vektorraum JH,® JH, , genannt
Tensorproduktraum von JH, und JH, , dessen Basis eineindeutig auf diese vier

geordneten Paare abbildbar ist und die mit |b1>®|b2> bezeichnet werden: ‘bl,b2> <—>‘b1>®‘b2>

Alle Vektoren dieses Vektorraums lassen sich also als Linearkombinationen dieser vier Paare

darstellen: 3{,@3,={ y,,(ju)@lu))+y q(|u)ld)+y,(d)@|u)|+y,lld€ld)y, ,€C}

oder in Kurzschreibweise: H @ H,={ y,[u,u)+y q[u,d)+yld,u))+yld.d)/y, ,€C}

Ist |h1>:au\u>1+ad\d>1€f}(1 und |h2>:/3u\u>2+/3’d|d>2€f}f2 , SO nennt man

u3d>+adﬁu

d’u>+ad/5d

|h1>®|h2>:(au‘u>1+ad‘d>1)®(/3u|u>2+ﬁd‘d>2):au/3u U,U>+05u/5d d,d>

einen Produktzustand. Nicht jeder Zustand aus JH,® JH, lasst sich aber als Produktzustand

darstellen. Ein Produktzustand ist ist nur dann moglich, wenn die beiden Faktoren voneinander
komplett unabhéngig sind. Das trifft dann zu, wenn die Normalisierungsbedingungen separat gelten

a,a+a,a,=1 und f.B,+S,8,=1 .Ein Produktzustand hat zunéchst 8 reelle Parameter.

Aber durch die beiden Normalisierungsbedingungen werden sie um insgesamt zwei reduziert.
Reduziert man noch einen Phasenfaktor e'” pro Zustandsvektor:

—igp

A)=rfuj+r,e )

|A)=r e |u)+r,eu)=e

denn die physikalischen Eigenschaften (Normierung, Wahrscheinlichkeit und Erwartungswerte)
andern sich durch Multiplikation mit e ' nicht, so hat man letztlich nur noch 4 reelle Parameter.



Ist der Zustand aber kein Produktzustand, also y,,[u,u)+y 4(|u,d)+y 4 |d,u))+y uld.d)

mit der einen Normierungsbedingung y.. ¥ u+Y s w+ Y awY autYaaY =1 und der Reduktion

eines reellen Parameters durch den Phasenfaktor, so bleiben noch 6 reelle Parameter iibrig.
Man sieht, dass ein Zustand, der kein Produktzustand ist, mehr freie Parameter hat, oder anders
gesagt, er ist physikalisch gekoppelt oder wie Schrédinger sagte, verschrankt.

Das Kommutativgesetz gilt nicht, aber folgende Regeln:

Fir h,,h,'eXH, ,h,,h,'eH,,AcC gelten:

(1) (h,+h,")®h,=h,®h,+h,'®h, rechtes Distributivgesetz

(2) h,®(h,+h,")=h,®h,+h,®h," linkes Distributivgesetz

(3) (Ah,)®h,=A(h,®h,)=h,®(Ah,) Assoziativgesetz

Sind die einzelnen Basen, wie bis jetzt, durch die Vektoren |u),,|d), bzw. |u),,|d),

gegeben, dann lassen sich die Vektoren aus den einzelnen Hilbertrdumen durch
Koeffizientenvektoren darstellen:

|u>1:1-|u>1+0-\d>1:°((1))ef}{1 und |d>1:0-\u>1+1-|d>1:°(2)6%1 und

|a>:au|u>1+ad|d>1=°(g;)ejﬁ bzw. |b>:ﬂu‘u>z+/ﬁ’d‘d>2i(g’:)€%2

In den Basisvektoren des Tensorproduktraums |u s u>, |u ,d >, |d s u>, |d ,d > ist die Darstellung fiir

u,d)+0-

d,u)+0-

u,u)+0- d,d)=

u,d)=

d,u)=

u,u)=1-

o= OO

0
d,d)=|0
0
1

(= el s
oo ~=O

Fiir das Tensorprodukt der beiden Vektoren gilt

B T A A R A b e A



la)®lb)=a,B,|u)®lu),+a,Blu)eld),+a,p,|d) &u)+a,B,ld), 8|d),= gUﬁd

Da die linken Seiten gleich sind, sind es auch die rechten:

auﬁu
a)®|b)= au)@ Bu\=| % By
la}®lb) (ad (/J’d) a;p,
ag By
Das lasst sich auch mittels ,,Blockvektoren schreiben als
au[)’u
a ®b — au)@ ﬂu - C(LJ/J)d — au|b>
ajele; (ad (ﬁd) aqB,| \a,lb)
a; By

und fiir die Basisvektoren des Tensorproduktraums nochmal explizit:
0 0
1 ® 0\_|1 0 ® 11_|0
0 1 0 1 0 1
0 0

Wie kombiniert man nun die Operatoren der einzelnen Hilbertraume?
Im gegebenen Fall sind die geldaufigen Operatoren die Spinoperatoren und der Hamiltonoperator.

Die Spinoperatoren im ersten Hilbertraum sollen wie tiblich mit o,,0,,0,undo, bezeichnet
werden und die des zweiten Hilbertraums, um unnétige Indizes zu vermeiden mit 7,,7,,7,,7, .

Wie sieht der Operator im Tensorproduktraum aus? Ich wéhle die Darstellung des Operators als
Matrix in der gegebenen Basis ‘b1>®‘b2>=|b1,b2> .

Zur Erinnerung: Ist ein zweidimensionaler Vektorraum gegeben mit der ONBasis |el>, ez> und

O ein Operator, \a>=al‘el>+a2‘ez> und |b>=/3’1‘e1>+/3’2‘e2> zwei Vektoren mit

eJZZ;[%

Ola)=|b) , so gilt bzgl. dieser Basis: O «, e;) und da der Operator linear ist:



, erhalt man:

ZI:O ei>0h:zi: B
)y <ek o ei>ai:Z <ek

i i

ei> . Multipliziert man mit dem Basis-Bravektor <ek

O

ei> B, . Mit der Abkiirzung <ek

ei>=:mk’i ergibt das:

ei>= 0, oder ausgeschrieben:

zmk,iai:ﬂk , da <ek
i

mya;+mpa,=f, firk=1
m, a,+m,,a,=f, firk=2

m; my,

Bildet man die Matrix M= ( mk’,.):( ) und multipliziert sie mit der Matrixmultiplikation

My, My,

mit der Darstellung (gl) des Vektors |a) in der gegebenen Basis, so erhilt man die Darstellung
2

(§1) des Vektors |b) : (mn mu).(al):(mnal+m12az)z(/gl)

0}
my, My |\ m,, a,+m,a, B,

Die komplexen Zahlen <e k|(§|ei>=: m, ; nennt man die Matrixelemente der darstellenden Matrix

A

M:(mk,i) von O .

Das soll jetzt auf einen Operator O des Tensorproduktraumes H,® H, angewandt werden:

Seien |el>,‘e2> die Basisvektoren in J{; und |f1>,‘f2> die Basisvektoren in JH, , dann sind

|el>®‘f1>= el,f1>, e1>®|f2>=‘e1,f2>, e2>®|f1>=‘e2,f1>, e2>®|f2>= ez,f2> die Basisvektoren

in H,@H, .

Seiferner |ab)=y |e,f,)+ ¥l fo)*Yulesf i)+ Y nlefa)= 2 yylef;) einbeliebiger Vektor

ijel2
aus H,;®J(, .Dann gilt:

Olab)=). 0 |el.fj>yl.j=z y;'|e.f;) denBravektor (e f| auf die Gleichung angewandt ergibt:
i i

> <ekfl|@|eifj>yij=z <ekfl|eifj>yij' mit der Abkiirzung <ekfl|©|eifj>=:mk,ij und

ij€1,2 ij€1,2

<ekf,‘eifj>=5ki-5,j erhilt man kalijy,.j=y,.j' .
ij



Explizit:

firk=1,1=1: y,'=mu Yy u+tmupyYptmu Y+t ys,
firk=1,1=2: y,,"=my ¥Yu+mpn Y ot Mo Yot Mo Y
firk=2,1=1: y,'=myn Y utmyny oty Yot Myn Y xn
firk=2,1=2: y, ' =My Y1+ My ¥ 1ot My ¥ o1+ Mo ¥

das heift, die Darstellungsmatrix fir O ist:

My My My My My My My My Yu Yu'
O=M=| M2 Mz My Mgy | o (Mo Mgy Mgy Mgy ||y, | = Yio'
Myin Myypp Myypp My Myin Moy Mypipyp My §21 Yo'
My11 My Myppy Myypp My My Myypy Mypy 2 Y2

Die erste Spalte der Matrix M ist M multipliziert mit dem ersten Basisvektor von H,® H,

My My My Mygpp | 1 My, <UU‘ 8] ‘ UU>
é|uu>£ My Mypiz My My || 0| [ Mypy1 |— <ud|(:)|uu> USW.

My Myyy Moy My (|0 My (du|O|uu)

Mypr Mypip Myyyy My 0 Myon <dd | o) |uu>

Seien A bzw. B die Darstellungsmatrizen von den Operatoren A:JH >3, bzw. B:JH,»>I,

a, dap b, by,

ay, 0y b, by,

A\u>1=° a, 4ap (1): 4 und B|u>2£ b, by, (1): b, USW..
a, ay,)\0) \a, b,y byp)\0/ \b,

Nun muss eine Beziehung hergestellt werden zwischen den beiden einzelnen Operatoren und dem
Operator auf dem Produktraum, am besten auf der Ebene der jeweiligen Basisvektoren. Es sei

mit Az( ) und B=

) . Es gilt wieder

O=:A®B

A

Es gelte: A®B|uu>=mu>®]§\u> A®B|ud>=A|u>®B\d>



A®Bldd)=Al|d)®B|d) oder

(A®B)(¢ ®y))=(Alp)|e(By))

Dann gilt fiir die Darstellungen:

(‘111 a12)(1)®(bl1
a, ay)\0 by,

b12
b22

[Ha

a
ay

®

Fiir die Darstellungsmatrix M bedeutet das:

My My

M=|M2n Mo
My Myypp

My My

i A=(® %) [

a,, ay

A®B:(

Mo
M5y
My

Myyyq

a,B a,B
a,, B a,,B

My
My |—
My

Myyy,

21

a, by,
a,b,
ay by
ay; by,

b12

22

a, by,
a,, by,
ay by
ay by

) gilt

a,, by,
a,, by,
a by,
ay by,

a, b,
a, b,,
ay by,
ay by,

a,,by,
a,b,,
ayby,
a5 by,

a,B a,B
a, B a,,B

a; by, My
— a, b, =[Mou| ysw.
a, by, My
ay by, My
a,b,, apb,
012 b21 012 b22 _ Blockmatrix
ayby  ayby,
ayby,  ayby,
a,b,,
a,,b,,
axyb,
ayb,,

A® B heilit auch das Kroneckerprodukt oder das Tensorprodukt von A und B.

Beispiel: Ist OZ:((l)

und ‘L’X:(O
1

0

-1

1
0

Der Operator o,®7, istdann:

) die z-Komponente Spinoperator im Vektorraum J,

) die x-Komponente des Spinoperator im Vektorraum JH,




01 0 0
(1 o) (o 1\ (1T, oz, \ |1 0 0 o
sz"‘(o —1)®(1 0)_(0-rx —l-rx)_ 00 0 -1
00 -1 0

Der Operator wirke nun auf den Vektor |ud)

01 0 o0lfo
10 0o ol
aerfud= o o o g
00 -1 0/\o

oder o,®7 |ud)=|uu) .

SO O

Welcher Operator iiberfiihrt umgekehrt |uu) nach |ud) ?

Seine Matrix ist die inverse Matrix M~ ' , die die gleiche Matrix wie M ist.

0 —i .
= Iso ist
ty (1 0) dlSo 1S
1 0\ (0 —i 1'((')
—i i
_ ® _
720 —1) (i 0) (0
oY
1
0o —i 0o oo
_li o o ol|1]_
conlud=ls o o lloff
0 0 —i 0/lo

Auch hier gilt wieder, dass diese Matrix ihre eigene Inverse ist. Diese Operatoren sind

normal.

0 —i 0 O
0 i 0)|_[i 0 0 O
—i _1'0 —i 0O 0 0 i
0 i 0 0 0 —-i O
i
oder crz®ry\ud>:—i\uu>

0
0
0



Tabelle fiir die Wirkung der Spinkomponenten o,,0,,0, auf die Basisvektoren lu),

d) :

5 :u_: | |d crz|u_.=:|u; -::rz|d_.=:—|d;
e 8 oder| o lu=ld) [ Jd=l
X | |U - O'vlll:!ld O_vld:_::_jlu:_:
oy |ild) | =ilu) " :

Bsp: ay|u>:i\d> oder in Komponentendarstellung: oy\u>ﬁ(?

e

Kiirzt man die Tensorprodukte der Operatoren mit einem Identitdtsoperator ab, die auf einen
Basisvektor des Produktraumes wirken:
(GY®I)\ud>=ay\u>®I|d>=:ay\ud> (I®1:X)|ud>=I\u>1®rx|d>2=:17x|ud>

so sieht die Tabelle der Wirkung dieser Operatoren auf die Basisvektoren des Produktraumes
folgendermallen aus:

o ,|uu)=|uu| 7, |uu)=|uu)

o jud)=|ud) 7, lud ) =—|ud)
o,|du)=—|du) 7, |du)=|du)
o,dd)=—|dd) |r,dd=—|dd)
o |uu)=|du; 7 |uu/=|ud)

o |uu)=|dd) 7 |ud|=|uu)

o |du)=|uu; T |du)=|dd)

o, |dd =|ud) . |dd)=|du)

o Juu=i|du 7, |uu =iud)
o |ud) =i|dd) 7, |ud)=—iluu)
o |du=—iluu) | 7,|du=i|dd)
o dd=—ilud |r,|dd=—i|du




Wie sieht das Skalarprodukt im Produktraum aus? Fiir die Basisvektoren gilt:

(uu|uu)=1 (uulud)=0 (uu|du)=0 (uu|dd)=0
(ud|uu)=0 (ud|ud)=1 (ud|du)=0 (ud|dd)=0
(duluu)=0 (dulud)=0 (du|du)=1 (du|dd)=0
{dd|uu)=0 (dd|ud)=0 (dd|du)=0 (dd|dd)=1
Bsp:  [9= luu) 3 lud + Tldu)~ldd) g =]+ ldd)
‘ ‘\:L_uuuLuu —L_u u—;u Luu
@1 =5 uuldu)+ o= (| dd) — = {ud [du) — = {ud |dd }+ = {du|du)+
1 1 1 1 1 _
+2—\/§<du|dd>—m<dd|du>—m<dd|dd>—2\/§ 77"

Beachte, dass das Skalarprodukt eine Sesquilinearform ist, was hier keine Rolle spielte, da nur
reelle Koeffizienten vorkamen.

Damit lassen sich Erwartungswerte im Produktraum bestimmen.

1. Sei der Operator o,®I . Berechnet werden soll der Erwartungswert fiir diesen Operator im

Zustand |uu) : <uu\ox®1\uu>=<ox®1>‘

o ®Iuu)=0 |u)®I|u)=|d)®u)=|du)={uu|o &1 |uu)={uu|du)=0
Der Erwartungswert ist der gleiche wie <u|ax\u>:<ox>‘u‘:=<u|d>=0 im einfachen I,

2. Ein anderer Operator sei I®7, und es werde sei Erwartungswert <I ®T y> 1))
—\|ud )—|du)
J M

—I [

berechnet. Es gilt (I®7,) %|ud>—71§\du>):—2\uu>—%\dd>:%(|uu>+\dd>) , also ist

<I®1:y> =<%(|ud>—|du>)‘l®ry

%(\ud>—\du>)>=<%(Iud>—ldu>) _Tzi(\uu>+ldd>)>=0

%Hud}—hﬁu})

Berechnet man nun den Erwartungswert in JH, fiir 7, in Bezug auf seine Wirkung auf

%(\d>—|u>) so ergibt sich wegen TY(%(\@—M)):—%(|u>+\d>) :



Ty

Ll }=( J5llai~l)

~Flula}=t+=0

1
(” \\, ={ — d —_
\Ty/é(\dk—lu:f) \/2(‘ ! |u>) V2
V2

Wir haben allgemein immer die gleichen Erwartungswerte im Produktraum und dem einzelnen
Hilbertraum, wenn einer der Operatoren der Identitdtsoperator ist.

Seite 35 wurde fiir einen beliebigen Zustand |ip)=a,|u)+a,|d) eines Spins gezeigt, dass fiir die

Spinkomponenten o ,,0,,0, gilt <ox>2+<o y>2+<oz>2:1 , was besagt, dass mindestens ein

Erwartungswert einer Spinkomponente ungleich Null ist. Ich m&chte hierfiir noch ein konkretes
Beispiel angeben:

/3,
[y :%\u&”—;\d ) sei der Zustand, in dem sich der Spin befindet.

2% (e, )
Zu diesem Zustand gibt es einen Polarisationsvektor n=| 7= (a.a,) | (Seite35), fiir den

a,0,—a,Qy

das Messgerét (SG-Apparat) in diese Richtung gestellt, sicher das Messergebnis 1 angibt, der
Spinvektor also in diese Richtung zeigt. In dem Beispiel ist

1 _3
o,=—und a,=—
2 2



R(=.1= Y
2R(2 2) v7 0,87 v}
n= 23(1@) 0 |~ ’0 >
2—2 1 _05 - X

1138 |5 " Q.

22 2 2 e
On:%\/ng—lO'z

1, .3 1 V3 1,,,.V3

oo e Rla Lo ur Ro i =baw

B+ L1aor L+ 210 = e B L s R )2 2B 22
ot ol e do luis Do a=Ha -3

( B+ 2o [Baie B = L+ 2l | Lo - B = B L5 L =02 0,70
oupr o2t Rola=tu-2

(B2l o M+ 2l = L Ll L Ll =12 Lo o=

o 40 o f=Reor kg

Das gilt auch im Produktraum fiir die Produktzustdnde, jedoch nicht fiir alle Zusténde.

Der physikalische Sachverhalt soll nochmal dargestellt werden:



Stellt man sich den Spin eines Elektrons als Massenerscheinung der Spins der (virtuellen) Photonen
vor, die das Elektron ausmachen, so liegt der Spin eines Elektrons vor der Messung nicht vor,
(ebenso wenig wie das Elektron selbst). Ein ,,Elektron® ist im Gegensatz zu einem Positron m.E.
dadurch gekennzeichnet, dass die Spins alle up (bzw. down) sind relativ zu ihrer
Bewegungsrichtung. Die der Positronen genau entgegengesetzt. Kommt ein ,,Elektron® in ein
Magnetfeld richten sich die Spins der virtuellen Photonen parallel oder antiparallel aus und da das
Magnetfeld inhomogen ist, erhalten sie eine Prdzession. Die Summe dieser Photonenspins ergibt
den Elektronenspin

3 124 N i
| <>
Fall 1 Fall 2

Da die Ausrichtungen der Photonenspins zuvor statistisch gleichverteilt waren, hangt es vom Zufall
ab, ob der erste Fall (spin up) oder der zweite (spin down) nach dem Durchgang durch das
inhomogene Feld vorliegt. (weiter iiberlegen wegen des Zufalls)

Man kann nun den SG-Apparat je nach Flugrichtung der Elektronen um diese Achse drehen. Das
Elektron wird aber immer beziiglich des Messapparates entweder nach oben oder nach unten gehen,
egal wie er orientiert ist. Die Flugrichtung kann als y-Achse genommen werden. Dann wird oben
die z-Achse festlegen und orthogonal zu beiden legt man dann die x-Achse fest, sodass ein
Rechtssystem vorliegt.



Orientierung des
1. SG-Apparats

Entweder dreht man das Koordinatensystem um eine seiner Achsen oder den gesamten Apparat
samt Elektronenbahn.

Dreht man einen zweiten Apparat um 180° um die y-Achse upside-down, und bringt ihn hinter dem
ersten an, bei dem die down-Elektronenspins abgeschirmt werden, also nur noch die up-
Elektronenspins weiter wandern, so sind die up-Spins bzgl. des gedrehten zweiten Apparats
natiirlich down-Spins und die Messung ergibt folglich -1.

Wird der zweite Apparat aber nur um 90° bzgl. der y-Achse nach rechts gedreht und wieder nur die
down-Spins ausgeblendet, dann waére der restliche up-Strahl bzgl. des zweiten Apparats ein right-
Strahl. Dem ist aber nicht so. Die Messungen ergeben zu 50% right und zu 50% left. Der Zustand
up wird durch die Drehung des Magneten von der z-Richtung des Feldes in die x-Richtung zerstort.
Die Photonenspins sind dann wieder gleichverteilt bzgl. der x-Richtung, so dass zu je 50% entweder

z-Richtung 1. Apparat

x-Richtung 2. Apparat

right oder left gemessen werden.

Misst man in Richtung der z-Achse (1. Apparat), so wird fiir die gemessene Grofe (Observable)
der Spin ausschlief$lich in z-Richtung gemessen werden kénnen, also den z-Spin mit den Werten
oben (1) oder unten (-1). Die mathematische GroRe ist hierfiir die z-Komponente des Spin-
Operators § oder kurz o , die mit o, bezeichnet wird.



Der SG- Apparat, der das inhomogene Feld in z-Richtung hat, misst die z-Komponente

0
o,=o-[(0| undmisstetwa1: o,=1 , mathematisch symbolisiert den Zustand |1)=|u)=I1

1

Misst der Apparat aber den gleichen Spin ¢ in x-Richtung, dann ergibt sich die x-Komponente

1
o,=0|0| undmisstetwal: o,=1 ,was durchden Zustand |1)=|r)=I>) symbolisiert ist.

0

Ist also der mathematische Zustandsvektor |u) vorgegeben, so kann man den SG-Apparat samt
Elektronenstrahl so ausrichten, dass o in z-Richtung durch die Observable ¢, gemessen wird,
wobei die Richtung durch den Vektor 1=(0,0,1) beschrieben wird. Oder allgemein:

Ist der Zustandsvektor |y)=a,|u)+c,|d) vorgegeben, dann gibt es einen Richtungsvektor

n=(n,, n, n,) ,in dessen Richtung man das SG-Messgerit ausrichtet und so den Spin
durch seine Komponente o¢,=f-0=n,0,+n,0 +n,0, misst mitdem Ergebnis 1 bzw. o
so, dass gilt: o,y )=1-|y)

(mathematisch) |y)=a |u)+a,/d) = MessgerdtinRichtung fn=(n,n ,n,) (empirisch)

x>y
(Zustand up, down oder rechts oder... ) und misst Observable zu ,,up® bzgl. Messgerit (sicher).

Jeder Spinzustand kann also durch die richtige Orientierung eines Messgerits realisiert werden.

0
Istbspw. |1p)=|d)=|—1) , so ist der Polarisationsvektor fi=| 0 | und dreht man das Gerit in

-1



Richtung der negativen z-Achse, also upside-down, so misst er anstatt vorher -1 nun 1,

die Spinkomponente ist o,=—o, und —o,|d)=1-d) ,dagilt: o, |d)=—1|d) .

2 2

Wie bereits oben gesagt, gilt (0,)"+(0 ) +<oz>2:1 fiir einen beliebigen Spinzustand

v)=a,luj+a,ld) .

Das gilt auch im Produktraum, aber nur fiir Produktzusténde. Sei |1/J}:% (\ud )—|du) )= :|sing)

ein Zustand, der sich nicht als Produkt zweier Zustédnde in den einzelnen Raumen schreiben lasst.
Die Komponenten o ,,0,,0, des Spinoperators wirken nur auf den ersten Teil der

Zustandsvektoren aus dem Produktraum, d.h. o,® wirdzu o, abgekiirzt, etc.

Tt | Jgllut )| =0,
o <( -l az%(|ud>—|du>>):<(%<\ud>—|du>))\%(\ud>+|du>>>=o

ot | Tyl =l =5t =

1oy~ [t 1)

O oy(%ﬂud)—wu)) =L o ua)-Ja) )= ildd i )
| [ -l |

Also (o0,)=(0

I~ Jdu))=

(Jud) +|du))=

-

(ldd)—|uu))=

<

GX%(\ud>—\du>>):<( (lud)—du)) ‘ \f\dd |uu>)>:o

o, ) (5 -l i )=

,)=(0,)=0 im Zustand |sing) (*). Wie gleich unten gezeigt wird, ist dies ein
verschrdnkter Zustand. Fiir Produktzustidnde, also Zustdnde der Form

w)=(alul+a,ld))®(B,lu)+B,ld)) oder |y)=a,p uu)ta,pylud)+a, B ldu)+a,B,ldd)



2

gilt aber: (0, +(0 ? ?

,) *+(0,)"=1 , denn nach einiger Rechnung ergibt sich:

2

) 2 * * 2 ) _ * * 2 2 * 2
(o) —(auad+adau) (0, ——((auad—adau) ) o =(1-2a5a,)

\ X/>

Ausklammern und zusammenfassend ergibt sich unter Beriicksichtigung von

2-1

\
z/

* * . \2 . 2 ,
auau+adad:1 : \/\O-X} +<\O-Y> +(\O-

Was bedeutet das seltsame Ergebnis (o ,)=(0,)=(0,)=0 in dem verschrénkten Zustand

|zp>=%(\ud>—|du>)=:\sing> ?? (0,)=0 bedeutet, dass die Messergebnisse fiir die

Observable o, gleichwahrscheinlich 1 und -1 sind, also total zuféllig. Genau so fiir die beiden
anderen Observablen o, und o, .Und ebenso fir 7,,7,,7, . Uber die Zustinde der einzelnen
Spins weif man also nichts. Dagegen ist der Zustand des gesamten Systems klar |sing)

Das ist das Seltsame, dass man iiber den Zustand des Gesamtsystems genau Bescheid weil}, ohne
etwas liber seine Teile zu wissen!

Wenn man einen Teil misst, dann ist der Zustand des Teilsystems klar, aber erst nach der Messung.
Misst man bspw. in Richtung der z-Achse und ist das Ergebnis 1, so weill man, dass der Spin des
ersten Elektrons im Zustand |u) ist. Dann ist automatisch aber der Spin des zweiten Elektrons

im Zustand |d) und eine Messung in Richtung der negativen z-Achse ergibt vorhersagbar und

sicher den Wert 1.

Der Zustand |¢)= % (luu)+[ud)) , der sich auch als Produktzustand schreiben lsst:

1 o , .
|q0j>=|u>®ﬁ(|u>+\d>) ist nicht verschrankt und es gilt (0, *+(0,*+(0,°=1 ,
d.h. mindestens ein Erwartungswert ist ungleich Null, esist (0,)=0; (0,)=0; (0,=1

Wird die Observable o, gemessen, so ist das Ergebnis zu 100% sicher, ndmlich 1, es wird also
der Zustand |u) festgestellt fiir den ersten Spin. Der zweite Spin ist jedoch ganz zufllig up oder
down, d.h. (7,)=0 , wird die Observable 7, gemessen, denn

IZ(%|UU>+%\ud>)=%|uu>—%\ud>:«

L+ L, - Juu )~ = Jud) | )= -1 =
<rz>—<(@\W> \E|d>)|(ﬁ| ) ﬁ\ d>)> S—5=0

27 Das gleiche Ergebnis gilt fiir die Erwartungswerte der Komponenten von T




Fiir die anderen beiden Observablen gilt: (7,)=0 und (7,)=1 . Das bedeutet, dass eine Messung

von right sicher 1 ergibt. Das riihrt daher, dass der zweite Spin in |(p>=\u>®%(\u>+|d )] gerade

right ist: |r>:%(|u>+\d>) . Der kombinierte Spin ist also |¢)=|u)®|r)=|ur)

|@)=|ur) ist also der Eigenvektor mit dem Eigenwert 1 von dem Operator o,®7, .

Hier weill man sowohl alles iiber den Gesamtspin als auch iiber seine Teile. Die Teile sind hier
sozusagen Individuen im Verband. Im stark verschrankten Zustand geben die Teile ihre
Individualitét auf.

Die Verschrankung ist das seltsamste Phanomen der QM, das Einstein als Argument entwickelt
hatte, um zu zeigen, dass die giangige QM wohl unvollstdndig sei. Es hat sich aber gezeigt, dass
dem wohl nicht so ist und dass das Phdnomen der Verschrankung existiert und wurde sehr oft
experimentell nachgewiesen. Man kann iiber ein System alles wissen, aber nicht iiber seine Teile. Es
ist also ein Problem des Teil-Ganze-Verhiltnisses. Da die Evolution der Natur darin besteht, dass
sich ein Etwas, sozusagen ,,Ganzes“ differenziert und sich dann aus Teilen zusammensetzt, scheint
die Zeit darin ein Rolle zu spielen, aber wahrscheinlich auch die Entwicklung des Raumes.
Betrachtet man dieses Problem zundchst philosophisch, ohne in die physikalischen Einzelheiten
einzugehen, so stellt man fest, dass die wohl nachhaltigste Verdnderung der Sichtweise von
Parmenides eingeleitet wurde, die die ganze nachtrdgliche Philosophie bis auf den heutigen Tag
stark und grundlegend beeinflusst hat. Die vor ihm iibliche Naturphilosophie suchte nach der Arche,
dem grundlegenden Prinzip in der Vielheit der Erscheinungswelt und fand sie ihn zumeist in
natiirlichen Einheiten: Wasser oder Luft oder Feuer. Erst Anaximander hob die Frage auf eine
héhere Stufe: dem Apeiron, dem Grenzenlosen bzw. dem Bestimmungslosen. Im Zusammenspiel
mit der Grenze (peras) sollte dann die Vielheit erklarbar werden, was wahrscheinlich auf die
Pythagoreer zuriick geht. Fasst man es begrifflich, so ist Peras das Prinzip, was das Apeiron zerteilt.
Peras als der Begriff, der ein Etwas in ein A und sein Gegenteil non-A zerlegt:

- -~ &

Apeiron  Begriff A  non-A

Bei der Verschrankung sieht es nun so aus, dass man zwar das Apeiron kennt, aber nicht seine Teile
A und non-A.

Parmenides nun wollte das innerliche Apeiron retten vor der Zerteilung, in dem er das logische
Mittel, die Negation, das non, untersuchte. Das Apeiron war ihm das Sein, nicht nur die Grundlage,
sondern das einzige wahrhafte Sein. Weil das Nicht oder wie man héufig sagt, das Nichtsein,



garnicht existiert, wie sein Name ja sagt: Nur ,,Sein ist, Nicht-ist ist nicht“. Zwei Tautologien. Das
Sein ist eine untrennbare Einheit, die Trennung ist purer Schein, sie ist menschengemacht.

Nun so weit wiirde ich nicht gehen. Teilung ist sicherlich nicht nur begrifflich, sondern auch
natiirlich. Aber vielleicht verstehen wir den Zusammenhang nicht richtig.

Wie sieht die Verschrankung aus? Ein einfaches Beispiel. Zwei Elektronenspins oder Photonenspins
konnen eine unterschiedliche Darstellung haben. Gegeben seien zwei Hilbertraume J(,,JH,

mit den Basisvektoren |u),,|d);, bzw. |u),,|d), und der Produktraum JH,®J{, mitden
Basisvektoren |uu),|ud),|du),|dd)

Jeder Zustand im Produktraum hat die Form |y)=y,|uu)+y,|ud)+y,|du)+y |dd) mit 6 reellen
Parametern.

Zusténde, die sich in Produktform («, |u)+a,|d))®(B |u)+B,|d)) (*¥) schreiben lassen, sind
nicht verschrankt, diejenigen die sich nicht so darstellen lassen, sind verschrankt.
Multipliziert man (*) aus, erhdlt man: «, 8, |Juu)+a,B,|ud)+a, B |du)+a, B,ldd) (%)

1
V2

Der Zustand ——|ud) +% |du) (ein sogenannter Triplettzustand) ist ein (maximal) verschrénkter

Zustand, denn wahlt man den ausmultiplizierten Produktzustand (**), so ergeben sich vier
Gleichungen:

auﬁuzo auﬁd:E adﬁu:\/_la adﬁd:O

Diese Gleichungen sind aber nicht 16sbar, denn aus der ersten Gleichung folgt: «,=0V £,=0
a,=0 widerspricht der zweiten Gleichung, f,=0 widerspricht der dritten Gleichung.

Der betrachtete Zustand lasst sich also nicht als Produktzustand darstellen, d.h. er ist nicht auflosbar
in eine Kombination aus einem Zustand im ersten Hilbertraum und in einen im zweiten
Hilbertraum.

Folgender Zustand ist zerlegbar, also nicht verschrankt: |¢)= %\uu) —% lud >+%|du>— %|dd ),
. 1 1 1 1

d 1t: =|r)e|l)=(—=u)+—=|d))®(—=|u)——=|d

enn es gt =Ir) 1 =5 |u/+ld))o( - lu)——la)

Wann ist ein Zustand |y )=y, |uu)+y,|ud)+y|du)+y,|dd) aus dem Produktraum mit



Y1iY1+Y2Ya+Ysya+yay,=1 verschrankt?

auﬁu:yl auﬁd:yZ
Wenn das Gleichungssystem a,B,=Y; A By=Yy, in den Alphas und Betas nicht
au*au+a2ad:1 /J)u*/))u-'-/j:j/jd:]-
l6sbar ist.
Bspw. ist auch der Zustand |y >:%|du>+% |dd) nicht verschrankt, da er sich zerlegen lésst in

) =ld)@(u+—d)

0
) 0\(1\1 _110
In der Komponenten-Darstellung sdhe das folgendermalien aus: ® —_—=—
P & & (1) (1) 221
1

Dagegen aber ist |1/J>:%\du>—\/—1E lud) maximal verschrinkt, sogenannter Singulettzustand.

Dabei sind y,=y,=0; y, :%21 ; yg% . Um nicht verschrankt zu sein, miisste

y,=0Vy,=0 ,denn y,=0=a,=0V ,=0=>y,=0V y,=0 (*), was aber offensichtlich nicht

zutrifft.

Basiszustinde im Produktraum sind natiirlich nicht verschrankt.

Alle Zustdnde der Art i_(i\ud >i\du>) sind verschrankt, ebenso L_(i|uu>i\dd >)

V2 V2

Diese maximal verschriankten Zustdnde nennt man auch Bell-Zustédnde.
In Komponentenform dargestellt sind das:

1 0 1 1 0 1
1 ~1lol, 1 lo|l_1]o 1 ~1lol _1loj_1]o0
L dd))=—=[0]+L|0|=L L (luw)=da)) =L |0 |- L[o]=L
Jz(‘uuH ) 2o V210 V20 ¢2(|““>| ) 210l V2o~ V2| o
0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0
1 11, 1]ol_1]1 1 211 Tlo|_1/{1
L (lud)+ldu)) =2 | L]+ L[0]=L L (lud)—|du)) == | L =L [o]=L
oL i o1 1Y B e I 2 L e Y e B v Bt
0 0 0 0 0 0



Sie bilden eine ONBasis des Produktraumes, wie man direkt sieht. Der letzte Zustand ist der
Singulett-Zustand, die {ibrigen drei sind Triplett-Zustdnde. Sie spiegeln (im Fall der Tripletts
aufgespaltene) Energieniveaus im Atom wider.

; 3 g L +|du)+ = 1 +lu)+
Nicht verschrankt sind: JE(_‘d >_\dd>) \d>®\/§(_\ ) \d>)
—1 ——1 +lu)+
L (elud ldd)]=— (el +la ol

1 = 1 xu)x
ﬁ(i‘uu>i|ud>)—‘U>®ﬁ<—| ) ‘d>)

= (e | == () ] d @ )

V2

[

Wie sieht es aus mit drei Summanden?

Bspw. ist i% lud >i% \du>ii2 |dd) verschrankt wegen (*) und dhnlicher Grund fiir

i% luu) i%|ud ) i% |du) oder mit permutierten Koeffizienten.

Ebenso ist i%|uu>i%\du>i\/—1§\dd> und i%\uu)t%hd)i%\d@ oder mit perm. Koeff.

verschrankt.

Gibt es Zustdnde mit drei Summanden, die nicht nicht verschrankt sind? Nein, denn alle méglichen
Produktzustdande ergeben ausmultipliziert entweder vier oder zwei Summandenzustidnde im
Produktraum. Also alle Zustdnde aus drei Summanden sind verschrdnkt, aber nicht maximal.

Das sieht man etwa am letzten Beispiel: Gibt ein Messergebnis des ersten Teilchens den Zustand up,
so kann das 2. Teilchen up oder down ergeben, ist also nicht festgelegt. Ist aber das Messergebnis
des ersten Teilchens down, dann ist automatisch das des zweiten Teilchens auch down. Das gleiche
gilt fiir die erste Messung des 2. Teilchens. Das gilt fiir alle obigen Beispiele. Die Verschrankung ist
also nur halb.

Nun zu vier Summanden. Hier gibt es keine Verschrankung.



Summanden:

1 und 4 2 2 3
nicht verschrankt verschriankt (max.) | nicht verschrinkt |verschrankt (schwécher)
— |uu | +|dd /) ;':|UU!+|UGFF | i;|uu'.=il|ud'.=il|du¥
14 . o 14 ' 1) ;. 1y, 1 \
—|uu,—|dd)| | —=l|luu/—|ud +—|ud ==|du/+=—=|dd |
NG (|uu)—|dd) | 5 (uu)—|ud )| =3 |u .+2| u= T,.2| -
L ud)+du)) | —=luw+ldu)) | =L juw) = Ldu) = L)dd)
V2 ' V2 2 2 V2
Lf Y Y 1 Y +l +l d+i— dd
xiﬂud_. |du/ | En_|uu_.——|du_.—_.l —2|””-—2|” '_x-"2| /
L (|ud)+|dd))
V2o )
L (|ud)—|dd))
V2
;”du |+|dd )|
V2 )
L (|du)—|dd))
V2 '

1

Der Zustand NG |uu>+%\ud >+%|du> ist nur schwach verschrénk.

_1 _ _1 _1 _ _1
<0x>—ﬁ;<0y>—0" (9275 <Tx>—ﬁ;<7y>—0? 7275

Misst man die Observable ¢, und erhilt man -1, also den Zustand |d) , dann liegt der Wert fiir
die Observable 7, automatisch fest mit1, [u) .

Hat man jedoch mit ¢, den Wert 1 gemessen, also |u) , dann liegt das Messergebnis fiir 7,
nicht fest.

Der Unterschied zum nicht verschrankten Zustand % (|uu>+\ud >) besteht darin, dass fiir o,

von vornherein nur 1 gemessen werden kann. Bei obigen schwach verschrankten Zustand wird eine
Wahl durch die Messung o ,=—1 fiir den zweiten Spin erst verhindert, der ohne die erste



Messung noch bestand. Der Zustand ist nur schwach verschrankt im Gegensatz zu

% (\uu>+|dd >) bei dem keine Wahl fiir den anderen Spin bestand, wenn eine Messung des einen

stattgefunden hatte.

Doch das erst wirklich Rétselhafte taucht dann erst auf, wenn man die verschriankten Elektronen
sehr weit voneinander entfernt, so dass keine Information von einem zum andern mehr aufgrund der
Relativitédtstheorie moglich scheint, da es eine maximale Informationsgeschwindigkeit c gibt.

Wird also bspw. im Zustand %\uu>+%|ud >+%\du> das auf der Erde verbliebene erste Elektron

J

gemessen und der Zustand |d) festgestellt, dann wird unmittelbar das zweite Elektron am
»anderen Ende“ des Universums seine Superposition aufgeben und den Zustand |u) einnehmen.
Diese von Einstein sogenannte spukhafte Fernwirkung ist das eigentliche Problem. Wie kann man
es interpretieren?

Meines Erachtens hiangt das mit unserem Begriff des Raumes zusammen: Er ist ein Kontinuum, der
mathematisch durch den IR’ gedacht wird. An jedem Ort kann sich etwas befinden. Der eine Spin
und der weit entfernte befinden sich an verschiedenen Orten.

Aber ist das der richtige Raumbegriff? Ein Ort ist nicht von Anfang an da. Die Wo-Frage ist nicht
immer sinnvoll. Der Raum ist entstanden. Ein Objekt kann nur existieren, wenn fiir es ein Ort
vorhanden ist, an dem es dann da ist. Ein Ort ist umgekehrt definiert durch das Zusammentreffen
mehrerer virtueller Photonen zu einer Wolke. Wird die Dichte dort geniigend grof$, dann ist ein
reales Photon daraus entstanden, das von einem Teil der Wolke umgeben ist. Das Photon ist am Ort
der Wolke. Wenn sich nun viele solcher Wolken bilden, dann gibt es mehrere Orte, die sehr grof§
sein kénnen und in sich wieder andere Orte, dichtere Ansammlungen beherbergen kénnen. Orte
sind vielfach verschachtelt und tiberlagern sich. Unser Raum ist ein sehr feiner spater Raum.

Diese frithen und spéter entwickelten Rdume existieren gleichzeitig, dhnlich wie die
Bodenschichten der Archédologie. Rdiume konnen auch wieder vergehen.

Die Verschrankung von bspw. zwei Teilchen befinden sich in einem archaischen Raum, der von sehr

kleinen neueren {iberlagert ist. Kurz die verschriankten Teilchen sind am selben archaischen Ort.
Fiir uns liegen sie an verschiedenen Orten.

Beide Rdaume haben eine andere Topologie.



Hat das Paulische AusschlieBungsprinzip etwas mit der Verschrankung zu tun? Hat man ein Para-
Heliumatom mit seinem Elektronenpaar, dann ist der Spin des einen Elektron bspw. up und der des
Partners down oder umgekehrt.

Das Paar ist wahrscheinlich verschrinkt —— (|lud)+|du))

V2

Wird das Heliumatom zu He" = H II ionisiert, sodass ein Elektron durch sehr hohe Energiezugabe
ausgesendet wurde, so wéren die beiden Elektronen immer noch verschrankt, wenn das Photon die
Verschrankung nicht aufgelost hat (was sehr wahrscheinlich ist). Wiirde das gel6ste Elektron seinen
Spin wechseln etwa von up zu down, so miisste das gebundene Elektron von down zu up
ibergehen.

Zuriick zur Mathematik. Befinden wir uns im Produktraum, so war der Operator o ,®1 ,

derjenige, der nur auf den ersten Spin wirkt, der zweite blieb unverdndert. Das Messgerdt misst
dann auch nur den Spin des ersten Elektrons. Operatoren konnen aber auch addiert oder
hintereinander ausgefiihrt werden, wobei ihre darstellenden Matrizen multipliziert wurden.

.. . . Abkii . . . . .
Beispielsweise ist (02®I ) o(I ®TZ) =" .07, ein Operator, bei dem ein Messgerit zuerst die

Observable 7, misst und dann mit einem anderen Messgerdt die Observable o,

Die erste Messung wird dadurch nicht zerstort, da die beiden Operatoren kommutieren:

10 0 0
.10 10 01 0 0
RI= ®
7 (0101 00 -1 0
00 0 -1
1 0 0 0
10\, o =1 0 o
Ior, =
o 1)® o 0o 1 o
0 0 0 —1
100 olft oo olft o o o
01 0 ollo =10 ol]o -1 0 o0
loel)eler.)= 0 o 20 ollo o 1 oflo o -1 o
00 0 —-1/l0 0 0o -1/ o 0o o0 1
1 00 olfto 0o ol /1t o o o
Jo =10 ollo1 o ollo -1 0 o
(Imz)(alm)_o o 1 oflloo -1 oflo o -1 0
00 0 —-1/l00 o -1/ 0 o o 1

Das gilt allgemein: jede Komponente von (kurz) o kommutiert mit jeder von



Dies Produkt soll nun auf den (maximal) verschrinkten |sing) :% (\ud = \du>) Zustand wirken:

ro, (\ud> |du>):r2%(\ud>+\du>):%(—\ud>+|du>):>rzoz\sing>:—|sing> ,dh.
|sing) ist Eigenvektor dieses Operators mit Eigenwert -1.

Wenn der erste Messapparat 1 misst, misst der zweite -1 und umgekehrt. Das Produkt der
Messungen ist immer -1. Der Erwartungswert des Produktoperators ist -1

Misst man die beiden Observablen o, und 7, nacheinander, ergibt sich:
1 1 . .
7,0, ud~|du =7, 2 ldd)—|uu) | = (| du —|ud) |7 0 |sing =—]sng

|sing) ist also auch ein Eigenvektor dieses Operators mit Eigenwert -1.

Misst der eine Apparat auf der x-Achse und der andere auch, so haben sie auch dort immer
entgegengesetzte Eigenwerte, was man dem Zustandsvektor nicht ansieht.

1 1 ~
ﬁ|du>—ﬁ|ud>>——l

. /1 1
Der Erwartungswertist (7,0,); = < §|Ud>_ﬁ|du>

Um die Korrelation der beiden Operatoren zu messen, muss erst mal die Korrelation definiert
werden:

corr(A,B):=(AB)—(A)(B)

Ist der Wert 0, d.h. faktorisiert der Erwartungswert in dieser Weise, dann sind die Operatoren nicht
korreliert (unabhangig).

1
T X/smg < |ud> ﬁ|du>

Das Gleiche gilt fiir die y-Komponenten.

%|uu>—%|dd>> 0 ,da (7,0,),="1 it corr(r,,0,)=-1

Sei jetzt der Produktoperator o ,7,

0.7, ud)~ldu =0, =il ilda | == ) ]



I

%\du)—ﬁ\ud>>:%+520

Misst der zweite Apparat in y-Richtung und der erste in x-Richtung, d.h. das Produkt ist ebenso oft
1 wie -1, d.h. einmal messen sie entgegengesetzt und einmal gleich, also rein zuféllig.

Sein Erwartungswert ist axry/smg—<% Jud)— %|du>

</OX>Smg< —|ud)— @|du>‘%|dd>—%\uu>>:0 corr(o,7,)=0-0=0

d.h. die beiden Messungen (Operatoren) sind komplett unkorreliert.

Jetzt sollen die anderen stark verschrankten Zustdnde betrachtet werden.
rip, )= (|ud)+[du))  rip,)=—(luu)+|dd)}  |trip,)=—F(|uu)|dd)
V2 V2 V2
Sind die sogenannten Triplettzustdnde.

1 1 _
(0T ) i1 = <\f|ud +\/»|du/|a (\/»|ud>+\f|du\)> <\f|ud +\/>|du/|o( 2|ud>+ﬁ|du>)>—

1, \_—-1 1_ /, _
\/_|ud \/E|du>>—7—§——1 (O )ip1=0 corr(o,,t,)=—1

< —|ud)+ \/_|du

Die Operatoren sind also korreliert. Misst das eine Gerdt 1, dann das andere -1 und umgekehrt.

1 1 1 1 1 1 \
(/o'x‘rx/mpl <\/_|ud/ \/—|du/ X(ﬁ|ud>+$|du>)>:<ﬁ|ud>+ﬁ|du> Ux(ﬁ|uu>+ﬁ|dd))>:

1.1 ;
\/—|du |Ud> 2+§ 1 \Ox/trlpl

ud )+ du
=(Jlua+-5]

Die beiden Operatoren sind korreliert.

/ o _/a 1 1 1 /1 1 i i _

RGyry/m'p1_<$|“d>+ﬁ|du> nyy(ﬁ|11d>+ﬁ|du>)>—<ﬁ|Ud>+ﬁ|du> Uy(ﬁ|uu>+ﬁ|dd>)>—
= i| d\+i|d |d +—= | d) =L+lo1 o, =0 wieder korreliert
=({Flud)+— u) 7l u S*+5= (O ) hip1= .

OZTZ>tr1p2 <\/—|uu \/—|dd |(7sz(\/“|““ \/‘|dd )> <\/—|UU +\/‘|dd o, (\/‘|UU/ \/—|dd )>



/trip 2

:<%|uu>+%|dd>‘%|uu>+%|dd>>:%+%:1 (0, =0 korreliert.

<O Tx mp2 <\/—|UU> \/—|dd lo,T (\/—|UU/+\/—|dd )> <\/—|UU +\/—|dd>|U (\/‘|Ud> \/—|du>)>

=<\/—1§|uu>+%|dd>‘ %Iddﬂ% ]uu>>:%+%: 1 (0, =0 korreliert.

<O-}’T >tr1p2 <\/‘|UU> \/—|dd>| Uyry(\/“hl“ \/—|dd\)> <\/—|UU \/—|dd o (\/—|Ud> \/—|du )>

1 1 -1 1_ _
@\dd> \Equ>>— 1 (o =0 korreliert.

’dd/ 2 2 }’/trz 2

<\/_]uu 1

1 v 1 1 1 \ 1 N | 1 1 _
(02T 1) gips™ < @qu»—ﬁlddﬂozrz(ﬁluu>—ﬁldd>)>=<ﬁluu»—5ldd>|az(ﬁluu>+ﬁldd>)>—

_/ 1 v 1 1 1 1.1 .
== ——|dd)|=|uu)——==dd) \==+==1 / \ = .
<\/§|uu/ \/2|d / \/2|uu, \/§|d >> 2+2 (T i3 0 korreliert
[OxTy) —1ﬁ|uu> |dd)| o7 | = |uu) L |dd ) |uu \dd)|o |ud/ \du/

XY X /trip3 P \/> xYx \/> / / / /

1 1 1 1 W_—-1 1 .
=(—=|uu)——=|dd)|—=|dd)——= === V= .
<¢2|uu/ h2| / h2| / hzluu/> > 73 (O )yips =0 korreliert

(Oo,Ty) Y irip3 <\/»|uu\ \/»|dd/|(fy1:y(\/»|uu/ \f|dd>)> <\/»|uu/ \/»|dd>|(f (\/»|ud/+[|du/)>

(gl -l | 3o+ Lhun =Lt (07,),,=0 komelier

Jetzt werde eine etwas kompliziertere Observable untersucht: o-r=o0,7,+0,7 +0,7,

Da die Sigmakomponenten nicht kommutieren, ebenso die Taukomponenten, kénnen die
Observablen nicht gleichzeitig gemessen werden, da die sie sich gegenseitig zerstoren.

Um die gesamte Observable o -z zu messen, muss ein Apparat gefunden werden, der die
einzelnen Komponenten nicht misst, sondern das Ganze auf einmal.

Susskind gibt hierfiir eine Methode an. Anstatt Elektronenspins wahlt man spezielle Atomspins.



Bei zwei Atome, die in einem Kristallgitter eng beieinander liegen, hangt der Hamiltonoperator von
den Spins ab. In einigen Fallen ist der Hamiltonoperator der beiden Spins proportional zu ot .

In diesem Fall ist die Messung von o -7 dquivalent zur Messung der Energie der beiden Atome,
was eine einzige Messung bedeutet.

Die Vektoren der vier stark verschrankten Zustdnde sing, trip1, trip2 und trip3 sind Eigenvektoren
von O-T :

1 _L u—u+u—u—u+u:—~iu—u
0.7, 4017, = ud | =~ ] a4 =3~ ||

also: o7 |sing)=—3-|sing)
(Oxrx+oyry+ozrz)\/—1§(‘ud>+‘du>)=%(‘du>+|ud>+|du>+‘ud>—‘ud>—‘du>)= 1~%(|ud>i|du>)
also: o rltripl)=1-|trip1)

1
V2

1
V2

L

(0,7,+0,T,+0,7,—luu)+|dd))= (\dd>+\uu>—|dd>—\uu>+|uu>+|dd>):1¢§(|uu>+|dd>)

also: o-7ltrip2)=1-|trip2)

1 =L —|uu)—|dd )+|uu)+|uu)— =1L uu)—
0,00 401, 1) = ) ) |+ )~ =1 | |

also: o r|trip3)=1-|trip3)

1 0 0 O
Die Darstellung des Operators o -7 in der Standardbasis ist 8 _21 _21 8 und er hat die
0 0 0 1

Eigenwerte 1 (algebraisch dreifach, also entartet) und 3 . Der Eigenraum zum Wert 1 ist (3-dim)

{ |zpj>/a1|uu>+a2(|ud>+\du>)+a3\dd) ,a;€C mit o a,+20,a,+asa;=1} .

Fir a,=a,;=0 erhilt man \/—15(|ud>+|du>):|trip1>

Fir «,=0 und a1=a3=% : %(\uu>+|dd>)=|trip2>



1 1_
N unda3T \/

Fir «,=0 und a,= (Juu)— |dd>):‘trip3>

A

Der Hamiltonoperator des Zweispinsystems von oben ist H :% oT

Wegen o -T|sing)=—3|sing) ist %a-r|sing>=—3%|sing> also

ﬁ\sing)z—%a)|sing>

Ebenso: Hltripl)= w\trzp1> Hltrip2)= w\tr1p2> H|trip3)= w\trzp3>

Der Energieeigenwert E:% ist entartet, er entspricht den drei Energiezustdnden

),

), die bei Anlegen eines Magnetfeldes sich in drei

lerip 1),

Energieniveaus aufspalten (Zeeman-Effekt) ~——  ohne Magnetfeld aber nicht zu

unterscheiden sind.

Um die Zeitentwicklung des Systems herzuleiten, geht man von der Gleichung

|¢(t)>:;<Ek|1ﬂ(0)>6_%Ekt‘Ek> aus. Es gilt

—3w

E=———;
)

E1>=|sing>; EZZ%:‘E2>=|trip1>; E3=%:|E3>=|trip2>; E4=%:‘E4>=|trip3>

SiEy

Die Zeitentwicklung ist: |y (t))=), <Ek|1/;( Tt|Ek>
k

[y(0))=[uu)= (E,||y (0)))= <%|ud>—%|du> u))=0; (E,||y(0)))= < lud)+— |du> luu} =0
<E3||w<0>>>=<%\uu> s dd) ) = <E4H1/J(O)>>=<%|uu>—%|dd> ) =&
1 5 1 520 i

o
ﬁ(|UU>+\dd>)+ (Ju)—|dd ) |=e > |uu)

2t "



Nun noch die Entwicklung fiir die anderen Basisvektoren:

(0) =l =5y 0) = 5l ) =5 (0] ={ -l =1
(Eqflw(0)))= < = luu)+—ldd) ud) =0; <E4||w<0>>>=<%\uu>—%\dd> jud})=0
(0= L e =e

(=2 e Jua-LeH e

(0) =l = (0)) = 5l =725 (£ )= )+ Fo )=
<E3||w<0>>>=<%\uu>+7\dd> ldu))=0; (E.|lw(0)))= < )~ ld | ldu =0
Iw(t>>=§(e3’? e ud)e LB e

(0)=1dd = 5y 0) ) ={ oot~ 4 =0 (.| (0) ) ={ ol -l =0

<E3||w<o>>>=<%\uu>+71§|dd>\\dd>>=%,- <E4||w<o>>>=<%\uu>—%\dd>||dd>>=—%

—iw

[ (¢))=e " '|dd)

Exkurs zur Korrelation:
Sei ein beliebiges Zufallsexperiment gegeben mit seiner Ergebnismenge Q={ w,,...,w,} und
auf dieser Menge seien zwei Zufallsgrofen X:Q->IR; Y:Q->IR definiert mit

X(Q)={ x;,...,x,} und Y(Q)={ y,,...,y,} und den Wahrscheinlichkeitsverteilungen

xp—>P(X:xp):=P({w/X(a))=xp}); und y,»P(Y=y,):=P{w/Y(w)=y,})



Beispiell: Eine Urne habe 3 blaue und 4 rote Kugel. Es werden zufdllig zwei Kugeln nacheinander
mit Zurticklegen gezogen und die Farben der beiden Kugeln festgestellt.

Die Ergebnismenge sei Q= { bb,br,rb,rr }

Wird rot zuerst gezogen, dann sei X = 1, sonst 0
Wir rot als zweite Kugel gezogen sei Y = 1, sonst 0

X(rr)=X(rb)=1;X(bb)=X (br)=0; Y (rr)=Y(br)=1; Y(rb)=Y(bb)=0

q
T . X=1rY=1
i L ] I I—-._h-a
“-,__\_:‘__-
2 e b [X=1aY=0
¢
~ 1
T T . X=0nY=1
* b e
-.-“"'"-..._
5 @ b [x=0AY=0

Da die einzelnen Ziehungen unabhdngig voneinander sind, sind es natiirlich auch die ZufallsgréSen.
Wie stellt sich das rechnerisch dar?

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ersten Zufallsvariable X ist:

_\=4.,4.3,_4 —0)=3.(4,3,_3
P(X—l)—7(7+7) = P(X=0) 7(7+7) =

und die der zweiten Zufallsvariable Y ist:
p(y=1)=2.(2+3)=2  p(y=0)=23,33_3
77 77 77 77 7

Werden die Zufallsgrof8en zusammen betrachtet, so ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung:

P(X=xAY=y) fiir das Beispiel:

P(X=0AY=0)=2.2=2 —p(x=0).P(Y=0)
7 7 49
P(X:OAY:l):é-f:E:P(X:O)-P(Y:n
7 7 49



P(X=1/\Y=0)=i-§:£=P(X:1)-P(Y=O)
77 49
P(le/\Yzl)zii:E:P(X:l)-P(Y:l)
7 7 49

Beispiel2: Die gleiche Urne mit gleichen Kugeln wie unter dem Beispiell, nur dass nun ohne
Zuriicklegen gezogen wird. Die ZufallsgroBen sollen die gleichen bleiben.

X(rr)=X(rb)=1;X(bb)=X (br)=0; Y(rr)=Y(br)=1; Y(rb)=Y (bb)=0

- X=1A¥=1
3| e b |[X=Ia¥=0
- :
5 . X=0AY=1
_“ e ¢ X=0/Y=0
P(XzO)z% P(X:1):§ P(Y:O):% P(Yzl)z%

P(X:1/\Y:o):i§:£¢P(X:1)-P(Y:0):
76 49

Da die Wahrscheinlichkeiten der zweiten Ziehung von dem Ausgang der ersten abhédngen, verdndert
sich auch die Wahrscheinlichkeitsverteilung der kombinierten Zufallsgréfen.

Man nennt nun zwei Zufallsgréen X und Y unabhdngig, wenn die die
Wabhrscheinlichkeitsverteilung der kombinierten ZufallsgréfSe multiplikativ zerlegt werden kann in
die einzelnen Wahrscheinlichkeitsverteilungen, d.h. wenn gilt:



P(X=xAY=y)=P(X=x)-P(Y=y) firalle xeX(Q),yeY(Q)
Unter dem Erwartungswert einer Zufallsgroe X versteht man die Produktsumme

E(X)= ), x-P(X=x) .Eristdas gewichtete Mittel der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

X€EX(Q)

Aus zwei Zufallsgroflen X, Y ldsst sich auch das Produkt X-Y bilden:

Gilt X:Q->R und Y:Q>R ,dannist X' Y:Q2R;0>(X'Y)(0):=X(w)Y(w)=xy
In Beispiell wire

X-Y(bb)=X(bb)Y (bb)=0-0=0 X-Y(rr)=X(rr)Y(rr)=1-1=1
X-Y(rb)=X(rb)Y(rb)=1-0=0 X-Y(br)=X(br)Y(br)=0-1=0

33 16
P(XY=0)=— P(XY=1)=—
( ) 49 ( ) 49

Fiir den Erwartungswert gilt:

E(XY)= > xyP(XY=xy)= D, xy-P(X=xAY=y)

Xx€X(Q),yeY(Q) X€X(Q),yeY(Q)

im Beispiell:

E(XY)=0-0P(XY=0-0)+0-1P(XY=0-1)+1-0 P(XY=1.0)+1-1P(xy =1.1)=233 , 116 _ 16
49 T 49 49
3.4 4 3.4 4 16
E(X)=0-2+1.2=2 Epy)=03+1.2=% E(x)E(Y)=2C=E(xy
(X)=0-2+1-0=2 E(Y)=0-2+1-o=2 E(X)-E(Y)=_2=E(XY)

Das gilt allgemein bei unabhéngigen ZufallsgréfSen:

E(XY)=x,y,P(XY=x, y,)+..+x,y,P(XY =x,-y,)+
+X2Y1P(XYZX2Y1>+---+X2YIP(XY:Xz)’I)"'

+Xry1P(XY:Xryl)+...+Xry1P(XY:Xryl) daZufallsgréfgnunabhéngig
X1P(X:X1>Y1P(Y:}’1)+-~-+X1P<X:X1)YIP(Y:}’1)"'
+XrP(X:Xr)y1P(Y:y1)+"'+XrP<X:Xr)yIP(Y:yl):

X P(X=x)(y,P(Y=y,)+..4y,P(Y=y))+



;er(X:xr)-(ylP(Y=y1)+---+sz(Y=yz))=
E(X)-E(Y)

Dh. P(X=x,Y=y)=P(X=x)-P(Y=y)=(XY)=(X)(Y)=corr(X,Y)=0

Es soll nun zur Vorbereitung eines weiteren niitzlichen Werkzeuges, der Dichtematrix, das dulere
Produkt von Vektoren definiert werden.

Seien zwei Vektoren |¢),|y) gegeben. Die Abbildung (Operator)

W) @) HAH;

A)py)l|A)=1y) @ |A):=ly) @A) heilt duBeres Produkt von

|@),ly) und ist eine Linearkombination des ersten Vektors |y} mit dem Skalar (¢|A) .

Eigenschaften des dufSeren Produkts:

(1) |¥)(@| istsesquilinear: linear im ersten semilinear im zweiten Argument:
L1 |yi+un) @=[wa)@+ys) el (A @=Ay)el
L2 [W) (@@ =[W) @Y ) @y W) uel= |yl

<el|w><‘p|el> <el|l/}>‘:(p|en>
(2) Bilden ‘el>,..., : -, :

el> eine Basis, dann gilt |y)(@|= :
V) i@le,)

wigle) .. e,

e,

(3) v el =)y

Begriindung:

(D) L1 +y,) @)X =y tw,) @ x)=[w)+Hw,) @ x)=w,) @lx)+Hy,) @|x)=
=9 @Ix )+ o) @IlX)= (|9 @1+, @)X )= [t @ =) @1+, @)
2w @lx)=law) wlx)=Alw) @|x)=2w)elx)=1Ay)e=Aw) el

12 )@@=y (@@, X)=lw) @)X+ e,lx)=l) @)X+ (@,lx)=

=[) (@[ %)+ W) (@[ %)= (19 (@4 Hw ) (@) %)= 19 ) @1+ Qo =19 ) @) (@)



) ugllx)=ly) (uelx)=w) Wielx)=u el = ne=d ) g

(2) Ist Klar fiir alle Operatoren.

©) ledwiere) o lelwipie) [lelwlioie) o lefv) e
W) @l = : : = : 5 =
lewiigrer) ... lefyigle,)| \le|w) gle,) ... (e]w) wle,)

<91\<0>-<§1/J|81> <el\¢7>-<UJ|en>

: =)y
@) (yle,)

¢>'<¢|e1> .. e,

e

Sind die beiden normierten Vektoren die gleichen, so erhédlt man einen Projektionsoperator

lw)(y| der den Vektor |A) auf den Vektor [y) projiziert mit dem Ergebnis

W)y A)=lyp) (y]|A)

b J A
o v
o o
[ P a . P |
ay, W Ay [

la;|=a-b=a,=la-bla , falls a normiert

Fiir den Projektionsoperator gelten folgende Eigenschaften:

(1) |¥)(y| istein hermitescher Operator.

(2) Esgilt: |y)(y|ly)=1|y) ,dh. |y) ist Eigenvektor mit Eigenwert 1.
Das besagt, wird ein Vektor auf sich selbst projiziert, d&ndert sich nichts.

(3) Jeder zu |y) orthogonale Vektor |¢, ist Eigenvektor von |y)(y| mit Eigenwert 0.



Seine Eigenwerte sind also O und 1 und [¥) ist der einzige Eigenvektor zum Eigenwert 1.
(4) Das Quadrat des Projektionsoperators ist er selbst: (|y)(3|/°=|y)(y| (idempotent)
(5) Die Spur des Projektionsoperators ist 1: tr|y)(y|=1

(6) Sind |k) alle Basisvektoren, dannist Y |k)(k|=I  |yp1=>_|k)(k|y) firalle |p)
k

k
(7) Der Erwartungswert eines beliebigen Operators O im Zustand |¥) ist:
W Oy =triy) | O=tr Oy y|
(8) Man bezeichnet |y)(y|=:p auch als Dichteoperator, der einen physikalischen Zustand

eindeutig beschreibt im Gegensatz zu den verschiedenen Zustandsvektoren |y)#e'’|y) , die
beide den gleichen physikalischen Zustand beschreiben.

Begriindungen:

(1) {y)p|x)|ly)={x|w )(yp|y) der Operator ist also von links nach rechts ohne
Verdnderung gewandert, also hermitesch.

@) wyly=ly)1

(3) |v)y|¢)=|0)=0-|@, .Gabe es einen weiteren normierten Eigenvektor |x) von |y
[
0

mit Eigenwert 1: [1)(y||x)=|x)=|x)=a|y)=a=1 da beide Vektoren normiert.
—_—

a

(5) Seien |k) Basisund |1,Uj>=z a, k) .Dannist (jly)= ]|Zak|k >:Zak<j|k>=aj ™
k k

Es gilt fiir einen beliebigen Operator O : trézz <k\é\k> , also gilt
k

MWWFZkW>wk Zaarl

6) )= k) danach(*) «,=(k|y) gil

k

= (kly)lk)= ZMkW~@N<wW=

k



Dk K=1 =1y Zlk (k)

k

@ wrlwyw0)=2 kly)w|Olk)=2" w|Olk)(kly )= y|(Olk)(k|)jy)=
k k k

(Z k\)wj\— w(o 2 lk) kl)w)\—/w(o 1)y )=(y|(0)jy)=(0),

k

<©>w=<w|f>|¢>=<¢|I~©|¢>=<¢|(Z |k><k|-é)|w>=2 k) (KlOly)=2 (k|0 )y k)=
k k k

=tr O|y) (|

(8) ‘e"ﬂ Y > <e"” 1/J>:e"ﬂ e "Iy (y|=|y)(y| ,d.h. der Phasenfaktor verandert nichts.

Das dullere Produkt wird auch als dyadisches Produkt bezeichnet.

a, b,

In der Komponentendarstellung funktioniert es folgendermaRen, wenn |a)= a |, |b)= b_z
a, b,

a, a,b; a,b, ...ab

|a) (bl=la)@,lb):=| % (byb}...by)=| %2D1 azbz ...azby

Matrixmul'tiplikation

a, a,b, a,b, ...a,b,

Beispiel: Raum des einfachen Spins mit Basis |u),

w=(a); 1o=(9) \u><u|i(g)-<1o>=(g ) |d><d\i((1’)-(o1):(8 )
utlelaal=(2 OJ(S 9)=(3 e

|d><u|i((1))-(10):(2 8) ju)d]= ( ) (01)= (8 (1))

Sei der Operator ¢, und der Zustand |u) . Sein Erwartungswert ist (0,),=0

\



Andrerseits gilt: tr|u) (u|lo, =tr|u) <d\itr(8 (1)):0

(lu)+1d))

Oder das System sei im Zustand |r)=

o=

Erwartungswert ist

0, < lup+ld) o,

ol h=( S5 sl el =3+ =1

Andrerseits: o |r)=|r) undalso (r|o,=(r| dann gilt: tr\r><r\axztr|r><r\@1

Oder noch ein anderer Zustand: |¢>=%(i\u>+|d>)i%(i)

Erwartungswert

<ox>¢:<%(i|u>+\d>)\ox(%u\u>+\d>>)>=<ox>w=<%<i\u>+|d>>\(Tg(f|d>+\u>))>=o

o= 0 =0 =) wiwio= {50 -i=3( 1

E\H

mit der Spur 0.

Ist |y)=alu)+p|d) ein beliebiger Zustand im zweidimensionalen Hilbertraum, dann gilt

<wwww>mwwwd{am<aﬁ)

I | . .
| 'Qﬂwww>%www> Ba BPp

Zustinde werden in der Quantenmechanik in zwei Arten unterteilt: den reinen Zustédnden und den
Zustandsgemischen (auch gemischter Zustand).

Ich wiéhle wieder das Beispiel des Elektronenspins.
Hat man bei einem einzelnes Elektron den Spinzustand prépariert zu |y)=a,|u)+c,|d) mit einer

2% (a, )
(y|y)=1 bzgl. einer Achse der Raumrichtung n=| 75 (a.a,) | »50 ergibt eine (erneute

a,a,—a,ay

Messung) der Observablen o,=n-o=n, o,+n,o +n,o, mit Sicherheit den Wert 1. Wird aber



nun in eine andere Richtung gemessen, so sind die Messergebnisse statistisch verteilt.

Misst man bspw. in z-Richtung, also die Observable o, ,sowird o,=1 , also der Zustand

lu) gemessen mit der Wahrscheinlichkeit?® a:au:<|u> (u >u, und der Zustand, die Superposition

W)=a,|u)+a,ld) kollabiert“ zum Zustand |u)
o,=—1 dh. der Zustand |d) wird mit der Wahrscheinlichkeit o, d:<\d ><d|>w gemessen.

Diese klar praparierten Zustdnde |y)=a,|u)+a,|d) , Vektoren aus dem Hilbertraum, nennt man
reine Zustande.

Die Dichtematrix ist p=|w><’lp|:aua: lu)u|+a, o) |u)ld+a,a, |d)ul+a,a, |d)id=

- (luly)pu) <u|w><w|d>)_ a,a* a,a
ldly)plu) (dly)y|d)

. +| , deren Spur gerade die Normiertheit von
a0, a0y

|) von angibt.

Beispiele reiner Zustdnde sind also |u>,d>,%(|u>+\d>)=\r>,%(\u>—i|d>),... , also alle

Superpositionen aus den Basisvektoren |u},|d) oder einer anderen Basis des gleichen

Hilbertraums.
Der verschrénkte Zustand |y >=%|ud ) —% |du)eJH* ist demnach auch ein reiner Zustand.
0 0 0
0 % Ly
Seine Dichtematrix ist o =|y)(1|= L mit p°=p und tr p=1
0 —— = 0
2 2
0 0 0 O

Ist ein System in einem unbekannten Zustand, wird man durch eine Messung nichts erfahren. Denn
egal in welchem Zustand es war, die Messung zeigt immer entweder 1 oder -1, nichts anderes.
Wird in Richtung einer Achse gemessen, wird das System unmittelbar nach der Messung in dem
Zustand, den die Messung zeigte, bleiben. In welchem Zustand es zuvor war bleibt unbekannt.
Man kann nur iiber den Zustand vor der Messung eines Ensembles (mehrerer Elektronen) etwas
erfahren.

Misst man ein ganzes Ensemble, d.h. ein Elektronenspin nach dem anderen in eine gewisse
Richtung, sagen wir in Richtung der x-Achse, so erhdlt man natiirlich jedesmal einen Wert 1 oder -
1. Aber jetzt kann man daraus Schliisse ziehen iiber den vorigen Zustand.

28 Die Wahrscheinlichkeiten sind im Grunde statistische Mittelwerte, d.h. relative Haufigkeiten der Messergebnisse
vieler identischer Messungen.



Das einfachste ist, wenn man bspw. immer 1 misst, und nimmt man an, dass alle Elektronen den
gleichen aber unbekannten Spin hatten (kohdrente Mischung) , dann weil man dass alle Spins im
Zustand |r) waren und unmittelbar nach der Messung auch bleiben.

Taucht aber eine Verteilung von Messwerten -1 und 1 auf, weill man zwar, dass der Spin nicht in
positiver noch negativer x-Achse ausgerichtet war; positives erfahrt man aber nur iiber den
gemessenen Erwartungswert (o) :Ister 0, so weil man, dass fiir die Richtung n des Spins gilt:

=n,=0 ,dh.dass n auf der zur x-Achse orthogonalen Ebene liegt. Mehr nicht.

X

A
n-:

S O

Ahnliches fiir andere Erwartungswerte.

Weill man zusétzlich, dass die Spins eine Mischung aus ,,up“ und ,,right* |z/)1>:|u> L7 2>=|r>
sind (das nennt man eine inkohédrente Mischung oder gemischten Zustand) und kennt man ihre
relativen p,; p, Haufigkeiten, und misst man wieder jeden Spin Richtung x-Achse mit o, ,
erhdlt man eine Sequenz von +1 und -1, {iber deren Verteilung man eine Information erhélt. Seien

zum Beispiel p1=% und pzzi

Dann stellt folgender Baum die Situation dar:

Messung <,

Ziehung des Spins .5

B, (0)=31+3(~1)=0 o,
_3 1 3,1 1
E(Ux)_Z.EhJ(Ox)+Z.E|r\(O—X)_Z'O+Z'1—Z—(\OX/\

Oder in physikalischer Manier: (o ,)=p, (Ot P20 und noch anders



o,)= p1~tr|u><u\ox+p2~tr\r><r|(7x:tr((p1|uf>i u+p,|r) ijr|)ox) wegen der Linearitédt der Spur

und dem Assoziativgesetz von Operatoren. Man setzt p, |u)(u|+p,|r)(r|=:p als Dichteoperator
fiir gemischte Zustdande und erhélt damit

o,)=trpo,

Oder wenn man es allgemein fasst mit Operator O anstatt ¢, und den (reinen) Zustinden
;) mit der relativen Héufigkeit p; mit Z p;=1 in dem Gemisch oder Ensemble, dann ist:

<©>=trp(5=tr©p mit p:Z pi|1pi><1/1i|=z p;p; ,dem Dichteoperator.

——
In Matrixdarstellung:
Ist pi(pij) und Oi(Ojk) dannist p-O= ZpUO ((p0O)y,)

(0)=rpO=3"3%" p,0, Zpu

k=i j

Beispiel oben: p=§|u><u|+l|r><r| PHE und\r><r|il L =17 1
4 4 0 2\1 1 8\1 1

~(0 1 . 1(1 7 _1_ ‘ ‘
GX_(l 0):>p Ux—8(1 1):>tr/00x—4 (0,) (vgl. oben auf dieser Seite)

Weiter gilt, dass
(1) trp=1 (2) p'=p @B) p’#p, falls p,#0 fiir mindestens zwei i

(4) trp°<1 undzwar trp’=1< reiner Zutand; tr p°<1< gemischter Zustand

Denn: (1) trp:trz pl.pl.:z pitrpi:Z p,=
) p*=(Z p,»p,»)*=Z piPI=2. pip=p

@) p°=2 PP+ 2. pip;pip,(1=08,)#p
i L]



(4) Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt: |<x\ y>\zs<x\ x){ y\ y) denn:

< x—<y‘x> x_<y‘x> = x| x _<Y‘X> X —(x]y) X,’\+""x‘y,\>.i\'y‘x} /
0_< <Y|y>y| <y|y>y> Wl <y|y>< ) yly) ylx (yly) ‘iﬁy\y}“yw

Os<x|x>—|<x|y>‘2=> |<X|}’>‘2S

ly) ~ yly) x|x) =[xy [<txlx ) (yly )

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x:M y (%)

(yly)

Sind die Vektoren normiert, so gilt: |(x|y)f<1 (%)

trp2=§ <k|p2|k>=§ <k|z pipjpipj|k>:§ Z <k‘pipj10i10j|k>:
i, i,

; 2 popKkly) wiw v k>=§ 2 PPy w )| k) Kl =

Z Pipj<wz'|¢j><wj'|wz'>:z pipj|<lpi|7/’j>|2(;)z pipj:Z Piz PJ:Z pl:lztrpzﬁl
L] 1] i,j i J i

Ist der Zustand rein, d.h. o =|y)(y| , dann ist trp’=tr p=1
Ist der Zustand ein gemischter, dann gibt es mindestens zwei Zustdnde, sodass |(y|y,)|<1

Gélte namlich fiir alle Zustande |(y,|y;)|=1 , so wdren sie nach (**) linear abhéngig und
wiirden den gleichen Zustand bezeichnen und dann wére der Zustand nicht gemischt. Also
gibt es zwei Zusténde mit |(y,|y,)|<1 und und dann gilt: ¢r p’<l .

Da ein Zustand entweder rein oder gemischt ist, folgt:
rein=tr p>=1 tr p’=1=(tr p’<1)= nicht gemischt = rein

gemischt=tr p°<1  tr p’<1tr p°#1= nicht rein= gemischt

Also: reinetrp’=1 und gemischt =tr p’<1

Da die Spur hier eine wichtige Rolle spielt, mdchte ich noch einige ihrer Eigenschaften angeben:



(1) tr(A")=tr(A)

(2) tr(AB)=tr(BA)

(3) tr(AA+uB)=Atr(A)+utr(B) (Linearitit)

(4) tr(ST'AS)=tr(A) (Ahnliche Matrizen haben gleiche Spur, invariant gegeniiber

Basiswechsel)

Bevor weiter auf die Zustandsarten und Verschrankung eingegangen wird, soll ein ldngerer Exkurs
eingeschoben werden iiber ein vollsténdiges System von kommutierenden Observablen und das
Unbestimmtheitsprinzip.

Ein einzelner Spin ist vollstdndig beschrieben durch den Eigenwert eines geeigneten Operators.

Bspw. o,=1=[yp)=|u) oder ax=—1:|w:>:|z>=%|u>—71§\d>

Ebenso besitzt umgekehrt ein festgelegter Spin einen eindeutigen Eigenwert eines geeigneten
Operators.

1 1
B . V= =1 =) =— ——\d =1
SpW. [y U>:>Uz [¥) ‘> \/2‘“> \/2| >:>Gx

Ist der Wert eines Operators gemessen, so zerstort im allgemeinen die Messung eines anderen die
Information iiber den ersten.

Bspw. Sei o,=1 undwirdnun o, gemessen (bspw.zu o,=—1 undalso |y|=|l| )

und wird dann wieder o, gemessen, so kann mit gleicher Wahrscheinlichkeit der Zustand 1 oder
-1 sein, aber nicht mehr sicher 1.

Hat man aber ein kombiniertes System, etwa zwei unabhdngige Spins (also nicht verschréankte),

1
V2

1

bspw. \/—15(|u>+|d>)®|d>= (|u>®|d>+|d>®|d>)=\/§(|u,d>+|d,d>) , s0 kann man man zwei

Observable, z.B. o,®I und I®c, simultan bzw. unmittelbar nacheinander messen:

(0.@1)+(180,) = lu.d)+ld,d))=(0,81) 7|

u,d)+

u,—d)+

d’_d>):%<|d,d>+ u’d>) ’



u,d)+

d,d))=-

(o .8I)(I®C,) u,d)+|d,d)) ,wobei der Eigenwert des gesamten

1 1
L L

Operators -1 ist und sein (simultaner) Eigenvektor %( u,d)+|d,d >)
Dabei ist wegen GX®I%< u,d>+ d,d>)=1-%( d,d>+ u,d>) der Vektor
%(|u,d>+|d,d>) Eigenvektor von o ,®I mit Eigenwert 1 und wegen
I®azi( u,d)+ d,d>)=i( u,—d)+|d,—d))=- i( u,d)+|d,d)) der gleiche Vektor
1 2 2
715( u,d)+|d ,d>) Eigenvektor von I®c, mitEigenwert -1, sodass der gemeinsame

Eigenwert 1-—1=-—1 ist.

u,d)+

Auch hier wird der Zustand %( d,d >) des gesamten Systems durch den Eigenwert

1-—1=—1 des Operators o,®[cI®0, genau bestimmt, falls die einzelnen Eigenwerte

bekannt sind, d.h. die einzelnen Observablen gemessen wurden und hier 1 bzw. -1 ergaben.

Widre —1-1=—1 , so wdre der Zustandsvektor ein anderer: %( u,u)—|d, u>) .

1
V2

Ist umgekehrt der Zustandsvektor (lu,d)+|d,d)) gegeben, dann gibt es einen kombinierten

Operator, fiir den der Vektor Eigenvektor des Operators ist mit Eigenwert 1.

Um also bei dem zwei Spinsystem einen Zustand zu bestimmen (préparieren), wahlt man zwei
Spin-Observablen o;,7; , wobei die erste nur auf den ersten Teilraum wirkt und die zweite nur

auf den zweiten, man schreibt das anstatt aufwendig o,®I=:0; und 7;:=I1®0; . Die beiden
Observablen sind also kompatibel.

Dann misst man mit einem SG-Apparat entlang der entsprechenden Achse und erhdlt den Messwert
0,;=2,=1 oder 0;=A,=—1 mit den Eigenvektoren |A,) bzw. |4,) , die eine Basis fiir den
ersten Hilbertraum J{, bilden.

Dann entlang der Achse fiir die zweite Observable und misst 7,=u,;=1 oder 7;=u,=—1 mit den



Eigenvektoren |u,) bzw. |u,) , Basisvektoren fiir den zweiten Hilbertraum 7,

)Lluu2>:

Ay, ‘u2> bilden dann eine ONBasis des

Die Vektoren ‘/11,#1>, iz,l«t1>,

Tensorproduktraumes H,® H, . Die Messung liefert dann einen gemeinsamen Eigenwert
A, u, mit dem simultanen Eigenvektor ‘)Ll,um> s (0T )| A ) = A | A )
WObEi O-i|A’llLLm>= /’Lilﬂ’llum> und Tj|A’llLLm>= U |A’I lLLm> .

Es giltauch (7;0|A,u,,)|=7 (4| A ) )= 2| 2y ) =(O1T )| 2 )

Analoges gilt fiir die anderen Basisvektoren. Sei |y ¢) ein beliebiger Vektor aus H,® H,
mit |y @)=a|A, u,)+B|A u,)+y | A uy)+6|A,u,) , dann gilt:

O T Y@ )=0,T (alA )+ BlA ) +y | Ay i) +0| Ay uy) )=

A0 T | A )+ BOT A Uty OT | Ayuty) 00T | A uy)=

aT 0| Ay ) BT0|A )y T 0| AUy ) +0T 0| A uy)=

T;0(a|A )+ BIA o)+ y | Ay ) 40| Ay iy ))=T 01y @)= 0,7 ;=T ;0,=[0,7;]=0

d.h. o, und 7; kommutieren.

D.h. da man ein komplettes Basissystem aus gemeinsamen Eigenvektoren hat, kommutieren die
beiden Observablen.

Das Umgekehrte gilt auch: Hat man kommutierende Observablen, dann gibt es ein komplettes
Basissystem aus gemeinsamen Eigenvektoren.

Allgemein: Seien A und B zwei hermitesche Matrizen, die kommutieren. Und sei ‘a1> yeees an>

eine ONBasis des Raumes V, die Eigenvektoren von A sind mit den Eigenwerten A,,...,4,

i#] :<ai‘A‘aj>=<ai‘ )Ljaj>=)Lj<ai‘ aj>=0 A ist in dieser Basis Diagonalmatrix

A0 .0
A= 0 )%2 0 <ai|AB—BA‘aj>=0 und
0 0 .. A

i#] :O:<al.|AB—BA\aj>:<ai\AB\aj>—<ai\BA\aj>QA:<ai\B\aj>—/lj<ai|B\aj>:()ti—/1j)<ai\B|aj>



A#E2,

= <ai‘B‘a j> =0 das bedeutet, dass auch B Diagonalmatrix zur gleichen Basis ‘a1>,... s an> ist
u 0 ... 0
und B= O Hy oo 0
0 0 .. u
Alsoist A ai>:/1i a,.> und B|a,.>:Aul. ai> .

zu(*): (a|ABla;)=(ABlq,

aj>:<BA\ai|aj>:<B/'Liai

aj>:/'L:<B|ai

a;)=4;{a|Bla;)
und <ai‘BA|aj>:<ai|B"11“1>:’11<ai|3“71>

Dass die Operatoren A und B ein Basissystem aus gemeinsame Eigenvektoren haben, gilt zur Zeit
nur, wenn keine entarteten Eigenwerte auftauchen.

Giltnun A,=A4; und ai>J_‘a j> (istalso A, entartet), geht man zum Eigenraum E,(2,) iiber.
(1) Die Einschrankung von B auf E,(A,;) ist hermitesch, lasst sich also mit Hilfe der orthogonalen
Eigenvektoren von B, ,, diagonalisieren. A, ,)=A;I ;) bleibt bei dieser Diagonalisierung
diagonal.

Die orthogonalen Eigenvektoren von B, ;) werden wieder in die Basis von E A

riicktransformiert, die dann zusammen mit dem Eigenvektoren, deren Eigenwerte nicht entartet sind
die gemeinsame Eigenbasis von A und B bilden. In dieser gemeinsamen Basis sind A und B
diagonalisiert (Beweis siehe unten).

1 0 O 0 —-i 0
Beispiel 1: A=|0 1 0 |und B=[j 0 0] .Dabeide Matrizen hermitesch sind und A, B
0 0 -1 0 0 1

kommutieren, hat der Raum eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren.
Die Eigenwerte von A sind: 4,,=1;A;=—1

Die Eigenwerte von B sind:  u,,=1; u;=—1

1\ [0
Die Eigenrdume vonA: E,(1)=span|{o0],|1 E,(—1)=span||0
0/ \0

0
Die Eigenrdume von B: E,(1)=span||o0 |,
1



Zwar sind die Eigenvektoren von B auch Eigenvektoren von A und damit hat man bereits eine
gemeinsame Eigenbasis, aber ich méchte dennoch die obigen Bemerkung illustrieren, da es nicht
immer so einfach geht.

1
Der Eigenraum E,(1) ist entartet: |)L1>i(0) |)LQ>':(
0

0 —i 0\/1\ (o 0 —i O\fo\ [—i 0 —i 0\/o\ (o

B|A,)=|i 0 O0]{o|=[i| B|4,)=|i 0 0}|l1|=[0]| BJAy=|i 0 0fl0]|=|0

0 0 1/\0/ \0O 0 0 1/\0 0 0 0 1/\1 1
(M|B|Ay) (A4]BlAa) (44]BlAs)| [0 —i 0
B= </12\B|)Ll> </12\B\/12> MZ\B\AS) =li 0 O
0 0 1

(23| BlA1) (A5[B|Aa) (23] B|4s)

(| BlAs) (2] Bl2y)
(A2l B|As) (2o B|2s)

% 5]

Eigenwerte sind u,=1,u,=—1 mit Eigenvektoren resp. |‘u1>:'%(1) und |‘u2\>t%( 1.)
‘ i ,

Die Einschrdnkung von B auf diesen Eigenraum: B; ; ):(

\t1)

—1

die B ,, diagonalisieren mit SZ%G _1i):5—1 S_lBIEA(M)S:(é _01)

Die Einschrankung von A auf E,(1) wird von diesem Basiswechsel nicht beriihrt:

</11‘A|/11> <;L1‘A‘/12> :(1 0) S_IA‘E (A)S:(l 0)
01 Al 0 1

EET\ (A AR (AR
.11 11 . .. . .. .
|‘u1>—ﬁ ‘| und |‘u2>—ﬁ | werden wieder in die Basis von E,(1) riicktransformiert:
i ‘ — i
1 0 1 1 0 1
.1 ; 1 . .1 ; 1 .
w=—=|1lo |[*i-l1||==| i |=f)  ju=—=| o] 1||==|-i %)
\/E( 0 0 V2 0 V2 0 0 V2 0
0
|f3>:i 0|€E,(—1) das ist jetzt die gemeinsame Eigenbasis von A und B, die bzgl. dieser
1

Basis beide in Diagonalform vorliegen:



al=lo 1 o L{i 1Lt e
J=0 1 0 =il FUA
0 0 -1 2lg) V2lg
A\f>'100111111\f>
J=l0 1 0 [=|-i|Ft—=|-i ]F s
0 0 -1/ "2\o) V2
1 0 01\/o 0
Alfs)=|0 1 0 [{o|==L{o|=-1|fy)=
0 0 —1/1\1 1
<f1|A|f1> <f1‘A‘f2> <f1|A|f3> 1 0 O
A= {f,|Alf,) (F|Alf2) (flAlfs)|=|0 1 0
(fsAlf) (f3|Alf.) (] Alfs)) \0 0 =1
f=li o ofL(i Ll
B 1i i 0 Or—=i|FL—=|il= 1
0 0 1 \/E(l) \Eé)
TR PR ) IRV iy BEY
)=|i 0 O)—F(—-i|=L—| i =1
0 0 1) 2o 2{,
0 —i 0o 0
B‘f3>ii 0 O'OZOil‘f3>:>
0 0 1/1\1 1
<f1|B|f1> <f1‘B|f2> <f1|B‘f3> 1 0 O
B= <f2|B|f1> <f2‘B|f2> <f2|B‘f3> =0 =10
0O 0 1

falBIfy) {f[BIfy) (£ BIf)

A‘fl>:1'|f1> A|f2>:1'|f2> A‘f3>:_1'|f3>
B‘f1>:1"f1> B‘f2>:_1'|f2> B|f3>:1'|f3>

Man schreibt auch mit den Eigenwerten von A: a,=1,a,=1,a;=—1 und den Eigenwerten von
B: b,=1,b,=—1,b;=1 fiir die gemeinsamen Eigenvektoren:

|f1>:‘a1,b1> ‘f2>:|az’b2> |f3>:\a3,b3>.



Die Umkehrung des obigen Satzes

,» Gibt es eine gemeinsame Eigenbasis zweier Observablen A und B, dann sind A und B in dieser
Basis in Diagonalform und A und B kommutieren.

soll kurz bewiesen werden:

Bew.: Sei A|ei>=/1i|ei> und B

e)=wle) i=1,..,dimH

(e Ale;)=(e]2;le;)=4,le; ‘ej>:)tj<5ij:{gi jjiil_ und das heiBt, A ist in Diagonalform und die

Diagonaleintrdge sind die Eigenwerte von A.

i=

(e Ble;)=(e]u;le;)=u; e]e;)=u;0 —[2 jjiii , B ist in Diagonalform und die

Diagonaleintrdge sind die Eigenwerte von B.

[AB||e,)=(AB—BA||e,)= ABle,)—BAle,)=A u,|e;) BA|e;)=u, A;Je,)— A,

e,.>:0

Sei |1/J>=Z ale)eH : [AB]W}):[AB]Z ai|ei>€3{=Z o[ ABle;)=0
Beweis von Umkehrung bei entarteten Eigenwerten:

(1) .Die Einschrénkung von B (hermitesch) auf E,(A,) ist hermitesch, denn allgemein gilt fiir
Matrix X und beliebigen Vektoren des Vektorraums |a),|b)

<b|X|a>:<a\X+|b>* oder mit hermitescher Matrix X: (b|X|a)=(a|X \b) .
Also hier: (A|B|A;)=(A,|B|4;)" also ist B auch in der Einschrankung hermitesch.
(2) Ist |y)€E,(A,)=>AB|y)=BA|y)=BA,|Jy)=ABly) ,dannist Bly) EV vonAzum EW

1

A; .Ist |y) dariiber hinaus Eigenvektor von B, derin B, ;,, gefunden und riicktransformiert
wurde in die Basis von E,,; mit Bly)=uly) ,soist [y} auch EV vonA:
A(Bly))=2,(Bly))= Auly)=Auly)= A=A,y

Ist Aly)=A|y) und A nicht entartet, dann ist |3) gemeinsamer EV , denn:

es gibt bis auf einen Skalar nur einen Eigenvektor von Azu 4

AB|y)=BA|y)=BAly)=AB|y)



Alsoistauch B|y) Eigenvektor von Azu A , daher muss gelten By )=ul|y)

und das heillt |y) ist gemeinsamer Eigenvektor von A und von B.

Damit sind alle Eigenvektoren gemeinsam.

Beispiel 2: Im dreidimensionalen Hilbertraum sind zwei lineare Operatoren A, B durch ihre

Wirkung auf die Vektoren einer ONBasis { e, },|e,),
Ale,)=3[er)=iv2les)#fes)
Aley)=iv2e,)+2|e,)—iv2]es)
Ales)=le,)+iV2|e,)+3]es)

Ble,)=le,) +iv2]e,)+|e;)

B‘e2>=—N§|e1>+i\E|e3>
Bles)=ley)—1V2]e.)+[es)]

Die Matrix von A bzgl. der angegebenen Basis ist

leAle,) (efAles) (efAles)| [ 3 2 1
A= (e,|Ale;) (e,|Ale,) (e,]Aley)|=|—iv2 2 1'\/5)
les|Ale,) (es|Ale,) (es|Ales) 1 —iv2 3
1 —iv2 1 )
und entsprechend B=|iy2 0 —iy/2| beide sind hermitesch
1 2 1

Kommutieren sie?

3 iv2 1 1 —iv2 1 2 =202

-2 2 i2f{iv2 0 —iv2 V2o -4
1 —iv2 3 1 iV2 1 6 2iv2

BA=

1 —i2 1 3 iv2 1 2 —2iy2
iv2 0 —iv2||-iv2 2  iV2|=[2iV2 -4
1 iv2 1 1 —iv2 3 6 202

e3> } folgendermafen definiert:

6
—2iV2
2

6
—2iV2
2



AB = BA.

Oder einfacher ohne Matrizenmultiplikation: AB ist hermitesch = AB=(AB)

Eigenwertbestimmung 1) von A:
3—-4 ivV2 1

0=-iv2 2—-4 iV2|=—A’+8A1—-16A1=A=0V A=4(doppelt)
1 —iv2 3-2

1/2
A,=0=|A,)=| i/y/2 | (normiert)
—-1/2
e
V2
E,(A,;)=E,(4)=span|| 0 \f (normierte Vektoren)
1
V2) | o

Eigenwertbestimmung 1) von B:

1/2
W ==2=uy)=|-i/\2
—-1/2
1
V2| [—iv273
u,,=2=spanf| 0 |,| V1/3 (normierte Vektoren)
1 0
V2

Die drei Eigenvektoren von A bilden eine normierte Basis B vom Raum.

A 4):E4(4)2E,(4) hatin der Basis { |4,),
i

P (2] Al A) (A Al ) 4Ly 1

7 e

Da BE,(4)cE,(4),weil AB=BA :

(22

"'=B'A'=BA

As)} von E ,(4) die Darstellung:

i i
(A aap Lt B V(A i,
. [T 25) {A3]1]25) £l



_ 11 /L A2 0
1 —-iv2 1 \[V2] |2 1 -iv2 1 \|'JB) | =2
Bli,)=(iv2 0 —iv2|| 0 |=2{ 0| Bl|A)=|iv2 0 —iv2|| 1 |5 V3
1 2 1 /|| | L 12 1 |3 |02
V2 V2 0 V3
By (s):E,(4)>E,(4) hatin der gleichen Basis { |4,),|/A;)} die Darstellung:
ey w2 TE|| T
E,(4)= ’ ’ ? = =2 . hermitesch.
U \AlBl ) (A4[BlAs)) | Ly -t
V3 V3

12 12 V2143
A))=|ilN2 0 1//3
—1/2 1/42 0

S':(|A~1>;

A’2> )

Spaltenvektoren orthonormieren, sodass S unitir! =S '=S'

12 142 il2 /2 —ilN2 -1/2

s=li/v2 0 1/V2| detS=—1 S'={1N2 0 %

—1/2 1/V2 —il2 e

—il2 i/2

12 -il2 _11/2 1 —iv2 1 /2 1/V2 il2

ST'BS=[1/V2 0 ﬁ'i\ﬁ 0 —iv2liN2 0 1NW2
1 V2 1 —1/2 12 —il2

—i/2 12 Q2
12 —il2 —11/2 LB il oo o
S'BS=[1/"2 0 = | iv2 0 —v2|=lo 2 o |=B;
- ' 00 —2
RN I ARG s

Demnach sind die gemeinsamen Eigenvektoren



1/2
|f1>= i/y2 | Eigenwert bzgl. A ist a; = 0, Eigenwert bzgl. B ist b, =2

-1/2

12

| f 2>: 0 Eigenwert bzgl. A ist a, = 4, Eigenwert bzgl. B ist b, =2
12
i/2

|f3>: 1/y/2| Eigenwert bzgl. A ist a, = 4, Eigenwert bzgl. B istb; = -2
—il2

Man schreibt auch |f,)=:|a,b,}, |f,)=:|a,b,}, |fs)=t|a,b,)

Es gilt: A‘alb2>=al‘alb2> A‘azb2>=az‘azb2> A‘azb1>=az‘azb1> und

Bla,b,)=b,|a,b,)  B|a,b,)=b,|a,b,) Bla,b,)=b,|a,b,)

Ein beliebiger Zustand l&sst sich also schreiben als |y)=« |a1b2>+/3’ ‘a2b2>+;y |a2b1>
mit o a+p f+y y=1

*

+ [Es werde A gemessen: a, mit Wahrscheinlichkeit P(a,)=a «a
das System kollabiert dann zum Zustand |alb2>

a, mit Wahrscheinlichkeit P( Clz): /3* /3_'_),*),

das System im Zustand §‘02b2>+%|612b1> mit 6=Vp f+y’y

* Es wird nun B gemessen: wurde a; zuerst gemessen, dann jetzt sicher b, und das System

bleibt im Zustand ‘alb2> )

=
=

wurde a, zuerst gemessen, dann wird b, mit P(b,)="~~— und

das System kollabiert dann zum Zustand ‘azb2> ,

*

und b; mit P(b,)= 55 und das System kollabiert zu ‘a2b1>

Q<
Q<




* Wird wieder A gemessen, so bleibt das System in dem zuvor kollabierten Zustand.

Nun zum zweiten Punkt des Exkurses, die Unbestimmtheitsrelation.

Sei {Mi>} eine ONBasis aus den Eigenvektoren des hermiteschen Operators A und das System

im Zustand |1/}>:Z a|h;) .
Der Erwartungswert von Aist (A}, =Y, AP, (A,)€R

Zuerst soll die Varianz der Observablen A definiert werden. Unter der Varianz versteht man
zunichst die Abweichung der Observablen A von ihrem Mittelwert u=(A) und zwar die mittlere
Abweichung, also <A —<A>>= [A—u) .Dadie Abweichung nicht unterscheiden soll, ob A nach
oben oder unten abweicht, nimmt man den Betrag (|A—pu|) . Da groRe Abweichungen nach oben
und unten stdrker berticksichtigt werden sollen und der Betrag oft ungiinstig fiir Rechnungen ist,
wihlt man das Quadrat der Abweichungen: ((A—u)?) .

Var(A): :<(A - <A>)2> und die Wurzel daraus die Standardabweichung (Streuung,
Schwankung)

o(A):=AA:=\Var(A)= <(A—<A>)2>€IRS , die die Unbestimmtheit in A beschreibt.

Der Erwartungswert kann als Operator aufgefasst werden, wenn man schreibt (A)-T
dann wird auch A—(A)'="A—(A)I zum Operator und ebenso (A—(A))’

In diesem Sinne gilt:

(1) (aA+bl)=a({A)+bI oder einfacher geschrieben (aA+b)=a(A)+b

@ (A)=X 4iP(%)

(AA)ZZZ (M-uyP(M

1

(3) Var(A)

2

@) var(A)=(aA)P=(A’)-(A)

(5) Var(aA+b)=d’Var(A)

29 Davon abgesehen wire der Erwartungswert von A—{(A) gleich Null, also wertlos.



Beispiel: Sei (1)=(u) , der Messapparat werde um 45% gedreht in Richtung x-Achse

Also ist die Observable A= i—((7,<+Uz)i =

V2 V2\1

A=l Al)=lulF o4 o Jul=lul ) ) )=

A*=1=(u|Au)=1 A)=(At—(AP=1-1=1o5(a)=aa=L
> {ul %) =12 ar(A)=(4°) (A =1-2= 1o o (4)=aa=1
Eigenwerte von A sind 1 und -1.
. ) _ 1 1+\/§)
normierter Eigenvektor zum Wert 1: |1)=————
: =Tl
. . 1 1
normierter Eigenvektor zum Wert -1: |—1)=—— -
i = \/4+2¢2(—¢2—1)
3+2V2 2442
P(1)=|(ul1)[= = ~0,854
(1)=lul =322 20
P
— 1
| fIrIIIrzIIIZTaoaLLaaTLL +- — Eigenwerte von A
. | [ 1

Fiir einen beliebigen Operator C gilt <C+C>|l/,:<w|C+C|1p>:<C1/J|C Y)=0 :



A—(A) . B—(B)

Sei C:= AA +i AB ein Operator fiir hermitesche Operatoren A und B. Dann ist
ror-([A=lA] _B=(B)\[A={A) B—(B)|}_
0<(C C>_<( AA ' aB \Taa T'TaB /T

(AB—A<B>—<A>B+<A><B>—BA+B<A>+<B>A_<B><A>)>:

<2+AAAB [A,B}>g2+AAiAB ([A,B])= AAABz—é([A,B]} *)

Und da allgemein (x +>:<X >* und damit insbesondere

(c'c)={(c"e))=lc e/ =2———=([A,B])20=(C"C)=2+—L (A, B]=0=

AAAB2%<[A,B]> . Also gilt mit (*)

(AAAB)> (<[A,BD)Z:«AAABZ%K[A,BM da AA,AB=0

1
4
Das ist die allgemeine Unbestimmtheitsrelation AAA BZ%K[A , B]>|

Fiir die Ortsoperatoren x,=x,X,=y,X;=z und die Impulsoperatoren p,=p,, p,=p,,pP;=p,
gilt: [xl.,pj]=ih d; und also

Axap=2{[xp|oaxap, = in|Saxap,>1n

Das ist die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation fiir Ort und Impuls AXx A pXZ% ho.



Wenn die Observablen kommutieren, also [A,B|=0 gilt, dann wird die Unbestimmtheitsrelation
zu AAAB=0 , also trivial, da das immer gilt, genauer aber ist AAAB=0 da

AA=0 und AB=0 d.h. die Unbestimmtheiten gibt es garnicht, da beide Observablen
gleichzeitig genau gemessen werden konnen.

Exkurs Ende.
Zuriick zur Verschrankung.

Doch zuvor soll noch erklédrt werden, was eine Wellenfunktion ist und wie ihre Beziehung zum
Zustandsvektor aussieht.

Es sei ein vollstandiges System von kommutativen Observablen gegeben A,,...,A, ,d.h.je zwei

dieser Observablen kommutieren. Dadurch ist eine gemeinsame ONBasis der Eigenvektoren der
Observablen gegeben. Seien a,,...,a;, die Eigenwerte vonA,, ..., a,,...,a,, die
Eigenwerte von A; mit den gemeinsamen Eigenvektoren

fi)=lays->a.),-.,|f,)=|ay,,.--,a.) ,dann ldsst sich ein beliebiger Zustandsvektor [¥)
| 1> ‘ 11 r1> n> | 1n rn>

als LK schreiben:

ay;,...,a,) ,wobeidie (ay;,...,a,) die Koeffizienten der LK sind

>

Ilp:z w (ali)--'a ari)
i=1

(bisher mit «,...,a, bezeichnet).

Jeder Koeffizient lasst sich als Skalarprodukt aus dem Basisvektor und dem Zustandsvektor
beschreiben: y(a,,,...,a,)=(a,,...,a,| ¥

> i

Das Tupel (1/) (ayy,esay), (@, e, am)) der Koeffizienten heilst die Wellenfunktion des

Systems in der gemeinsamen Eigenbasis die durch die (kommutierenden) Observablen A,,..., A,
gegeben ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die kommutierenden Observablen A,,...,A, die Werte
a,;,...,a,; annehmen werden im gegebenen Zustand [W¥) ist:

Py (011‘:---,an‘)—w (ali!"',ari)w(ali!""ari)

Natiirlich gilt wieder dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten 1 ist:

Z 1/)*(011':---: ari)w (‘111‘: ey ari): 1
i=1



Die Wellenfunktionen eines Systems konnen verschieden aussehen. Das hidngt von der Wahl der
Observablen ab. Das zeigt das einfache Beispiel des singuldren Spins.

Wihlt man die Observable ¢, mit ihrer Basis |u),|d) , so lautet die Wellenfunktion mit

Y(u)=(u|w) und yp(d)=(d|® ) : 1W)=(y(u),y(d)) ,wihlt man jedoch bspw. die

o

X

-Basis |r),|I) ,so hatsiedie Form { w(r),y ()} mit w(r)=(r|¥) und ¢ (I)=(1|¥)

Oder noch konkreter: Sei [W)=|u)

Inder o,—Basis ,also |u),|d) ist (u)=(u|lu)=1 und wy(d)=(d|u)=0

|W) hat die Wellenfunktion: { 1,0}  [W)=(1,0)

Inder o,—Basis ,also |r),|l) ist w(r)=<r|u>:% und 1/;(1):<l\u>:i2

1 1 (1 1
W) hat jetzt die Wellenfunktion in der Form: |—=,— W=|—=,—
: (@ @) (@ @)

In dem Fall ist die Wellenfunktion diskret, wenn der Zustandsvektor jedoch durch ein Integral
anstatt durch eine Summe dargestellt wird, dann ist die Wellenfunktion stetig.

Das Verhdltnis zwischen Zustandsvektor und Wellenfunktion ist analog zu dem Verhéltnis von
Vektor in einem Vektorraum und seine Darstellung durch einen Spaltenvektor, dessen Komponenten
die Koeffizienten der Darstellung des Vektors durch seine Basisvektoren ist. Andert sich die Basis,

dann auch die Komponenten. So gesehen ist die Wellenfunktion die Komponentendarstellung des
Zustandsvektors in einer gegebenen Basis.

Fiir den Erwartungswert eines Operators O im Zustand |W)=e |u)+a,|d) gilt mit

*

w(u)=(u|W)=a, und y(d)=d|W)=a, bzw. a,=ulW)=Wu)=(y(u))] =y (u)
und o, =(d|W )" =Wld)=(y(d)) =y (d) :

(0)y = WIOIW =(a,|u)+a,|d)[O]a,|u)+a,ld)=(a,u)+a,ld)]a,0lu)+a,0ld)) =
= oo, [u|Olu)+ sty (u]Old)+ ey, [d| Olu) +yy (d]Od ) =

:auauouu+au ad Oud+adauodu+adadodd:

=y (u)y (u) Oyt (u)y (d) Oyt y(d)y (u) Oy (d) 1 (d) Oy =



=y (1) O,y (u)+y " (u) Oy (d)+y (d) Oy (u)+y (d) Oy (d)

allgemein, falls (|1>,..., n>) ONBasis istund W)= |1)+...+a,|n) und a,=(i|W )=y i)

dh W =y(1)|1)+.+p(n)n) : (O)y= Zw 0O,y (j

Also nun zuriick zur Verschrankung.

Ist er Zustand eines Gesamtsystems rein, und weill man also alles, was es iiber das Gesamtsystem
zu wissen moglich ist, so heilst das nicht, dass man auch alles weil {iber die Teile des Systems. Und
das bedeutet, dass die Teilsysteme als gemischte Zustdnde beschrieben werden miissen:

A

Sei O='( a* Z) selbstadjungierter Operator, dann ist
c

a 0 c O (é®1)uuuu (?® I)uuud (é®1>uudu (§®I)uudd
Oer=|? C)® 1 0)_ 0 a 0 cf|_ (081),4, (0814, (08I)y, (08),
* b 0 1 ¢ 0 b 0 (©® I )duuu (é® I)duud (é ® I)dudu (©®I )dudd
0 ¢ 0 b (O® I )dduu ( é ®I )ddud (é ® I)dddu ( O I )dddd

und
a c 0 0 (I®?)uuuu (I®(?>uuud (I®(?)uudu (I®?)uudd
100=[1 0)® a C): c b 0 0 _ (I©0),4, (1®0),5, (I®0),4, (I®0),44
0 1 C* b 0 0 a c (I®©>duuu (I®é)duud (I® é)dudu (I®O)dudd
0 O ¢ b (I ® O )dduu (I ® O )ddud (I ® é)dddu (I ® é )dddd

kommutieren. Sei W=y (uu)uu ) +y (ud)|ud )+ (du)|du)+y (dd)|dd
<O®I>W =WORIIW)=
(9 (uur) Juu )+ (ud )|ud) +y (du)|du)+y (dd)|dd) | O@I|y (uu)|uu)+y(ud)|ud)+y (du)|du)+y(dd)|dd))=

oy (uu)y (uu) (uu|O® Iuu )+y" (uu)y (ud ) (uu|O @I ud )+ (uu)y (du) luu|OI|du)+y " (uu)y (dd) (uu|O®I|dd )+

a 0 c 0

w (ud)y (uu)(ud|O@I|uu)+y (ud)y (ud) (ud|O® Iud)+y " (ud)y (du)(ud|O®I|du)+y " (ud )y (dd) ud|O®I|dd)+
0 a 0 c

W (du)y (uu) dulO@Iuu)+yp"(du)y (ud) (dulO®I |ud )+ (du)y (du) dulOeT|du)+y (du)y (dd)(du|O®I|dd)+

¢ 0 b 0

w'(dd)y (uu)(dd|O@I|uu)+y (dd)y (ud) dd|O®I|ud)+y"(dd)y (du)dd|O®I|du)+y (dd)y(dd) dd|OeI|dd) =

0 ¢ 0 b




(w*<uu)uz(w)+w*(m!>w(ud))ouu+(z,u’“(uu)w(du)w*(ud)w(dd))oud+
P Pud

+ (VI*(du)l/}(uu)H/J*(dd)l/} (ud))Odﬁ(lﬂ*(du)zﬂ ('du)+1//“(dd)z/}(dd‘))Odﬁ
pdu p;d

> (y'lawyla)+y’(a'd)y(ad))O, =3 ;(w*(a’b)w(ab))oaa.zz PgaOua=tr p-0=(0)y

Hierzu das Beispiel eines verschrankten Zweispinzustandes:
Sei 1W)=|sing)=—(|jud)—|du))
V2

|sing)=(w (u,u),w(u,d),p(d,u),p (d,d)):(o,ﬁ,—%ﬁ) als Wellenfunktion mit der

Observablen

o ztodo=ly U
z z/aa 0 -1 \/d‘o'z|u> d‘(jz‘d

a,®1bb':(0z®1)aba'b':

a

) bzw. o0,81=0,

(uulo,@Tuu) (uu|o,®Iud) (uu|o,I|du) (uu|o,®I|dd)

10 0 O
:(1 0)®(1 0): 01 0 0 |_ (udlo ,@Iuu) (ud|lo,®Ilud) (ud|lo,®I|du) (udlo,®Ildd)
0 -1/ \0 1/ 10 0 -1 0 ldulo,®TIuu) (du|lo,®Iud) (dulo,®I|du) (dulo,®I|dd)
0.0 0 1) Vlddlo,@Iluu) (ddlo,@Ilud) (ddlo,®Ildu) dd|o, eI|dd
0 0 0 0
. . |° % _% 0 . 2 .
p =|sing )(sing|= R mit p°=p und tr p=1 , also reiner Zustand.
2
00 0 0
Esgilt =y (uu)y (uu)+y (ud)y (ud)=0+=—==1
V2 42 2
Pu=y (uu)y(du)+y (ud)y(dd)=0+0=0
pa= (du )y (un)+y (dd)y (ud)=0+0=0
* * 1 1 1
0= (du)y(du)+y (dd)y}(dd):—#‘ —+0==



o

0

:pli :trpi:%<1

S N+
N
o KR

Damit ist pl':(puu pud):

du Pdd

N |
AN

was Kriterium ist fiir gemischte Zustinde. Obwohl der gesamte Zustand |sing) rein ist, so ist der
erste Spin in diesem Zustand der beiden verschrdnkten Spins gemischt!

Zum Vergleich werde ein nicht verschrdnkter Zustand gewéhlt:

\—iuu +i—u +0|du)+ mi
W)= luu)+ = fud)(+0|du)+0|dd)) mit

¢<uu>=%, w<ud>=%; w(du)=0; y(dd)=0

Es gilt: puu=w*(uu)w(uu>+w*(ud)w(ud):%+%=1

pud=w*<uu>w<du>+w*<ud>w<dd>=7§-o+%-o=o

)y (uu)+y(dd)y (ud)=0+0=0
)y (du)+y (dd)y(dd)=0+0=0

/O=1O p2:1010:1 O:p fr 0=1
o o o o/lo 0/7\o o) TP

also ist auch der erste Spin im reinen Zustand wie der gesamte.
Jetzt soll das zweite Teilsystem betrachtet werden ohne Einwirkung auf das erste:
(180)y = WII®0|W)=
o (e uw )+ (ud ) ud) +y (du)|du )+ (dd)|d d) | 18Oy (un)luu)+y (ud) ud )+ (du)|du )+ (dd)|d d )=

o (uw)y (uu) (uu| I @O |uu )+ (uu )y (ud ) uu| 1@ Olud )+ (uu)y (du) (uu|I©O |du) +y " (uu)yp (dd) (uu|I®© Oldd )+

a c 0 0

oy (ud )y (uu) ud | 100 |uu)+p (ud )y (ud ) ud| I ©O|ud )+ (ud)yp (du) (ud |I©O|du)+y " (ud)y(dd ) (ud|I® O|dd) +

c b 0 0

y"(du)y (uu) (dul1® Oluu)+y" (du)y (ud) (du| I® Olud )+ (du)yp (du)(du|I @O |du)+y  (du)y (dd) (du|I® Oldd )+
0 0 a c

w(dd)y (uu)(dd|I@Ouu)+y"(dd)y (ud)(dd|1®0|ud)+y " (dd)y (du) dd|I®O|du)+vy (dd)y(dd) dd|I©O|dd) =

0 0 c b



(: Z ,'*”*(a b’ W(ab)Iana,b,ab):

(w (uu +w( ) ( y(ud) +w *(du )z/J<dd))Oud+
W (ud ) (uu H/, ( ) ( (ud)y (ud)+y (dd)y;(dd))odd_
P dd
;1 ) ;1 ( )Oaa,zgpa,aOaa,:trp~O:<O>N,

Wieder das Beispiel des verschrdnkten Zustandes I‘P>=|sing>=%(|ud>—|du>)

1 1,_1 1,1 1
=0+(——=)——=)== =0+0=0 =0 =(—=)(—=)+0==
puu ( \/E)( \/5) p) pud )Odu pdd (\2)(\/2> 2
% 0 % 0 1
0,= 1 = po= =tr( pi):§<1 also ist der zweite Spin gemischter Zustand obwohl
0 - 0 -
2 4

der gesamte rein ist.

Und zur Abhebung der nicht verschrdnkte Zustand |IP>:\/_1§ \uu>+%|ud>(+0|du>+0\dd>)

mit w(uu>:71§, w(ud)=%; w(du)=0; y(dd)=0

U’*(UUW(UU)'O'::IJ*(du)w(du):(%)(%ﬁo:%
w*(uuw(ud);:j}*(du)w(dd) % %m:%
w*(ud)w(uu)/:p*(dd)w(du):%-%m:%
y’ (ud)y (ud)+y"(dd)y (dd)= TIE%J’O %

P dd



0, = p>=>trp>=1 also wieder reiner Zustand im zweiten Spin.

N[~ N~
N[~ N~

Fiir einen einzelnen Spin im beliebigen Zustand [W) ist der Dichteoperator p =W (W|

und seine Matrixdarstellung in der Basis { [a) }  p,,.=(a|W ) Wla" )=y (a)y (a’) :

* *

Fiir den Zustand |W)=alu)+g|d) ist y(u)=a, v (u)=a’, w(d)=p, v (d)=p

*

Ba BB

und die Dichtematrix p, a,:( Puu
" \Pau Pad

pud):(w(u)w*(u) w((u)w*(d>):(aa* aﬁ*)

Beispiele:
11
W W=—urrla=r) p=l? 2 |Eptsrpi=1
V2© 2 11
2 2
1 _1
1 1 .
@ Wi=—rluj——rld)=ll) ez 2 2|Eptsrpi=1
V2i 2 11
2 2
1 i
1 ' . .
@ W=rlu+ld=li o7 FEpi=rp=1
L1
11
1 .
4) v =5IU>—%Id>=IO> p= 21. i=p23trp2=1
22
(5) W=u) p—((l) 0)=',02:>tr,02=1



©® 1wi=ld) pt(

0 0
01

):' pz:trp2:1

7) 'W\”:%|UU>+%|ud>+%\ud>+%|dd>

fiirs erste Teilsystem:

. . 1 1 1 . .
pu=y (wu)y )ty (ud)yud)=7+7=5 p,=v (uu)yp(du)+y (ud)y(dd)=
. . 1 . .
o=y (du)y (uu)+y (dd)y (ud)=7 Pa=y (du)y(du)+y (dd)y(dd)=
211 1 o2 2_
p_2(1 1) pr=tro=l
Fiirs zweite Teilsystem:
y (uu)y (uu)+y (dU)UJ(dU)ZEE*‘EE:E Y (UU)I/J(Ud)"'l//*(dUW(dd):E
Puu Pud
. . 1 . . 1
 (ud)y (uu)+y (dd)l/J(dU)=§ Y (ud)y (ud)+y (dd)w(dd)=5
Pau P dd
~1(1 1 o 2 2_
p_2(1 1) pr=tro=l
®) W =—L|uu)+—2|dd)=|trip,)
V2 V2 ?
erstes Teilsystem:
)y () + (ud )y (ud)= ok 0=5 () (du)+* (ud )y (dd =0

puu

' (du)y (uu)+y (dd)y (ud)=0

pud

ud) '1/’*<du)1/1(du)+'l/)*(dd)1/)(dd):%

[) du

:>p=

N | =

oS K

Pdd

0

=>tr(p’)= %< 1 gemischter Teilzustand (verschrankt)

4

| =

N = N



zweites Teilsystem:

@U*(UUW(UU);:,U*(du)w(du)=71§-%+0=% w*(uu)w(ud);:f*(du>1/}(dd>:0
' (ud)y (uu)+y”"(dd)y (du)=0 ' (ud)y (ud)+y (dd)p (dd)=2
O au P ad

0

0
=>tr(p’)= %< 1 gemischter Teilzustand (verschrinkt)

2

=>p° =

S N
o A=

1 1
2 4
©) IW>=%|uu>+%|ud>

erstes Teilsystem:

" (uu)y (wu)+y (ud )y (ud)= =+ 20=1 " (un)yp(du)+yp* (ud )y (dd ) =0

25 25 ——
Puu Pua
Y (du)y (uu)+y"(dd)y (ud)=0 y'(du)y (du)+y”(dd)y(dd)=0
O Pad

0 :((1) 8): p’=tr(p®)=1 das erste Teilsystem ist rein.

zweites Teilsystem:

- - _33,0=2 . * _34_12
g(uu)w(uu)pw (du)y (du)=2 < +0=o2 w(uu)w(ud);w (du)y(dd)==<=-2
Y (ud)y (uu)+y(dd)y (du)=o= y (ud)y(ud)+y (dd)y (dd)=-2

P u P ad

- 1[9 12 — 2 2y _ .

p—25(12 16) p°=tr(p°)=1 auch rein.

Es gibt zwei theoretische Tests fiir Verschrankung, erstens der Korrelationstest und zweitens der
Dichtematrixtest.

Korrelationstest: Unter der Korrelation corr(A,B) mit einer Observablen fiir das erste
Teilsystem A und fiir das zweite Teilsystem B versteht man:

corr(A,B)=(AB)—(A)(B)



Ist die Korrelation Null, dann ist das System nicht verschrankt, ist die Korrelation ungleich Null,
dann ist sie verschrankt.

a, b, c, d,
Es gilt fiir Vektoren |a)=[92|,|b)=|D2],|c)=| €2 ], |d)=| 92
T F R P

. (aoblcad)=ldlc)(bld) ¢

* s ook

la®b|c®d)=(a;b;,a;b;,...,aib;,a;b;,aybs, .., asby, .., @b}, a,bs, .. by
-(cldl,cldz,...,cldn,czdl,czdz,...,czdn,...,cndl,cndz,...,cndn) =
(are,+a;c,+.tayc, (b d +bydy+..+b d =} c, bid +...

Es gilt: (v, @y,|AlY®y,)=(y,|Alyp;) (**), wenn A auf die erste Komponente nur wirkt,
denn <1/}1®1/}2|A|1/’1®1/’2> <1/J1®1/’2|A1/}1®1/J2> (¥, |Al/)1> < 2|¢2>:<w1|Aw1>

1
Das Gleiche gilt fiir die zweite Komponente.

Ist der Zustand ein Produktzustand, dann ist die Korrelation Null, denn:

{AB),=(y,®y,| AB|y,®y,)= (1, @y,| Ay, ®Byp, )=

Sy | Al (| Bl =(A), (Bl = | A, (9, Bl,) 2 (A)) oy Blyon.={A),(B),

Korrelationen bewegen sich zwischen den Werten -1 und 1. Je groer der Betrag, desto stédrker ist
die Verschrdankung.

Beispiele:

1 1
1 )=—=|ud)+—=|d
W) |y)=lud)+—[du]

o, wirke nur auf die erste Komponente und 7, nur auf die zweite.

\/_ud+\/§du>=<%ud+%du %ozurzd+%azdrzu>=

1 11
du)=—s—-=—1
”> 272

(0,T,) ud+ _du
<f 72

<fUd+\f



ud+

o =L yged _1 1
\(‘7z/>1,,—<\/—2ud+\/E > <\/~ud+¢_du \/_Ud \/Edu>—2 2—0

Also: (0,7, —(0,) (T, =—1 stark korreliert (stark verschréinkt)
17 ly 7 Zly

=1 1 1
) |w/>—2|ud>+2\du>+ﬁ|dd>

z Z/U’

1 1 1 _
T, Eud+§du+ﬁdd>—

1 1
(0,7,), =(zud+-du+—=dd|o
< 277 V2

1 1 1 1 1 1
=({=ud+=du+—=dd|=o,ut,d+=o,dt,u+—o,dt,d )=
<2 2 \/2 z z z \/E z z >

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1.1
—<§ud+§du+$dd _EUd_Edu+ﬁdd>__Z_Z+§_0
0,),= <—ud+ du+%dd —ud+%du+%dd>:<%ud+%du+%dd‘%ud—%du—%dd>:
=1 1 1_1

4 4 2 2

C=(Lygelque L Lodrk quedd)={ Lud+Lau+ L ddl - Lud+t qu——Ldd\=
(\rz/,w—<2ud+2du+\/§dd T, 2ud+2du+\5dd>—<2ud+2du+\5dd‘ 2ud+2du \Edd>_
_ 1.1 1_ 1
- ==

4 4 2 2
Also: (0,T,),710,),(T,) =-1 schwach korreliert (schwach verschrankt)

/1/_/ \ Z/l/)

=L 1
3 |1/})—\E|Ud>+\/§‘dd>

O‘Z"”Z

1 1 1 1
—ud+—=dd )={ —ud+ dd o d+—o,dt,d
@“@><¢z“f‘@‘”¢ >

1 1
<azrz>w:<ﬁud+ﬁdd

o

1 1 _ 11
<¢—ud+\/dd‘ @Ud+ﬁdd>_ 2+2_



/1 1 1 1 /1
<az/\w—<ﬁud+ﬁdd Z_ZUd+ﬁdd>_<\/§ ud+ \Fdd‘\@a ud+\/_o dd>

/1

< _1
—\2"

1

Also: (o,T,) —(0,)

by 2y (T2),=0-0=0 nicht korreliert, nicht verschrankt. Der Zustand ist ein

Produktzustand: |1p\_\/_|ud> [|dd> (\/_| >+%|d> ®|d)

Dichtematrixtest:

Fiir das Kronecker-Produkt (dyadisches Produkt) gilt weiter (neben dem oben genannten
Skalarprodukt):

(1) Alla)®lb))=(1]a))®|b)=|a)®(A|b)) (assoziativ)
(2) (A+u)la)®|b)=2(|a)®|b))+u(|a)®|b)] (distributiv bzgl. Skalar)
3) (\a>+|b>)®|C>=|a>®|c>+|b>®|c> (linksdistributiv bzgl. Kets)

4 |a>®(|b>+\c>)=|a>®\b>+|a>®\c> (rechtsdistributiv bzgl. Kets)

Ist |¥,)=y,(a)|a)+y,(b)b) Zustandsvektor mit Wellenfunktion (v, (a),y,(b))
in der ONBasis |a),|b) und
|W,)=v,(a)la)+y,(b)|b) Zustandsvektor mit Wellenfunktion (1, (a),,(b))

in der gleichen ONBasis,

dann hat das Produkt |W)=|W,)®|¥,) in der ONBasis |laa),

J.|ba),|bb)

die Wellenfunktion, da (1//1(a)th(a)ﬂpl(a)yh(b);¢1(b)UJ2(a))7/’1(b)¢2 (b))

|‘P>=|‘P1>®|1P2>:(1/11(a)‘a>+w1(b)|b>)®(1/}2(a)|a>+1/)2(b)|b>):1p1(a)|a>®w2(a)‘a>+...(2

Zwl(a)%(aj|aa>+?1(a)wz(b) ‘ab>+1/J1(b)1/J2(a) ‘ba>+W1(b)W2(b)‘bb>

v (aa) w(ab) v (ba) w(bb)




oder kurz, es gilt die Wellenfunktiongleichung: v (a'a'')=vy,(a')y,(a"") (*)

Fiir die Dichtematrix des ersten Teils gilt geméR Seite 129: p,.,= (" (a'b)y (ab))
b

oder durch Anwendung von (*): ,oa,a:Z(lp ) Z( b)y,(a )Wz(b)):

b

pa a_UJ1 sz 2pa a_le1( )1/’1(0)

und fiir das zweite Teilsystem: p,.,= >, (¢ (ab')y(ab))

a

Pyp=2 (Wi @)y (b )y, (@), (b))= oy, =ws(b )y, (b)Y (wi(a)w,(a))= p s =ws(b )y, (b)

a a

1

%)

Beispiel () |y = lud)+Ldd)= (f> f|d>)®|i>

%)

1 1
y,(u)=y,(u )=i y,(d) =y (d)ziﬁp = 2 2 =pi=>tr(p])=1 reiner Zustand.
1 [ 1 \/E 1 l l
2 2
1 1
__A’ - )
2 2 |5(2-a)-Lt=0ea=1va=0
11 ,\2 4
2 2

. . . .11 1 1 "
Der Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist 1@V=E|Q D@\ =—— =—lu)+—=\d)= =
g g P9 =@ =19, \/5(1) \/§| > \/2‘ > |¥4) ‘I/J1>

. . . .11 1 1 -
Der Eigenvektor zum Eigenwert 0 ist ‘1o)y=01p\=>|@)=— =—lu)——=\|d)L =
g g P@; |¥)= @) \6(—1) \E‘ > \/E‘ > [¥1) ‘UJ1>

v, (1)=0; %(d)zl:«pz:(g 2):p§ r(pd)=1



’—)L 0

0 1_1‘:—1(1—1):0©1:ov1:1

Der Eigenvektor zum Eigenwert 1ist p,¢)=1¢)= |<p;\i(2):>|<p;:|d>:|z/;2>: 1/;2>

und zum Eigenwert 0: pl-lcv>=0-|fpz:|¢:\i((1)):>|¢>=|U>llwz>: ;)

1 1 .
1): \=—|ud)+—=|du) kein Produktzustand (verschrankt
: )= lud )+ du) ( )

Poa=2 (" (a’b)y(ab))

b

W(UU)ZO;w(dd)ZO;w(ud):%; (du>:71§

pu=y (u)y(uury’ (wd)p(ud)=047=2  p,=y (uu)y(du)+y (ud)y(dd)=0

pa= (du)y (uu)+y (dd)y(ud)=0  pu=y (du)y(du)+y (dd)y(dd)=

1
2

pli

S N+
)—\

fiir 2. Teilsystem: p,.,= >, (¢ (ab')y(ab))

a

pu=y (u)y (uw)+y ([du)p(du)=2  po=y’ (wu)y(ud)+y (du)y (dd)=0

pa=y (ud)y (uu)+y (dd)y [dw)=0  p,=y (ud)y(ud)+y(dd)y(dd)=3



0 2_(1/4 0

1 1 1 .
l#pz— 0 1/4) Aza(doppelt) Ez(§>:<|“>:|d>> tr(pi):E<1 gemischt.
2

Beispiel: I‘I’):%|uu>+%|ud>—é\du>—é\dd>:(%|u>—\%|d>)®(\/1~|> [|d>) W,)8|W,)

Erstes Teilsystem: p,, =Y (' (a'b)y (ab))

b

0= (uu)y (uu)+y (ud)y(ud)=

o=y (wu)yp(du)+y (ud)y(dd)=t—Le L 1- 1

pdu=w*(du)w(uu>+w*(dd)w(ud>=§ Pa= (du)y(du)+y (dd)y(dd)=

N | —

P=

N~ N|—

Eigenwerte: A=1V A=0 erstes System ist in reinem Zustand tr(p;)=1

. .1 1 ] ,
Eigenwert zu 1: |¢>:E(}):>lw):5‘u>+é|d>:‘lp1>

. . 1 1 ] *
Eigenwert zu 0: |¢;>:T(}i)z|¢;=E|u>—$|dﬂ_“l’1>

Zweites Teilsystem: Pyp=2. (1/}*(0 b ')W(ab))

a

' : _1,1_1
P =y (uu)y (uu)+y (du>w(du>—4 175
' : _1,1_1
pu=y (uu)y(ud)+y (du)y(dd)=_+7=2
— . 1,11
Pa =% (ud)y (uu)+y (dd)y(du)= 21T



+

N | =

1
4

N

Pa=v (ud)y(ud)+y (dd)y(dd)=

pzi%(i 1):,0; tr(p3)=1 reiner Zustand.

Eigenwerte A=1V A=0

. 1 1 :
1genvektor zum Wer @) /2 ‘U> f_2| > | z> | z>

Eigenvektor zum Wert 0: |q0;:%\u>—%\dﬂ_|‘llz>:“ll;>

Das Kriterium ist nun folgendes: Die Dichtematrix (des ersten oder zweiten Teilsystems) eines
nicht verschrdnkten Systems, (das im Produktzustand ist) hat genau einen Eigenwert 1 und alle
librigen sind 0. (vgl. Bsp. 3) Es ist in reinem Zustand.

PUP=AP)S Y Po@e=A@, odermit p,,=y;(a’)y(a)
Syia) 2y (ad)g.=Ag, (*)

Ist |@) orthogonal zu ‘WD , dann ist der Summenterm als Skalarprodukt dieser Vektoren Null
und also ist A, =0 firalle a' undda |¢#|0) , mussgelten A=0 .

Also ist ein zu “P1> orthogonaler Vektor ein Eigenvektor von p, mit Eigenwert 0.

Es gibt aber genau dimJ,—1 orthogonale Eigenvektoren zu “P1> , die demnach alle
Eigenvektoren sind mit Eigenwert 0.

Der Vektor “PD ist Eigenvektor von p, . Setzt man ihn in (*) ein, erhdlt man ndmlich

wi(a) Dy, (a)yi(a)=Ayi(a") firalle a' ,also y;(a')=Aw;(a') firalle a’

1

Da ‘1111>¢\0> gibt es mindestens ein a' mit (a’')#0 .Also folgtaus ;(a’')=Ay,(a’)

A=1.



pzz( Wi ()i Wy (Wy(d)w(d)  p) (w)y(u)yi(d)+ys(u)yi(d)yi(d)
Wy l(d) i)y (d) (W, (d) wi(w)y, W) (d)y,(d)+y(d)wid)

r( )= (w1 (W) (w)+{wi(d)w, () + 295 () yy(u)yi (d)wy (d)=(yi () w, (u)+95(d)y, (d) =1
Also ist der Zustand rein. Ebenso fiir p, . Ist von vornherein klar, da Produktzustand.

Ist der Zustandsvektor des Gesamtsystems wieder |W)= Z y(ab)|ab) , dann ist die
a,b

Wahrscheinlichkeit in diesem Zustand den Zustand |ab) zu messen: Py, (Jab))=vy " (ab)y(ab)

Die Wahrscheinlichkeit, im ersten Teilsystem |a) zu messen ist:
P(la))=2 P(lab}))=2_ v"(ab)y (ab)
b b

Bertiicksichtigt man noch, dass die Dichtematrix des

ersten Teilsystems p,.,= . (1" (a'b)y (ab)) ist, so folgt, dass P(la))=p,, ist.
b

Beispiel 1 eines maximal verschrankten Systems hat lauter gleiche Eigenwerte hat: A= %:%
2 O
Die Dichtematrix p,= =5 I sagt also, dass alle Wahrscheinlichkeiten gleich groR sind.
0 =
2

Und das heif$t, dass man in diesem Teilsystem des maximal verschrankten Systems keinerlei
(differenzierte) Information hat iiber mogliche Messwerte. Dafiir aber erzeugt eine erfolgte
Messung in diesem Teilsystem, dass man gewiss ist, welchen Wert eine Messung im zweiten
Teilsystem annehmen wird.

Misst man also etwa im Zustand |¢) :715|ud ) +% |du) im ersten Teilsystem die Observable

o, und erhilt man den Wert 1, d.h. |d) , dann ist sicher, dass das zweite Teilsystem im Zustand
lu) ist.



In einem Produktzustand hingegen, etwa im Beispiel 3:

1 1 1 1
) =—=|ud)+—=|dd)=| —=|u)+—=|d) |® |d
= gl ldd =] ol sl o 0
|w,) i
kann man iiber jedes einzelne Teilsystem statistische Prognosen machen ( so ist 1O )y, =0 und
(0,),,=—1 und hier ist sogar P(|d))=1 ), jedoch wird eine Messung in dem einen Teilsystem

keine Konsequenz fiir das andere haben.

In jedem Zustandstyp gibt es also einiges vorherzusagen, anders nicht.

Nun nochmal zum Messproblem.

Nach der Kopenhagener Deutung lasst die Messung die Wellenfunktion kollabieren und projiziert
die Uberlagerung auf einen Zustand.

Beispiel: Sei der Spin Richtung der x-Achse, also mit der Observablen ¢, gemessen worden mit
dem Messwert 1, also ist das Elektron im Zustand zu |r) . In der iiblichen Basis |u),|d)

formuliert also \r>:%|u>+%\d>

Jetzt wird es in Richtung der z-Achse o, gemessen. Der Erwartungswert ist O und die

Wabhrscheinlichkeiten fiir up bzw. down gleich verteilt, d.h. man kann keine informative Prognose
iber den Ausgang der Messung aufstellen.

Kommt der Spin nun in einer Uberlagerung zweier Moglichkeiten up und down, wie der
Zustandsvektor es ausdriickt, vor oder ist er bereits in einem eindeutigen Zustand , den wir nur noch
nicht subjektiv wissen? Die Messung in z-Richtung liefert zwar ein eindeutiges Ergebnis (etwa up),
aber was in der black box vorgegangen ist, bleibt zundchst im Dunkeln. Das Ablesen des
Ergebnisses auf dem Messgerdt ist m.E. irrelevant. Das Problem ist in der Messung, d.h. der
Wechselwirkung des Elektrons mit dem Messgerit.

Einige Physiker versuchen das Problem zu umgehen, indem sie das Messgerét als Teilsystem des
gesamten Systems aus Elektron und Messgerit darstellen.

Das Messgerat kommt in folgenden Zustdnden vor: 0 (initialisiert oder zeigt noch nichts an), 1 (up)
und -1 (down) . Falls das gesamte System dann im Produktzustand ist aus

|Wl>:au‘u>+ad|d> und |lp2>=/50‘0>+/31|1>+/371|_1> mit

O‘:O‘u"'a;ad:l und ﬁ;ﬂo+ﬂ:ﬁ1+ﬂi1ﬂ—1:1 , also:



W=|W,)®|¥,)=a,p, d,—1)

u50>+au[)’l

U’1>+au/371 “>_1>+ad B d’0>+ad /J)l‘d’1>+adﬁfl

Aber einzelne Basiszustinde kénnen gar nicht vorkommen, bspw. |u,—1) , was nur durch
den verschwindenden Koeffizienten «,f_, erklédrbar ist, aber weder «, noch f_; ist
notwendigerweise Null.

Der Zustand kann also kein Produktzustand sein. D.h. er muss verschridnkt sein, etwa so:

Wi=a,p, d,—1)

u,0)+a, B, |ju,l)+a,p,|d,0)+a,p_,

Ist das konsistent? Wodurch wird das System in den Zustand bspw. |u,1) iibergehen? Wird der
Messprozess auf diese Art integriert, muss eine Evolution stattfinden.

Ist der Messprozess ein natiirliches Phanomen oder eine Manipulation? Er kann ein natiirliches
Phdnomen sein, ist es in der Regel aber nicht, wenn man die menschliche Manipulation nicht
deterministisch interpretiert, was dogmatisch und eine Verabsolutierung von GesetzmaRigkeit wére.

Wenn es ein natiirlicher Prozess ist, kommt zuféllig ein Elektron (oder Silberatom) in den SG-
Apparat, der entlang der z-Achse liegt und interagiert mit ihm. Der Apparat geht dann in den
Zustand 1 oder -1 iiber, egal in welchen Zustand er vorher war. Man kann also auf den Zustand 0
verzichten:

W)=« d,—1)

d,—1)>

u,1) oder |W)=a

d,—1)~>

u,1>+/)7 u,1>+/5

Beide Uberginge haben dann gleiche Wahrscheinlichkeit. Ist der Ubergang eine unitére Evolution?
Denn wieder zu sagen, dass die Superposition durch die Messung kollabiert, fiihrt nicht weiter.

Ist das eine Entwicklung nach der Schrédingergleichung? Dann miisste man den Hamiltonoperator
fiir das zusammengesetzte System kennen. Welchen Hamiltonoperator hat aber das Messgerét?

Susskind macht es auf folgende Art.

Er stellt sechs Basisvektoren des kombinierten Systems dar wie ich es auch oben gemacht habe.
Er nimmt weiter an, dass eine Evolution stattfindet. Bspw. wenn das System im Anfangszustand

lu,0) ist und wenn das System dann in den Zustand |u,1) durch die Messung (Interaktion)

u,0)-

iibergeht, notiert er als u,1) ,
analog: |d,0)>|d,—-1)

Wenn der Anfangszustand des Spins allgemein |‘P1(0)>:au|u>+ad|d> ist, dann sei der
Anfangszustand inklusive Messgerit:

W (0))=ct,|u,0)+a,ld,0)



Dieser Anfangszustand ist ein Produktzustand:  [¥(0))=(et,|u)+a,|d)|®]0)=|®,(0))®|W,(0))

Wegen der obigen Evolutionsgleichungen gilt dann

|1P(0)>:au u,0)+a,ld,0) - ‘W(t1)>=au u,l)+a,ld,—1)

wobei dieser Zustand nach der Interaktion kein Produktzustand mehr ist, sondern ein verschrénkter.

. 1 . . ;
d,—1)) mit a,=—= ein maximal verschrénkter

V2

dannist |[W(t,))=a,|

u,1>—

Ist a,=—«a

u b

und 9,(0))=7(|u)~ld) =1

Die gesamte Wellenfunktion 1(t,) ware dann aber eine Uberlagerung der beiden Zustinde
lu,1) und |d,—1) .Was ist dann die Observable des Messgerits? o,? Die Position des

Messgerdts dndert dann die Observable. Sie ist also keine Eigenschaft des Messgerits, sondern
seiner Position im Raum. Oder gibt es noch eine ,,h6here” Observable, die wieder 1 und -1
observiert. Das erinnert stark an das Argument des dritten Menschen, wire also Unsinn. Also
miisste die Observable die selbe sein wie zuvor, eben hier o, . Was soll dann das System aus Spin
und Messgerét?

Wann ist das Gesamtsystem im Zustand
Kollabiert es von selbst?

u,1) und nicht mehr in der Uberlagerung und wodurch?

Also: |[w(0))=a,

u,0>+add,0> - ‘W(t1)>:auu,1>+ad d,—1) »|u,1)

Ich glaube, das ganze Theater ist eher ein Illusionstheater vervielfiltigt nur die Ebenen. Das ist oft
ein Indiz dafiir, dass nicht richtig gedacht wurde.

Meines Erachtens hiangt das damit zusammen, dass man zu ,,objektivistisch“ denkt. Das ist die
Weltanschauung der Empiristen, die Kant und Husserl zurecht als naiv bezeichnen, weil sie die
Konstitutionsbedingungen des Wissens und der Objekte nicht mit reflektieren.

Ich will das Problem des Wissens hier ,,ausklammern® und nur die Objektebene betrachten.
Entsteht nicht ein Objekt dadurch, dass eine ganze Mannigfaltigkeit von Prdaobjekten integriert
werden. Diese Praobjekte sind so etwas wie Zeichen, denen noch keine eigene Realitét, sondern
nur Potenzialitdt dafiir zukommt und die auf anderes verweisen. Diese Praobjekte waren virtuell,
letztlich virtuelle Photonen. Wird ein Elektron oder ein reales Photon durch einen Doppelspalt
geschickt, so nehmen wir unter dem Dogma der Objektkonstanz (das sonst in der komplexeren
Ebene durchaus sinnvoll sein kann) an, dass das Photon (Elektron) durch den Doppelspalt fliegt, es
aber seinen Weg nicht kundgibt, wenn nicht gemessen wird. Man sagt dann m.E. absurderweise,
dass es mit sich selbst wechselwirkt, wenn es undetektiert durch den Doppelspalt fliegt.

Auch diese Selbstaktivitdten haben eine lange und absurde Tradition.



Konnte es nicht so sein, dass das (reale) Photon erst dann existiert, wenn es detektiert wird, also
wenn es in Wechselwirkung tritt mit einem Spalt ( oder Messgeradt und dadurch seinen Weg bekannt
gibt) oder dem Schirm. Ist die Wirklichkeit nicht eher ein Feld von virtuellen Photonen (also ganz
simpel der Raum selbst), das durch gewisse Aktionen eine Dichtewelle erzeugt und so den Schein
einer Bewegung von der Quelle zum Spalt bzw. zum Schirm erzeugt. Ist die Dichte an gewissen
Stellen des Schirms dann maximal, wird durch die Interaktion mit dem Schirm die Dichte so erhoht,
dass sich ein reales Photon erzeugt oder im Messgerit ein Klick erzeugt. Feynman meint ja, dass
immer ein Teilchen (Photon) ankommt und keine Welle. Ich glaube, das ist ein Missverstdndnis.
Nicht weil man es misst, ist es als solches schon angekommen. Dadurch lésst sich auch das
Doppelspaltexperiment klar erkldren. Wird der Weg gemessen, dann ist es zur Zeit der Messung
zum realen Photon integriert worden durch die hohe Dichte. Dann aber 16st es sich wieder in seine
virtuellen Bestandteile auf, verliert sein hohe Konzentration und die ,,Stérung®“ des Feldes
propagiert zum Schirm und zeigt das normale Teilchenverhalten. Wird der Weg aber nicht
gemessen, dann teilt die Dichtewelle sich ganz klassisch am Doppelspalt auf und iiberlagert sich
anschliefend aus zwei Wellen und liefert das iibliche Interferenzmuster, das am Schirm dann wieder
ein reales Photon erzeugt, an der Stelle, an der die Konzentration hoch genug ist. Das erzeugt die
ibliche Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Die Uberlagerung ,kollabiert“, d.h. es ist wie jede Realitit ein Integrationsprozess.

Meines Erachtens hatte Schrédinger schon recht, wenn er meinte, die Wellenfunktion wére
tatsachlich eine Welle, eine Welle aus virtuellen Photonen, wie jede sinnvolle Welle, die einen
Trager braucht, hier ist der ,,leere“ Raum (das Quantenvakuum) der Trager. Diese Welle ist aber
auch kompatibel mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation von Born.

Soviel zum Messprozess. Nun zur Relation von Verschrankung, Lokalitdt und Realitét.

Sei wieder |sing) 2% (Jud)—|du)) der Singulettzustand zweier Spin-Y Teilchen

(Elektronen, Protonen, ...), deren Gesamtspin Null ist. Die beiden Teilchen sind in diesem
kombinierten (verschriankten) Zustand, wenn sie miteinander in Wechselwirkung standen, bspw,
wenn sie gemeinsam erzeugt wurden. Das eine Teilchen T; fliege danach nach links und das zweite
Teilchen T, nach rechts, beliebig weit weg. Teilchen 1 fliegt zu einem Messgerdt A und Teilchen 2
zu einem Messgerét B:

T1 T2

A | - . B

Messungen sollen nach ldngerer Zeit erst vorgenommen werden, nachdem die Teilchen sich sehr
weit voneinander entfernt haben.

Misst das Gerdt A die Observable o, zu 1, ist das Teilchen 1 also im Zustand up, so projiziert sich
die Superposition des gesamten Systems auf |ud) (oder kollabiert). Man weiR als mit Sicherheit,
dass B, wenn es die Observable 7, am zweiten Teilchen misst, sicher -1 registriert, also den
Zustand |d) erfahrt.



Misst A -1, also |d) , so kollabiert das gesamte System zu |du) und eine Messung bei B wird
mit Sicherheit |u) ergeben.

Unter der Annahme, dass ein Teilsystem, das dulerst weit vom andern Teilsystem entfernt ist, wirkt
diese Determinierung des zweiten Teilsystems durch die Messung am ersten wie eine ,,spukhafte
Fernwirkung®, die Einstein nicht akzeptieren konnte®, da er ja in seiner allgemeinen RT der
Gravitation die Newtonsche Fernwirkung entzog. Da Lichtgeschwindigkeit endlich ist, kann das
Ereignis der Messung am 1. Teilchen eine Messung am 2. Teilchen in Entfernungen, die jenseits der
durchlaufbaren Moglichkeiten liegen, nicht kausal beeinflussen.

t
Lichtkegel T

‘ , Messung 2

— ct

Messung 1 |

Einstein pladierte fiir einen lokalen Realismus, d.h. wenn ein Teilsystem mit Sicherheit eine
eindeutige Messung ergeben wird (wie die Messung am 2. Teilchen nach der Messung am 1.
Teilchen), so miisse das zweite Teilchen die Eigenschaft auch besitzen (vor seiner Messung), was
als Realismus bezeichnet wird. Lokalitdt meint dabei, dass ein Teilsystem, das vom anderen nicht
beeinflusst werden kann, diese Eigenschaft nicht raumlich vermittel bekommen kann (also keine
spukhafte Fernwirkung). Einstein sagte:

“But on one supposition we should, in my opinion, absolutely hold fast: The real factual situation
of the system S2 is independent of what is done with the system S1, which is spatially separated
from the former.”*!

Dieser Lokalitdtsgedanke scheint mir richtig zu sein, wohingegen ich die Position des Realismus
(the real factual situation of system S2) so nicht akzeptieren kann. Doch dazu spéter.

1964 entwickelte J.S. Bell verschiedene Ungleichungen, die aus der realistischen Position folgen,
also aus der Meinung, dass die sicher vorhersagbaren ,,Eigenschaften® das Teilsystem auch de facto
haben miisse.

Ich gebe hier, wie iiblich, eine Vereinfachung an, die auf E.P. Wigner zuriickgeht und aus Sakurai
stammt.

Zundchst soll die realistische Position implementiert werden.

Misst man an einem Teilchen die Observable o, , so kann man nicht gleichzeitig die Observable

30 In einem Artikel in der Physical Revue 1935 veroffentlichten Einstein, Podolsky und Rosen eine Kritik an der
Quantenmechanik, die sie fiir unvollstdandig hielten. Allerdings argumentierten sie nicht mit Spins, sondern mit den
nichtkommutierenden Observablen Ort und Impuls.

31 Zitiert nach Sakurai, Modern QM.



o, messen, da die beiden Observablen nicht kommutieren, es giltja [o0,,0,]=2i0,#0 .

Den Singulett-Zustand kann man in jeder beliebigen Richtung angeben, nicht nur in z-Richtung.
Er gilt auch in x-Richtung.

1

sing) = r0)) , dennes gilt: [u)=—=(r)+|1)) und |d)=—=(|r)—]1))

l,r)—

also folgt aus: |sing>=%(|u d)—|d u>)

1

|u>®‘d>:\5

I +l)es r)=l]=F Irr)=lrt)+lir) =) und

[@)@lu)= s {Ir)~lje— (Ir +[0] =5 Irri+r1)={ir)={11)) und also

1

1 3
sing)=—L(lud)~ldu) =1

l,r)—

r,l>)

Wir wiéhlen nun nicht nur zwei Richtungen, sondern drei beliebige, die durch die normierten

Richtungsvektoren a :(a a,a )T BZ(b b,b Z,)T é:(C c,,C )T angegeben werden und denen
x> HysHz) x> Yy ’ X2 ystz

die Spinoperatoren o,=a-0=a,0,+a,o0 ,+a,0, ,undanalog o, und o, zugeordnet sind.

Das gelte fiir den Apparat A, fiir B werden die Spinoperatoren mit 7,,7,,7, bezeichnet.

Wir wahlen jetzt eine groSe Menge von Spin-%2 Teilchen (Ensemble), wovon einige Teilchen dem

eindeutigen Typ (a+, b-, c+) zugehdren, was bedeuten soll, dass eine Messung von ¢, mit
Sicherheit +1 ergibt, eine Messung in b-Richtung, also mit dem Operator ¢, mit Sicherheit -1
nachweist und eine Messung von o, wieder mit Sicherheit +1 ergibt. Dass die Messungen nicht

gleichzeitig vorgenommen werden konnen, ist wieder klar, aber das Teilchen ist dann mit Sicherheit
(realistisch) im ,,Zustand* |a+ ,b-, c+> . Das andere Teilchen muss dann, damit der Gesamtspin 0

ist im komplementiren Zustandes |a-,b+,c-) sein.



Jedes Teilchenpaar des Ensembles ist dann in einem der acht Zustdnde:

Realistisches Modell

Anzahl Teilchen1 Teilchen 2
ni (at+,b+,ct) (a-, b-, c-)
n: (a+,b+,c-) (a-, b-, ct)
nan: (a+,b-,ct) (a-,b+,c-)

N4 N4 (a+,b-,c-) (a-,b+,c+)
ns (a-,b+,c+) (a+,b-,c-)

n6 (a-,b+,c-) (a+,b-,c+)
n7 (a-,b-,ct) (a+,b+,c-)
ns (a-,b-,c-) (a+,b+,ct)

Angenommen bei A wird die Messung mit o, +1ergebenundin B 7,=+1 .

Das Teilchenpaar gehort dann zum Typ 3 oder 4, sodass die Anzahl der Teilchenpaare, fiir die das
zutrifft n; + ny ist.

Da trivialerweise n,+n,<n,+n,+(n,+n,)=(n,+n,)+(n,+n,) (*) gilt und
n,+n, die Anzahl der Teilchenpaare sind, fiir die gilt: o,=1A7,=1 (siehe Tabelle) und
ny+n, die Anzahl der Teilchenpaare, fiir die gilt: o.=1A7,=1 (Tabelle!)

ny+n, n,+n,

folgt mit den Wahrscheinlichkeiten P(|a+,b+))= , P(lat+,c+))= und

P(|c+,b+>)=% mit N=).n, aus (*)
i=1

die Bellsche Ungleichung P (|a+,b+))<P(|a+,c+))+P(|c+,b+)) , die dem Einsteinschen
Realitétsprinzip geniigt.

Wie sieht die quantenmechanische Prognose fiir die Wahrscheinlichkeiten aus?
Sei 6, der Winkel, den die normierten Richtungsvektoren &,b einschlieRen und analog fiir die

anderen zwei Winkel 6,.,6, .



Misstnun A o,=1 ,so misst B sicher t,=—1 (Tabelle!)

2

-0 0
Prﬂ:1(Tb=1)zcosz(%)=sinz(—ab)

0
Also ist P<|a+,b+>):P(o'a:1A‘L’bzl):%.si[f( 2ab>

Analog fiir die anderen Wahrscheinlichkeiten, so dass sich fiir die Bellsche Ungleichung ergibt:

0 0 0
sin’[ =2 |<sin®| =% |+sin®[ =2 | (**)
2 2 2

Waihlt man die Richtungen so, dass sie in einer Ebene liegen und die c-Richtung den Winkel
zwischen der a-Richtung und der b-Richtung halbiert:

so spezialisiert sich (**) zu sin’6 SSinz(%)ﬂinz(

N[

|

oder fir #=60° : sin’60°<2sin’30° , was die Ungleichung %s% ergeben wiirde.

Die Realitétsthese widerspricht also der quantenmechanischen Theorie. Das Problem fiir die
Realitétsposition ist nur, dass die quantenmechanische Prognosen sich empirisch immer wieder und
sehr genau bestétigt haben. Man muss also die Realitédtsposition als widerlegt ansehen!

Warum das Realitdtsproblem so virulent ist, kann man gut verstehen. Es steckt eine grole Energie
in dem Aufbau einer Objektkonstanz, die fiir uns Menschen und fiir alles Leben notwendig ist.
Diese aufzugeben bedeutet einen Riickfall in groRe Unsicherheit. Sie ist, wie die Chinesen sagen



wiirden, der Knochenbau, das Geriist, um das herum das Ubrige aufgebaut wird. Oder
philosophisch gewendet, das cartesische Cogito, das unbezweifelbar sein soll.

Einstein hat in seinem Bediirfnis, die Situationen, die mit Sicherheit vorhersagbar sind als real
anzusehen sicherlich recht, aber es ist eben nur ein Bediirfnis und nicht selbst eine Realitit. Ich
diskutiere hier auch nicht die Vielweltentheorie von Everett III, weil sie dem gleichen Bediirfnis
front, und letztlich eine absurde Rokokotheorie ist, die allen Empiristen oder Realisten gemein ist.
Die Theorie der Objektkonstanz ist sinnvoll, weil sie vereinfacht, aber deshalb noch nicht wahr.
Bei der Begriffsbildung oder Objektbildung geht das Bewusstsein genauso vor, weil sie die erste
Ebene einer Sicherheit ist. Doch eine genaue Analyse, wie sie teilweise auch die Phdnomenologie
betrieben hat und ebenso Kant, 1dsst erkennen, dass sich die Objekte, die Realitdt nicht so ist, wie
wir sie gern hétten. Sie richten sich eben auch nach uns, was Kant als seine kopernikanische Wende
bezeichnete. Ich folge ihm zwar nicht so weit, aber zum Teil ist es richtig, was auch die moderne
Neurobiologie (Eric Kandel) nachgewiesen hat. Die Bestimmtheit eines Objekts oder Begriffs
(Idee) ist eine Setzung des Bewusstseins, so wie eine Eigenschaft (etwa spin up) eine Setzung der
Wechselwirkung zwischen Teilchen und Messgerit ist. Sie existiert nicht vorher an sich.

Hat man also durch Messung bei A bspw. den Zustand |I) fiir das Teilchen 1 erzeugt (und nicht
gemessen!) und war das System im Zustand

o1
|smg>—ﬁ(|l,r>—|r:l>)

so wird man meinen, dass das zweite Teilchen ,,mit Sicherheit im Zustand \r> sein muss, weil ja
die Wellenfunktion des Gesamtsystems zu |I,r) kollabiert ist. Doch das ist nur Theorie. Es ist im
Zustand |r> , wenn man es misst, aber eben nicht mit Sicherheit. Diese Sicherheit ist eine
Konstruktion, auch wenn sie recht gut ist. Es gibt keine Gesetze, nur sehr gute Regeln, deren
Giiltigkeit die Ausnahme bestétigt eben als Regel und nicht als Gesetz, es sei denn man nimmt das
Wort ,,Gesetz“ wortlich als Resultat eines Gesetzten. Es ist schlicht das gleiche Problem mit der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung. Die Kolmogoroff-Axiome sind gute Setzungen, die man sinnvoll aus
den Gesetzen der relativen Haufigkeit extrahieren kann. Dabei ist das empirische ,,Gesetz* der
grollen Zahlen immer nur eine sehr gute Regel, die immer Ausnahmen hat, auch wenn es einem
nicht geféllt. Jedes nicht normative Gesetz ist von dieser Art. Und zu einem normativen Gesetz wird
es dadurch, dass es sein soll. Eine regulative Idee, wie Kant es formulierte, eine Idee, die wir
unbedingt brauchen, auch wenn wir wissen, dass es eben ein Bediirfnis ist.

Das Gleiche gilt auch fiir die Schrodingergleichung, die man nicht verabsolutieren sollte, wenn man
sie als deterministisch ,,setzt“, was Augenwischerei ist.

In der philosophischen Analyse® der Objektbildung (Objektkonstitution) wird die Beziehung
zwischen token und type, wenn man es so formulieren will, klar. Denn die friihesten Erlebnisse
verfiigen weder iiber Klarheit noch Bestimmtheit, weder {iber ein synthetisiertes Ich (wie bei Kant)
noch iiber Objekte. Sie sind not-wendige Setzungen, Grenzwertbildungen, ganz dhnlich wie in der
undogmatischen Quantenmechanik.

Aber der nicht-realistische Ansatz ist auch fahig, die Phdanomene besser zu erkldren. So beim
Doppelspalt bspw.. Realitdt und Virtualitdt sind Pole in einer Skala und sie sind zudem relativ. Auch
das ldsst sich gut grundsétzlich in einer Semiotik verstehen. Doch das ist an einer anderen Stelle zu
behandeln.

Betrachtet man die virtuellen Photonen in diesem Sinn als Mdéglichkeit der realen Photonen und
diese wiederum als Moglichkeit der realen materiellen Teilchen, so ,,gibt” es letztlich nur

32 Gemeint ist hier nicht die phdnomenologische, sondern die radikalere der matrialen Bediirfnistheorie.



Dichtewellen aus virtuellen Photonen, die bei einem gewissen Schwellwert sich realisieren. Dieser
wird bei bestimmten Wechselwirkungen (Messungen) iiberschritten. Meines Erachtens ldsst sich so
zumindest qualitativ auch die Gravitation und die QED vereinen, wie ich an anderer Stelle erwdhnt
habe. Dafiir ist allerdings eine konsequente Eliminierung einer falschen Mathematik der
Unendlichkeit notwendig. Fiir diesen Ansatz gibt es auch Prognosen. Jede EM-Welle muss auch
eine Gravitationswelle beinhalten, auch wenn sie dulerst klein und zur Zeit nicht messbar ist. Der
umgekehrte Sachverhalt ist unproblematisch. Jede Gravitationswelle muss auch eine EM-Welle als
Aspekt zeitigen, wenn die Grundlage beider die Dichtewellen der virtuellen Photonen sind.

Noch eine Bemerkung zur Lokalitét, die ich fiir richtig halte und zwar in dem Sinn, dass
Beziehungen zwischen weit entfernten Teilchen (die verschrankt sind) nur lokal méglich sind. Das
hort sich zundchst widerspriichlich an und das macht ja auch die Unverstdndlichkeit des EPR -
Paradoxons aus. Es geht in der Tat kontrdr unserer Meinung. Es macht uns hingegen kein Problem
eine Wechselwirkung anzunehmen, wenn die Teilchen in unmittelbarer Ndhe sind, so ist ja ihre
Verschrankung auch entstanden. Aber wie kénnen sie sich noch so klar korreliert verhalten, wenn
sie Lichtjahre entfernt sind (ohne dass sich ihre Verschrankung gelost hat). Meines Erachtens hangt
das mit unserem Raumbegriff zusammen. Uberlegen wir uns dazu analog, wie es zu unserer Ansicht
kommt, dass eine Gerade aus Punkten besteht, deren jeder einer reellen Zahl entspricht. Reelle
Zahlen ,,gibt“ es nicht schon immer. Die ersten Zahlen, die wir konstruiert haben, sind die
natiirlichen Zahlen (und nicht wie Kronecker meinte, sind sie von Gott gegeben, auch sie sind
Menschenwerk). Aber sie sind echte Zahlen, sie zihlen®. Auch negative Zahlen gibt es in dieser
ersten Konstruktionsphase noch nicht. Sie sind bereits ,,algebraische®, gruppentheoretische und
strukturelle Objekte.

Aber rationale Zahlen sind echte Zahlen, nur einer hoheren Stufe. Sie zdhlen Teile, Bruchteile eines
oder vieler Ganzen. Das Problem beginnt mit den irrationalen Zahlen, den ,,unlogischen* auf
Griechisch. Gezéhlt werden immer endliche, begrenzte gleichartige Objekte. So kénnen auch
problemlos gleichlange Strecken* gezihlt werden. Das Problem beginnt erst, wenn verschieden
lange Strecken in Beziehung gesetzt werden und man auch ihnen ein gemeinsames MabR, also
gleichartige Objekte unterstellen mochte. Mafle beruhen zunéchst auf solchen gleichartigen
Objekte, die gezdhlt werden, bspw. Zentimeter und dann z&hlt man etwa 7 Zentimeter, das Mal,
wobei 7 die MaRzahl und Zentimeter die Mafeinheit (besser die Einheiten, also die gleichartigen
Objekte) ist. Will man, und das ist ganz natiirliches Bediirfnis, auch verschiedene Lédngen, wie etwa
die Diagonale eines Quadrats mit seiner Grundseite gemeinsam messen, stellt man fest®, dass sie
eben inkommensurabel sind, nicht gemeinsam messbar, wenn man gemeinsame Einheiten zugrunde
legen will. Irrationale ,,Zahlen® gibt es also nicht. Sie sind eine Vergewaltigung durch das
Einheitsstreben. Sie sind durchaus sinnvoll als algebraische Objekte, die eine dhnliche Struktur wie
die gewohnlichen Zahlen haben, aber eben keine Zahlen. Nur durch diese Vergewaltigung tritt der
Schein hervor, dass man auch hier messen kann. Das ist eine mathematisch problematische
Vorgehensweise. Aber dadurch entstand die Illusion, dass die Geraden (Strecken) aus reell dicht
liegenden Punkten besteht, da man ja problemlos die Diagonale auf die Gerade ,herunterdrehen®
kann, auf der auch die Grundseite des Quadrates liegt. Unser dreidimensionaler Raum wird analog

33 Ich will hier nicht auf die Konstruktion der natiirlichen Zahlen eingehen, das habe ich an anderer Stelle getan.

34 Ein sehr intelligentes Beispiel bringt hier Platon in seinem Dialog Phaidon, wenn er auf die gleichlangen Holzer
eingeht und feststellt, dass sie Gleichheit keine empirische GroRe sein kann, also fiir ihn eine Idee.

35 Was auch Platon in seinem schénen Dialog ,,Menon“ behandelt.



als IR’ gesehen, also filschlicherweise arithmetisiert. Aber das ist ein Nebenproblem. Das
Problem, das wir haben, ist immer anzunehmen, dass das, was wir zuletzt konstruiert haben, die
eigentliche Realitdt ist. Man kann also auch die korrekten rationalen Zahlen betrachten und unseren
Raumals @’ vorstellen.

Das hauptsdchliche Anliegen der Kiinstler, seien es Literaten, Musiker oder bildende Kiinstler oder
andere versuchen den frithen Konstruktionen ihr Recht zuriickzugeben. Wenn Rilke bspw. beklagt,
dass die (realistischen) Menschen ihm das Singen der Dinge zerstoren, so ist das typisch.

Worauf ich hinaus will ist, dass auch der Raum wie in der Archeologie aus Schichten besteht, deren
frithe Schichten immer noch existieren, aber in einfacherer Form. Unser gewohnlicher Raum ist bis
ins ,,Unendliche hinein zerlegt worden, so dass er das Kontinuum eines Gebiets als Integration der
Punkte versteht. Nimmt man die sinnvolle Hypothese, dass auch der Raum in mehreren Schichten
zugleich existiert, so sind die frithestens Schichten sehr einfach und kontinuierlich und nicht in
feinster Manier zergliedert. Wir aber leben in dem gegenwirtig feinsten Raum, in dem zwei Orter
verschieden sind, wenn sie sich trennen lassen. Es gibt ja auch in der Topologie verschiedene
Strukturen, so die feinste Topologie, auch die diskrete genannt 7=g (M) und die grobste, die nur
aus der leeren Menge und der gesamten Menge besteht 7={ &, M} , auch triviale genannt, die
sich nicht durch andere Mengen (Orter, topoi) trennen l4sst.

Meine These ist nun, dass maximal verschrankte Systeme in der trivialen oder dhnlichen einfachen
oder frithen Topologien leben, wie aber immer in der feinsten denken, sodass wir uns nicht
vorstellen konnen, wie verschrankte Objekte in Distanzen, die es fiir sie nicht gibt, aber fiir uns,
wechselwirken kénnen

Im Ubrigen ist das ein allgemeines Problem menschlichen Denkens, das auch die Zeit betrifft oder
einfachere Phdnomene wie die Logik oder das Hebelgesetz, dessen genetische Entwicklungen
ausgeblendet werden

So habe ich auch schon erwéhnt, dass die Ganzheit den Teilen vorausgeht und wie uns die
Verschrankung ein grofes mentales Problem erzeugt, wie denn wir alles iiber das Ganze wissen
konnen, ohne iiber ein Wissen iiber die Teile des Ganzen zu verfiigen. Sie existieren eben hier
(noch) nicht als wirkliche Teile.

36 Das habe ich in anderen Essays nachgewiesen.



