Gravitationsfeld einer Kugelschale und einer Vollkugel
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Um bei Gravitationsfeldern die Wirkung zu bestimmen, verwendet man meistens Punktmassen, um
die Aufgabenstellung zu vereinfachen. In Wirklichkeit handelt es sich aber immer um ausgedehnte
Korper. Die Frage ist also, ob die Behandlung mit Punktmassen eine grobe Vereinfachung ist und
die Losungen zu Pseudoldsungen degradiert.

Korper sind in den meistens Fallen auch keine Kugeln, aber der Einfachheit halber soll auf diese
zundchst zuriick gegriffen werden. Ich werde der schénen Herleitung der Gravitationsfelder, die von
kugelféormigen Korpern ausgeht, aus dem Buch von Paul A. Tipler, Physik folgen.

Es liege also eine homogene Kugelschale der Masse M mit Radius R vor, die auf eine Punktmasse
m, die vom Zentrum der Kugel den Abstand r hat, die Gravitationskraft F ausiibt. Es wird sich das
sehr giinstige Resultat herausstellen:
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Zunéchst zum ersten Fall.

1. Die Schale denke man sich zerlegt in infinitesimale Kreisringe mit Radius a der Masse u , die
orthogonal zur Achse der Lange x vom Zentrum Z des Rings zur Punktmasse m liegen. Der Ring sei
wieder zerlegt in infinitesimale Segmente der Masse d|..
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Der Abstand der Punktmasse m zum Segment dp sei s. Das in Z rechtwinklige Dreieck schliefSe in
m den Winkel o ein. Die Gravitationskraft, die das Segment auf die Punktmasse m ausiibt, ist
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dF zerlegt sich in die orthogonale Komponente d F" und die axiale d F cos «

Summiert man alle Segmente auf, so wird die resultierende Gravitationskraft d F, auf der Achse
Zm liegen und zeigt in entgegengesetzte x-Richtung, die von Z nach m fiihrt. Die orthogonalen
Komponenten d F* heben sich gegenseitig auf, sodass nur noch die axialen Komponenten
iibrigbleiben. Die Integration ergibt also:
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2. Im ndchsten Schritt werden die Gravitationskréfte der Ringe summiert, die auf die Punktmasse m
wirken, indem iiber den Winkel 6 (siehe Graphik) von 0 bis 180° integriert wird. Der Abstand x
der Punktmasse vom Mittelpunkt Z des Rings wird in der folgenden Zeichnung mit r angegeben.
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Die Gesamtmasse M der Kugelschale setzt sich aus den Massen u der Ringe zusammen.
Die Kugel mit Mittelpunkt O hat die Oberfliche A=4x R®> . Der Radius a des Rings lasst sich
tiber 6 ausdriicken: a=Rsinf# . Die Ringbreite schliele den infinitesimalen Winkel d6 ein,
so dass sie sichzu Rd@ ergibt. Die Oberfldache A, des Rings ist somit

A,=2ma-RdO=2x R’sin6d@

Da sich die Oberfldche der Kugel zu der Fldche des Rings A, verhdlt wie die Masse M der
Kugelschale zur Masse u des Rings, gilt:
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Die drei Variablen «,6 und s miissen vor der Integration auf eine (s) reduziert werden.

a) Es gilt mithilfe des Kosinussatzes bzgl. 6 : s’=r’+R’—2rRcosf . Differentiationen ergeben
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einerseits % =2rRsinf=ds’=2rRsinfd 6o , andrerseits Zi =2s=ds’=2sds , zusammen
s



ergibt das durch Eliminierung von ds* : 2sds=2rRsin@d6 oder sinfd6 _sds
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Das ist genau die Kraft auf Seite 1 fiir r>R

Nun zum zweiten Fall.
Liege die Punktmasse m diesmal innerhalb der Kugelschale.

Die Gravitationskraft eines Segmentes mit der Masse m; ist der des gegeniiber liegenden Segmentes
mit der Masse m, entgegengesetzt mit gleichgroBem Betrag. Denn sei R; der Radius des Kreises bei
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Gravitationskraft einer Kugelschale vom Radius R und Masse M
auf eine Punktmasse m im Abstand r vom Mittelpunkt der Schale



Sei nun eine homogene Vollkugel der Masse M und Radius R gegeben und eine Punktmasse m mit
Abstand r vom Kugelmittelpunkt. Die Vollkugel kann als dichte Schichtung von Kugelschalen
immer kleinerer Radien vorgestellt werden. Ist r>R , so gilt fiir jede Kugelschale der Masse
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Also ist auch die Gravitationskraft einer Vollkugel auf eine Punktmasse aulSerhalb oder am Rand
der Kugel so als ob die gesamte Masse M der Vollkugel im Mittelpunkt (Schwerpunkt) der Kugel
konzentriert ware.

Fiir den Fall, dass r<R , also dass die Punktmasse m im Innern der Vollkugel der Masse M liegt,
ist die Gravitationskraft etwas modifiziert.

Man kann sich die Kugelschale aulerhalb der inneren Vollkugel mit Radius r wieder vorstellen als
Integration infinitesimaler Kugelschalen, die auf die Punktmasse m keine Gravitationskraft
ausiiben. Nur die innere Vollkugel mit Radius r und Masse M, wirkt mit der Kraft F, auf die
Punktmasse m:
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Mit dem Volumen V, der inneren Kugel und Volumen V der ganzen Kugel gilt bei homogener
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Die Gravitationskraft einer Vollkugel der Masse M und des Radius R auf eine Punktmasse m im
Inneren der Kugel (r<R) , die vom Kugelmittelpunkt den Abstand r hat ist:

Mm
R3

F =-y

r

r .



Das gesamte Verhalten des Betrags der Gravitationskraft einer Vollkugel mit Radius R beziiglich
einer Punktmasse m im Abstand r vom Kugelmittelpunkt kann man in einem Diagramm
zusammenfassen:

Gravitationskraft einer Vollkugel mit Radius R und Masse M
auf Punktmasse m im Abstand r von Kugelmittelpunkt



