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Gramos Qerimi, Jakob Unfried von der TU München haben im WS 2017 ein Übungungsblatt im 
Internet als PDF publiziert, von dem ich eine Aufgabe genauer durchrechnen will.

Es handelt sich um das klassische Wirkungsintegral S=∫
0

t1

L( ż (t ), z(t ), t )dt , t1>0 eines

Teilchens im homogenen Schwerefeld g entlang der z-Achse, wobei z(t) die Kurve ist, die über das 
Wirkungsintegral bestimmt werden soll. 

Nach Galilei ist die Kurve natürlich bekannt: z (t )=−1
2
g t2   .

1. Zunächst soll das Wirkungsintegral für die obige (tatsächliche) Kurve berechnet werden:

z (t )=−1
2
g t2⇒ ż(t )=−gt T= 1

2
mv2=1

2
mg2 t2;V=mgz⇒L=1

2
mg2 t2−mg(−1

2
gt 2)=mg2 t2

S=∫
0

t1

mg2 t2dt= 1
3
mg2 t1

3 .

2. Man nimmt nun eine Klasse von Kurven der Gestalt zr(t )=ar t
r , r>0 , deren Anfangs- und

Endpunkte mit der obigen Kurve übereinstimmen: zr(0)=−1
2
g02=0 , was trivialerweise gilt und
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2
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2−r⇒ zr(t )=− 1
2
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2−r t r und soll nun zeigen, dass für positives r

das Wirkungsintegral genau dann extremal (minimal) wird, wenn r=2 : żr(t )=−1
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g r t1
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S(r )=1
2
mg2( r2t 1

3
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mg2 t1
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=: f (r )

⇒

dS
dr

=0⇔(2r (2r−1)−2r2)(r+1)2=4(2r−1)2⇔r4+r3−r2−r=2(4 r2−4 r+1)⇔r4+r3−9 r2+7r−2=0

r=2 löst die Gleichung: 16+8−36+14−2=0 . 

(r 4+r3−9r2+7r−2):(r−2)=r3+3r2−3r+1 r3+3r2−3r+1 hat eine Nullstelle bei ungefähr

 -3,847. Für negatives r wäre zr(0)=−1
2
g
t1

2−r

0−r nicht definiert, also ist -3,847 keine in Betracht 

kommende Lösung.

Bei 2 hat die Funktion r4+r3−9 r2+7 r−2   eine Nullstelle von – nach +, 

demnach auch f (r )=r
4+r3−9 r2+7 r−2

positiv
, also auch

dS
dr

= positiv⋅f (r) und also hat S(r ) bei 

2 einen Wechsel von streng fallender zur streng steigender Monotonie und demnach ist 2 eine lokale
Minimumstelle des Wirkungsintegrals S(r ) .

z2(t )=−1
2
g t1

0 t2=− 1
2
gt2 und das Wirkungsintegral ist S(2)= 1

2
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3( 4
4⋅3

+ 1
3⏟
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3

)= 1
3
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3 (vgl.

unter 1.).

3. Die Kurve soll noch über die Euler-Lagrange-Gleichung
d
dt

∂ L
∂ ż

=∂ L
∂ z

, der Extremalbedingung 

des Wirkungsintegrals hergeleitet werden:

∂ L
∂ ż

= ∂
∂ ż (1

2
m ż2−mgz)=m ż⇒ d

dt
∂ L
∂ ż

=m z̈  und 
∂ L
∂ z

=−mg⇒m z̈=−mg⇒ z̈=−g⇒

ż (t )=−g t+c⇒ z (t )=−1
2
g t2+ct+d . Aus der Randbedingung z (0)=0  folgt d=0 , also

z (t )=−1
2
g t2+ct . Ist die Geschwindigkeit zur Zeit 0 auch noch 0, so folgt c=0 und damit hat 

man wieder z (t )=−1
2
g t2 .


