Ein einfaches Beispiel der Extremierung des Wirkungsintegrals

Manfred Horz

Gramos Qerimi, Jakob Unfried von der TU Miinchen haben im WS 2017 ein Ubungungsblatt im
Internet als PDF publiziert, von dem ich eine Aufgabe genauer durchrechnen will.

G
Es handelt sich um das klassische Wirkungsintegral S :_f L(z(t),z(t),t)dt , t,>0 eines
0

Teilchens im homogenen Schwerefeld g entlang der z-Achse, wobei z(t) die Kurve ist, die tiber das
Wirkungsintegral bestimmt werden soll.

Nach Galilei ist die Kurve natiirlich bekannt: z(t) z—%g t’ \E i i
i g

1. Zunachst soll das Wirkungsintegral fiir die obige (tatsdchliche) Kurve berechnet werden:

z(t)Z—%th:'Z(t)Z—gt Tzlmvzzlmgzt2

> > ;V:mgz=>L:%mgztz—mg(—%gtz)zmgzt2

2. Man nimmt nun eine Klasse von Kurven der Gestalt z,(t)=a,t” , r>0 , deren Anfangs- und

Endpunkte mit der obigen Kurve iibereinstimmen: z (0)= 1 g0°=0 , was trivialerweise gilt und

2

zr(tl)zartIZ—%gtfzarZ—%g ti_'ﬁzr(t)Z—%gtf_r t" und soll nun zeigen, dass fiir positives r

das Wirkungsintegral genau dann extremal (minimal) wird, wenn r=2 : Z.(t)= —% grt et
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=:f(r)

%:m:(zr(2r—1)—2r2)(r+1)2:4(2r—1)2@r4+r3—r2—r:2(4r2—4 r+l)ort+r’—9r2+7r—2=0

r=2 10st die Gleichung: 16+8—-36+14—-2=0

rar'=9r’+7r=2):(r—=2)=r’+3r’=3r+1  r*+3r*=3r+1 hat eine Nullstelle bei ungefihr

2-r

t
-3,847. Fiir negatives r wire z(0)= —% g# nicht definiert, also ist -3,847 keine in Betracht

kommende Losung.

Bei 2 hat die Funktion r*+r’—9r°+7r—2 eine Nullstelle von — nach +,

4t =9r’+7r-2
positiv

demnach auch f(r) , also auch Z—‘:z positiv-f(r) undalsohat S(r) bei

2 einen Wechsel von streng fallender zur streng steigender Monotonie und demnach ist 2 eine lokale
Minimumstelle des Wirkungsintegrals S(r)

z,(t)= —% gtit’=— % gt’ und das Wirkungsintegral ist S(2)= %mg2 t; %+% = % mg’t; (vgl.
2
3
unter 1.).
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3. Die Kurve soll noch iiber die Euler-Lagrange-Gleichung 707 02" der Extremalbedingung

des Wirkungsintegrals hergeleitet werden:

oL_ o lmz'z—m z —mZ=>£a—L—mZ und 6—L——m >mi=—mg=i=—g=
07 02\2 9z |=me= s 5z mgTmr=Tmg=I=Tg

z(t)=—g t+c:>z(t):—%g t*+ct+d .Aus der Randbedingung z(0)=0 folgt d=0 , also
z(t) :_% gt’+ct . Ist die Geschwindigkeit zur Zeit 0 auch noch 0, so folgt ¢=0 und damit hat

man wieder z(t):—%gt2 .



