Schwingungen, Wellen, Quantenfeld

Manfred Horz

1. Schwingungen
Die einfachste nichtlineare Bewegung ist die Kreisbewegung. Sie ldsst sich in einem

zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem leicht darstellen, wenn sie als Ortsverdanderung
eines Punktes aufgefasst wird.
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Fiir die Koordinaten des Punktes gilt: x’+ y*=r” und wenn man es durch Polarkoordinaten
ausdriicken will: x=rcos@ y=rsin ¢ , wobei ¢ in Bogenmal’ notiert werden soll. Bei stetig
variierendem Winkel ¢ ist natiirlich auch der Weg des Punktes P stetig. Ein voller Kreisbogen wird
bei stetiger Variation des Winkel zwischen 0 und 2w erzeugt.

Die y-Koordinate lduft dabei von 0 nach r, dann wieder zuriick durch 0 bis -r und wieder zuriick zu
0, eine volle Schwingung: (in der Zeichnung istr = 1)

Die Zeit spielt bei dieser Bewegung noch keine Rolle. Die Frage erhebt sich hier, ob Zeit nicht ein
rein mathematisches Phdnomen ist oder ob sie immer schon physikalisch gedacht werden muss.
Man konnte die eben besprochene Kreisbewegung als Basiszeit verwenden und alle anderen
Bewegungen durch sie ,,zeitlich® ausdriicken. Zeit ist ndmlich das Inbeziehungsetzen von zwei
Bewegungen.

Sei ein zweiter sich bewegender Punkt gegeben, der sich auf einer Parabel (hier y = 0,1 x?) bewegt.
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Die gleichfarbigen Punkte entsprechen einander. Hat der Punkt auf dem Kreis eine volle
Umdrehung gemacht, so stoppt der Parabelpunkt (oberer rechter blauer Punkt). Die Lange der
Parabel soll gerade die Lénge der Kreislinie ausmachen (2.7 r=4 ). Der viertel Kreis entspricht
dem roten Punkt auf dem Kreis und der Parabel usw.. Der Winkel ¢ kann als Zeitanzeiger betrachtet
werden, als Parameter.

Natiirlich kann man nicht sagen, ob die Zeit gleichméfig verlduft. Dazu miissten (kleinere) Kreise
gewdhlt werden, so dass ein ganzer Umlauf des gegebenen Kreises (oben) mehrere Umldufe der
(kleineren) Kreise ausmacht und man dadurch Teilbewegungen des grofen Kreises mit den
Umléufen der kleinen Kreise messen kann. Eine genau gleichméRig laufende Zeit gibt es nicht,
bzw. kann man nicht feststellen.

Der Ort ist natiirlich auch nicht prézise feststellbar, da es Punkte nicht gibt. Orte haben immer eine
minimale Ausdehnung.

Es gibt keine unendlichen Bewegungen, da es das zahlenmdRig Unendliche nicht gibt. Jede
Bewegung hat also ein Ende und einen Anfang, Randorte. Und Zeiten sind demnach ebenfalls
endlich und Aspekte der Bewegung bzw. des Vergleichs zweier Bewegungen. Bewegung ist also der
Grundbegriff und Ort und Zeit Aspekte. Da hier Bewegung universal ist, ist sie auch kein
physikalischer Begriff, so wenig wie Ort und Zeit. Beides sind mathematische Begriffe.

Fiir eine Bewegung ldsst sich also die Weglédnge in Beziehung zur vergleichenden Kreisbewegung
sehr ,kleiner Kreise (der relativ gleichméafigen Zeit) setzen und so die Bewegungsgeschwindigkeit
innerhalb gewisser Wegstrecken (Durchschnittsgeschwindigkeit) angeben. Bewegt sich eine
Bewegung schnell, so wird der Weg in nur wenigen Kreisdrehungen durchlaufen. Normiert man
eine moglichst kleine Kreisbewegung zu einer Zeiteinheit, so ergibt sich die Formel fiir

Geschwindigkeit v einer Bewegung: V:%, wobei s die Weglédnge (in einer Langeneinheit gemessen)

ist und t die Kreisumdrehungen der Referenzbewegung. Ist die Wegldnge bspw. s = 4 m (4 Meter),

und t = 2 Kreisumdrehungen ( 2 KU), so ist die Geschwindigkeit v= 2‘;(”;] =2 I?_U Nennt man eine

KU eine ,,Sekunde s, so hat man v=2—. Geschwindigkeit ist also auch ein mathematischer
S

Begriff.

Fiir die Oszillation kann also der Winkel als Zeitvariable gesehen werden, wobei eine Zeiteinheit
eine Umdrehung des (sehr) kleinen Kreises ist.



Die Zeit T (in Sekunden, d.h. Umrundungen des kleinen Kreises) , die es bedarf bis eine volle
Schwingung (Kreisumrundung, Periode) stattgefunden hat, heifSt die Schwingungsdauer oder auch
Periodendauer. Im Bild ist die Periodendauer (t = ¢): 6,28 = 2m.

Der Kreisradius r heifSt die Amplitude der Oszillation, also der grofte Wert (Ausschlag) von y.

Die Frequenz f ist die Anzahl der vollen Schwingungen pro Zeiteinheit (Sekunden). Im Bild bedarf
es 6,28 Sekunden bis eine volle Schwingung S abgelaufen ist, also 1 Schwingung pro 6,28

Sekunden bedeutet eine Frequenz von 0,159§ oder da klar ist, dass es eine volle Schwingung ist,

wadhlt man als Einheit %251: : Hz (Hertz), also f =0,159 Hz.
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v = sin(6t)

Gegentiiber der blauen Oszillation hat die rote genau eine Schwingung pro Sekunde, also f=1 Hz.

Unter der Winkelgeschwindigkeit @ versteht man den zuriickgelegten Winkel ¢ pro Sekunde oder

W :Z—ip. Hat man innerhalb einer Sekunde 4 Schwingungen, so ist f = 4 Hz und

w=4-2xs '=f-2x=2xf, es gilt also die Beziehung w=2xf.
Die Periodendauer T ist bei diesem Beispiel: eine Schwingung in % s, also T :% s oder T:%.
Fiir eine volle Schwingung bedarf es eine Schwingungsdauer, also ist @ =2—”.
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(Bild von Ulrich Schiitz)

Physikalisches Beispiel: Federpendel




Die Feder mit Kugel vom Gewicht G ist am Anfang bei t = 0 in Ruhelage (1. Moment).

Wird die Kugel nach unten gezogen (4. Moment) und dann losgelassen, wirkt die Federkraft F und
zieht die Kugel nach oben. Aufgrund der Tragheit bewegt sich die Kugel aber iiber die Ruhelage (5.
bzw. 1. Moment) hinweg (dort sind Gewichtskraft G und Federkraft F im Gleichgewicht) und
bewegt sich bis zur obersten Stelle (2. Moment) bis die Gewichtskraft G wieder die Kugel iiber die
Ruhelage (3. Moment) hinweg nach unten treibt (Tragheit) (4. Moment) usw..

Wie kann man diese Schwingung physikalisch beschreiben?

Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Federkraft F proportional zur Auslenkung y: Foc y. Mit dem
positiven Proportionalitdtsfaktor k: F =ky. Dieser Faktor ist eine charakteristische Grofe der
jeweiligen Feder, die sogenannte Federkonstante.

Fiir die Gewichtskraft G gilt nach Newton (in der Nédhe der Erdoberflédche ist die Beschleunigung g
ungefdhr konstant): G=mg. Im Gleichgewichtszustand gilt F=—G, also mg=—ky. Da g die

Beschleunigung nach unten und y nach oben gerichtet ist, gilt m y=—ky oder my(t)=—ky(t).

Das ist eine lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung j‘/(t)+£ y(t)=0.
m
Mit dem Exponentialansatz: y(t)=e" ergibt die zweite Ableitung j(t)=r’e" und in die DG
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eingesetzt r'e"+—e"=0e (r’+—)e"=0=r, =+ ——=*wi mit w:=4—.
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Damit hat man die komplexen Basislosungen y(t)=e”" und y(t)=e “'* und damit die allgemeine

Losung als LK der Basislosungen y(t)=c,e”""+c,e”“" oder mit Euler e*'?=cos¢ +isin¢ folgt
y(t)=c,(coswt+isinwt)+c,(coswt—isinwt)=(c,+c,)coswt+(c,—c,)isinwt.

Mit der Anfangsbedingung 0=y(0)=0=c,+c,=c,=—c, wird die Funktion zu y(t)=2ic,sinwt

y'(t)=2iwc,coswt=0=cos wt=0=wt=2%, die Funktion hat also ihren Extremwert y.
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(Amplitude) bei y,=2ic,sin % =2ic, und die Funktion ist also y(t)=y,sinwt, die Projektion

eines Kreisumlaufs auf die y-Achse mit dem Radius y.. wt=¢ und die zeitliche Ableitung ist w,
die Winkelgeschwindigkeit. Je groRBer die Federkonstante (je hérter die Feder) , desto grofSer die

Winkelgeschwindigkeit und die Frequenz f :% \/% . Je groBBer die Masse, desto kleiner die
T

Winkelgeschwindigkeit und Frequenz.

Bemerkung zum Verhaltnis von Mathematik und Physik. Die Mathematik ist die mentale
Methode der Begriffsbildung, zu welcher die Natur erstens den Stoff liefert und zweitens die

jeweiligen Korrekturen angibt, so dass die Mathematik neue Begriffe (Definitionen) und neue
spezielle Methoden erarbeitet. Diese Kombination von Natur und Mathematik ist Physik.



Welche Energie ist in einem Oszillator vorhanden?
Die gesamte Energie E setzt sich aus der kinetischen Energie Eii, und der potentiellen Energie E,

zusammen: E=E,, +E, =T(v)+V (y) mit Ekm:%mv2 und Epm:%kyz, also E:%mv2+%ky2.

Die riicktreibende Kraft F ist proportional zur Auslenkung x und wegen der verschiedenen
Richtungen hat man F (y)=—ky.

dv(y)

F(y)=- 3

, da die Potentialdifferenz dV durch die geleistete Arbeit F(y)dy erzeugt wird

und die aufzuwendende Kraft F entgegen dem Potentialgefille gerichtet ist, gilt dV (y)=—F(y)dy

und also F(y):—d‘;;y) oder fF(y)dy:—V(y), d.h. V(y)z—f—kydy:%kyz.
oy s _1 dy ’ 1, » . _ 3
Somit ist E —Em a +§ky und ersetzt man hier y durch y(t)=y,sinwt, so folgt

E:%m(yewcos(a) t))2+%k(yesina)t)2:%my§w2 cosz(wt)+%ky§sin2(a) t) mit wz\/% oder

mw’=k wird das zu E:%yimw2cos2(a) t)+%y§meSin2(w t)=%mw2y§, das wiederum mit

w=2xf ergibtsich zu E=2mx’f’y’. Da Frequenz f und die Amplitude y. konstant sind, ist auch
die Gesamtenergie konstant im Gegensatz zur kinetischen und potenziellen.

E ist also zum Quadrat aus dem Produkt von Amplitude und Frequenz proportional: E ocf” y2.

Die Amplitude wird durch die Energie bestimmt, die dem System anfanglich extern zugefiigt wird
(durch Ziehen der Feder). Die Frequenz ist eine interne GrofSe, durch die Federkonstante k und
Masse m bestimmt.

2. Der quantenmechanische Oszillator!
Durch Planck wurden bei der Untersuchung der Warmestrahlung die Oszillationen des schwarzen
Korpers quantifiziert und die Energie konnte nur noch in der Form E=nh{f abgegeben werden.

Die Amplituden, die beim klassischen Oszillator fiir die verschiedenen Energien zustandig waren,
werden durch die verschiedenen moglichen quantifizierten Frequenzen nf ersetzt.

Setzt man die beiden Gleichungen E=2mx’f’y> und E=nhf formal gleich, bekommt man

2ma’fly’=nhf= yezL 2nh . Nicht nur die Energie ist gequantelt, sondern auch die

2x \ mf

Amplitude.

1 Ich folge hier und im Weiteren der intuitiven operatorfreien Darstellung von Physics Explained , What is a particle?



Schreibt man in der Gesamtenergie E =%m v2+% mw’y® die kinetische Energie in Impulsform

2 2

Ekin:lp—’ hat man E:lp__i_lmeyz.

Ersetzt man jetzt den Impuls p und den Ort y durch die unbestimmten A p und Ay der

Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation Ay A p zg (h= %), bzw. A pz%%, in der

(Apf 1 5wl 11 #
m +2ma)(Ay)22m4(Ay)

2+Ema)2(A y)’, also

N |~

unbestimmten Energie A E=

2 2
Zgim (Ahy E +§ mw’(Ay)’. Die min. Energieunschirfe ist also A EZBLm (Ahy E +%m o’(Ay)

Differenziert man diese Gleichung nach A y und setzt diesen Ausdruck 0, ergibt das

2
dAE _ i 3+ma)2Ay=0 und 16st man nach Ay auf: Ay= L hat man die Unschérfe
dAy 4m(Ay) \2mao

der Auslenkung, fiir die die Energieunschérfe ein Extremum (Minimum) hat. Denkt man sich y, =0,

so wdre die Auslenkung y=y,+A y:4/2L die nicht unterschreitbare Auslenkung, d.h. ein
mo

»Zittern® des Oszillators ist immer gegeben.
2

Dieses Ay in die Energieunbestimmtheit eingesetzt ergibt: A E> 1 2mw+ 1 mao*
8m 27 2mo
1 1 1

AE>—howo+=hw==
4 4 2

oder

hw :% hf,also AE Z%h f. %hf ist also die nicht unterschreitbare Energie.

Die jeweils nachst groRere Energie fiigt ein Energiequant hf hinzu, so dass die quantifizierten
Energiestufen des quantentheoretischen Oszillators nicht wie urspriinglich angesetzt E=nhf sind,

sondern E n:%hf +n hf :(%+n)hf . Fiir n = 0 hat man die soeben hergeleitete minimale Energie

E, :% hf, die sogenannte Nullpunktsenergie.

3. Wellen

Wellen kann man sich mithilfe (bspw. durch Federn) gekoppelter Federpendel veranschaulichen,
wobei das erste Pendel eine Oszillation (,,Storung®) aufgepragt bekommt (im Bild rechte Hand), die
sie mit leichter



(zusammengestellt aus You tube Hui, Wellen-Grundlagen)

Verzogerung an die Nachbarpendel weitergibt. Als weiteres Anschauungsbeispiel mdchte ich die
Wasserwelle wihlen. Fliissiges Wasser besteht aus Wassermolekiilen, die iber Wasserstoffbriicken
miteinander verbunden sind.
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(aus Wikipedia. Wasserstoffbriicken sind blau gepunktet dargestellt)

Wird die als glatte Wasseroberfldache vorgestellt Ruhelage durch eine Stérung (etwa durch einen
Apfel, der ins Wasser fillt) nach unten verformt, so kann man das analog zum Federpendel
modellieren.

Der (als harmonisch gedachte) Oszillator eines Wassermolekiils {ibt auf seine iiber
Wasserstoffbriicken verbundenen Nachbarn eine Kraft auf, die auch sie nach unten bzw. wieder
nach oben zieht, sodass er dort ebenfalls mit Zeitverzogerung Oszillatoren anregt. Diese
Gesamtheit von verbundenen Oszillatoren nennt man eine Welle.

(aus Leifi)
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Hier ist die Zeit ,,eingefroren. Die Projektionen parallel zur y-Achse sind die momentanen
Auslenkungen der verschiedenen Wassermolekiile an verschiedenen x-Stellen. Man darf diese
rdumliche y-x-,,Sinuswelle“ nicht mit der zeitlichen y-t-Sinusfunktion des harmonischen Oszillators
verwechseln. Jeder Punkt (jedes Molekiil) schwingt mit der gleichen Frequenz und Amplitude, ist
aber in verschiedener Phase (Phasenwinkel ¢ ) bzgl. seiner Nachbarpunkte.

Wellenldnge

.- t(x=1)

y=0,3sin(4 x+2t)

Das ist der Graph einer eindimensionalen x-Welle, wobei die andere Achse die t-Achse, Zeitachse
ist.

Die rote Sinusfunktion y=0,3sin(4 x+2) st die raumliche eindimensionale Welle der
y-Auslenkungen der verschiedenen Molekiile zur Zeit t = 1.

Die griine Sinusfunktion y=0,3sin(4+2t) gibt die Oszillation des Wassermolekiils, das sich an
der Stelle x = 1 befindet als Funktion der Zeit t an. Dort wo sich beide Graphen schneiden sieht man
die y-Auslenkung des genannten Molekiils zur Zeit t = 1.

2 Ich nehme hier bereits eine Losung der Differenzialgleichung (siehe 3.) in Anspruch.



An der roten Ortsfunktion kann man die rdumliche Wellenldnge A ablesen. Aullerdem erkennt man
die sogenannte Wellenzahl k, d.h. die Anzahl der vollstdndigen Wellen (d.h. k = 4) pro Wellenlénge
27 der einfachen Sinusfunktion. Sie ist der Faktor vor x in y=0,3sin(4 x+2).

Y,

Die Funktion y=sin (3 x) hat ,,drei Wellen“ im Intervall [0,2n] und demnach eine Wellenlénge von

/1:2?”, also gilt die Beziehung 1227” oder kzzTﬂ.
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Die Funktion y=sin (3 x+2)=sin( 3(x+§)) hat die gleiche Wellenzahl, sie ist nur um 2/3 nach links

verschoben gegeniiber der roten Funktion, sie hat eine andere Phase, die eben um 2/3 verschoben
ist.

An der y=0,3sin(4+2t) erkennt man die Winkelgeschwindigkeit « =2 der
Oszillation des Molekiils an der Stelle 1. Das genannte Molekiil bedarf fiir eine volle Schwingung

2=w :% ZZTJT die Zeit T=um s=3,14 s. Die Schwingungsdauer T ist unabhdngig von der

Amplitude 0,3 T=27Z,

Die Funktion y=sin (4 x+2t) : griin fiir t = 0, blau fiir t = 1 und rot fiir t = 2. Die x-Welle scheint
sich also von der griinen iiber die blaue zur roten zu bewegen. Fiir x = 1 sind die drei Punkte
eingezeichnet: der untere fiir t = 0, der zweite fiir t = 1 und der obere fiir t = 2. Es handelt sich also
real um die Oszillation der einzelnen Molekiile (hier fiir das Molekiil an der Stelle x = 1).

Der Hochpunkt der griinen Funktion hat die Koordinaten (%/ 1). Der Hochpunkt der blauen

Funktion hat die Koordinaten (%—%/1) und der Hochpunkt der roten Funktion (%— 1/1).

Innerhalb der Zeitspanne At =2 hat sich der Graph scheinbar um 1 nach links bewegt, diese



sogenannte Phasengeschwindigkeit (die ortliche Verdnderung der gleichen Phase pro Zeiteinheit)

ist v p:% % T, ist hier nicht die Schwingungsdauer, sondern die Periodendauer, d.h. die Zeit,

die bendtigt wird, um die Strecke zwischen zwei gleichen rdumlichen Phasen (bspw. Hochpunkten)

(Strecke der Wellenldnge A) zu durchlaufen. Also gilt v,= TL Die Wellenldnge hingt in einem

w

homogenen Medium (was hier beim (reinen) Wasser gelten moge) von der Frequenz (Begriff in
Bezug auf Schwingungen) linear, sogar proportional ab. Es gilt also zwischen der
wellenbegrifflichen Periodendauer T, und der schwingungsbegrifflichen Frequenz f die Beziehung

TW:% und T,=aT,. Damit folgt fiir die Phasengeschwindigkeit v,= TLZ% Af.

Dabei ist @ eine mediumspezifische Konstante. Sie wird i.A. als 1 gesetzt. In zdhfliissigen Medien
diirfte sie groler als 1 sein und damit die Kreisfrequenz schneller als die Phasengeschwindigkeit.

Wegen )LZZT” und w=2xf gilt vpzﬁszﬁ% ,also v :é%, mit a=1 vp:%.

Geht man von der idealen Gleichung y=sin (kx+w t) aus, bei der k die Wellenzahl und o die die

Kreisfrequenz (Winkelgeschwindigkeit ist), so ist v,= @

P
Da diese Bewegung eine Scheinbewegung ist, transportiert sie auch keine Materie, also auch keinen
Impuls, sondern nur Information (bspw. die der grofSten Auslenkung) und Energie des Oszillators.

Auch bei einer Welle kann man von einer Frequenz sprechen. Wahlt man eine feste Stelle, etwa
wieder x = 1, und zdhlt in einer Zeitspanne At die Anzahl n der Hochpunkte, die an dieser Stelle

vorbeigehen, so hat man die Frequenz f W:i . Bei der Funktion y=sin (kx+ t) hat man den

_JT I S5m

- _ kxq . - _ 7 kx
ersten HP bei kx,+wt,= > ﬁtl—%—w, der zweiten HP bei kx,+w t,=—— R

5
>t,=———
> 2w
Innerhalb At=t,—t,= ZWJT hat man also gerade einen HP vorbeigehen. Die Frequenz ist also

f W:E :E = ﬁ Die Frequenz einer Schwingung und die der Welle sind bei dieser Funktion

also gleich.

Zusammenhang der Frequenz einer Welle mit Phasengeschwindigkeit: Es gilt v,= % und f W:2i
T

vV, wlk _2nx 2
== == =Af .
F ok VT Y= AL




3. Die Wellengleichung

Man betrachte (im Fall der eindimensionalen Welle) die beiden benachbarten Wassermolekiile zum
Molekiil M der Masse m, die auf M die beiden Krifte der Wasserstoffbriicken F.s und F,s; ausiiben.
Die resultierende Kraftsei F.. Je grofSer die Kriimmung der blauen Kurve, je grofSer also die
infinitesimale Auslenkung y von M bzgl. der Nachbarmolekiile, desto groRer die zuriicktreibenden

Kréfte und ihrer Resultierenden. Also ist F; proportional zur Kriimmung des Kriimmungskreises, die
3’y

2
X

infinitesimal mit der zweiten Ableitung der Kriimmungskurve angendhert werden kann.

Fws] M Fws2

2 2

0 }; Mit dem 2. Postulat von Newton F=ma=m 0 )2’

00X ot

Also hat man F =c ergibt das

2 2 2 2
oy )2120_6 }; oder Yy }2)=£8 );,die
ot ox ot Mox

die lineare partielle Differentialgleichung zweiten Grades m

sogenannte d’Alembert-Gleichung.

Man {iberpriift, dass der Ansatz y=Asin(kx+w t+¢) diese DG 16st:

2 2
2 Z:—Aw2sin(kxia}t+<p) und %:—AkZSin(kxia)H(p) eingesetzt in die DG ergibt:
t X

c c . c . . . .
w’==k* oder v,=%=,/—. Mit der Bedeutung von —=v’ sind also diese Sinusfunktionen

m Pk Vm m 7
Losungen. Das gleiche Procedere fiir eine beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktion g mit

y=A-g(kx+w t+¢) mit der gleichen Bedingung 0’ =<K bzw. £=vf,.

m m
0’ &’
Man kann die Differentialgleichung auch gleich schreiben als 5 )2) :vf, 5 };, sodass die Bedingung
t X

integriert ist. Wird die Welle nicht nur eindimensional modelliert, sondern im dreidimensionalen
Raum, so kommen anstatt der Raumkoordinate x sdmtliche Raumkoordinaten x,, x,, x; zum Zuge
und man ersetzt dann besser die ,,Auslenkung y“ oder Verschiebung oder allgemeiner
Wertverdnderung bzgl. eines Normalwertes durch u:

o’u_ [ d°u . du du
Die DG lautet dann:. =— =v S+ —— > | -oder mit dem Laplace-Operator
ot 0x; 0x, 0X;
2 2 2 2 2
~0 0 , 0. O'u =v’>Au..bzw. L Q—AUZO oder noch kiirzer mit dem d’ Alembert-

ox: ox: ox. ot v ot



1
_z

Operator O:= aa— A: Ou=0. Dabei ist u=u(t, x,, x,, x,) eine skalarwertige Funktion.

Wellen kénnen verschiedener Natur sein, auller mechanischen Wellen (hier besprochen sind die
Transversalwellen, Schallwellen sind als Dichtewellen Longitudinalwellen) gibt es auch
Wairmewellen oder elektromagnetische Wellen wie auch Materiewellen (de Broglie). Die
gewoOhnlichen Wellen bediirfen eines materiellen Mediums (Wasser, Luft, Festkorper, etc), die
elektromagnetischen hingegen nach allgemeiner Ansicht keines. Ich bin da anderer Ansicht. Eine
Welle ohne Tréger ist ein begrifflicher Unsinn. Der klassische Ather freilich scheidet aus, wie
Experimente hinreichend gezeigt haben. Aber das heif$t nicht, dass sie keines Tragers bediirfen.
Meines Erachtens ist der Trager der elektromagnetischen Wellen der physikalische Raum (das
Quantenvakuum) selbst und das heift, dass der Trager primér aus virtuellen Photonen besteht, die
bekanntlich nicht materiell sind, sondern selbst erst Materie erzeugen (unter Wechsel der
Perspektive). Gravitationswellen werden bekanntlich durch den Raum getragen, d.h. Stérungen der
Geometrie werden mit Lichtgeschwindigkeit c weitergetragen. Aber die Geometrie ist m.E. auch
nur eine Frage der Dichte der virtuellen Photonen, sodass Gravitations- und EM-Wellen die
gleichen Trager haben, nur dass fiir die ersten der Impuls fiir die anderen der Spin der Photonen
verantwortlich ist. Die Phasengeschwindigkeit beider ist v,=c, also die Geschwindigkeit, mit der

die Dichtestérung propagiert.
Die obigen DGen sind homogen, d.h. das Medium ist nur Medium und trdgt die Welle, erzeugt

selbst aber keine. Im Gegensatz dazu sind die inhomogenen Wellengleichungen Ou=w.. Wellen in
einem Medium, das selbst Wellen erzeugt. w heilst dabei Quelle der Welle.

2 2
Fiigt man nun zur eindimensionalen homogenen Wellengleichung ay_ v a—{:o eine Quelle

o' Ox
. . - 2 . 62 y 2 82 y_ 2
hinzu durch die Inhomogenitdt— (2 x )’ y, geht man iiber zur DG FTO F__(Z” x)y,
t X

und setzt die obige Losung y=y,cos(kx—wt) der homogenen DG ein, so ergibt sich nach
Vereinfachung folgende Bedingung —w’+v’k’=—(27 x )*.

ZV

Ersetzt man wieder w =2 f und k— wird sie zu 4 7 f*—4 7 )L__4ﬂ x° oder

A’ b
2 2
f 2—%: x* oder f= %+ x°. Fiir y #0 (damit die DG auch wirklich inhomogen ist) folgt weiter

f= x oder anders formuliert y =f ... Im Gegensatz dazu hat die Losung der homogenen DG mit
v=Af beliebige Wellenldngen und Frequenzen, solange das Produkt v ist.

2 2
Damit kann die inhomogene DG auch in der Form g—{—vz%Z—(Z xf.. )y geschrieben

t X
werden. Diese Bedingung, dass die Frequenz einen minimalen Wert haben muss, spielt in der QFT
eine zentrale Rolle.



4. Quantenwellen

Da man eine klassische Welle als eine Reihe von verbundenen klassischen Oszillatoren vorstellen
kann, wird man eine Quantenwelle analog als eine Reihe von verbundenen quantenmechanischen
Oszillatoren modellieren. Da ein quantenmechanischer Oszillator die Energien n-ter Stufe

En:(n+%)hf haben kann, hat eine Quantenwelle mit m Oszillatoren gleicher Energien die Energie

Esznzm(n+%)hf.

Nimmt man weiter an, dass die Quantenwellen die gleichen DGen haben wie klassische Wellen, hat
man zwei Arten, die homogene und die inhomogene mit Quelle:

Homogen ohne Quelle

Inhomogen mit Quelle

beliebige positive Energien

2 2 2 2
%—t};—f%ﬂ %—vz%}(Zﬂf,ﬂm)W
Zwangsbedingungen
f=viA F=F in
beliebige Frequenzen
E=hf Erin=h{ min

unterhalb von Ei,

ist keine Quantenwelle moglich

5. Felder

Ein Feld ist ein Raumgebiet R und ein Zeitraum Z, bei dem jedem Ort x€R und jeder Zeit t€Z
eine Zahl (Skalar) bzw. ein Vektor (allgemein ein Tensor) zugeordnet wird. Die Verdnderung der
Werte wird mathematisch durch eine Differentialgleichung (Bewegungsgleichung) beschrieben.

Beispiele fiir skalare Felder ist ein Temperaturfeld oder Druckfeld, wo jedem x und t die Temeratur
bzw. der Druck zugeordnet wird mit zugehoriger Warmegleichung bzw. Druckgleichung.

Beispiele fiir Vektorfelder sind das bekannte Windfeld, bei dem die Vektor einerseits die
Windrichtung angibt und als Lange des Vektors die Windstarke, oder das Stromungsfeld oder
interessanter das Elektrische Feld bzw. das Magnetfeld oder auch das Gravitationsfeld.

Skalarfeld f(x,y)=1— %xz— %yz
2 2




Das linke Feld (ohne Zeitkoordinate) ist eine Hohenfeld, das jedem Ort (x,y)€[—3,3] die Hohe
als Funktionswert zuschreibt. Das rechte Feld ist ein Vektorfeld, das durch den Gradientenoperator
den entsprechenden Ortern die Richtung des steilsten Anstieges des ,,Berges“ und als Linge des
Vektors die Starke des jeweiligen Anstieges zuordnet. Am Gipfel (0,0) ist die Starke 0 und die
Richtung ist beliebig.

Physikalisch interessanter ist das Elektrische Feld.

Es wird von einer elektrischen Ladung bspw. einem Elektron (im Zentrum) erzeugt zusammen mit
einer (hier negativen) Probeladung, die in Richtung der roten Vektoren eine Kraft erfdhrt, deren
Stdrke durch die Lénge der Vektoren angegeben wird. Die Probeladung befindet sich jeweils am
Anfang des Vektors. Je dichter sie bei dem zentralen Elektron ist, desto stérker ist die abstofende
Kraft (Coulomb-Gesetz).

Gradientenfeld vy (x ,)-v3.c7 = ( —6x e-xj-,u) '

Das dazugehorige Potenzialfeld -x-v* (Skalarfeld) , dessen Gradientenfeld das obige

olx,y)=3-e

elektrische Feld ist.

Bewegt sich ein Ladungstrager in dem elektrischen Feld beschleunigt (bspw. kreisférmig bzw. wie
ein Oszillator auf und ab), so erzeugt es eine Stérung in dem Feld, das eine Welle ergibt, eine
elektromagnetische Welle, die, sobald sie existiert, keiner Ladung (und keines Stroms) mehr bedarf.
Die Maxwell-Gleichungen fiir diesen materiefreien Fall sind

div E=0 oder V-E=0 und rotE+%:O oder VXE:—%—?

div B=0 oder V-B=0 und rotB—‘uoeoaa—]f=O oder VXB=Auoeoaa—];:

Es gelten folgende Umformungen:

(1) Wendet man den Nablaoperator auf rot E an, so gilt:



VXFOtE:VX(VXE) GraBmangIdentitéit (VE)V—(VV)E divE::V‘EZO —VVE:—AE, wobei A

. . 62 62 62

der Laplaceoperator ist mit A=——+—=—+——.
ox" 0y 0Oz
(2) Fiir jeden 3-Vektor v gilt: VX %v Sl % (Vxv)
. __ OB _ OFE
(3) aus den Maxwellgleichungen V X E——E und VXB= Uo€o s folgt durch Anwendung des
Nablaoperators:
dB\2) OE O’E W O'E OE

VX(VXE):VX(_E)é_%(VXB):_%(MOEOE):_uoeoﬁé_AE:_MO({O?ﬁAE:MO({O?'

2
Das Analoge folgt fiir B: AB=yu, eoaa—]f. Damit hat man die Wellengleichung
t

(Differenzialgleichung) fiir Elektromagentische Wellen. Fiir das elektrische Feld ausgeschrieben:

2 2 2 2 2 2
0 ]:;_'_8 b;+a b;— Moeoa ];320 oder fiir den eindimensionalen Fall a—]i—‘uoeoa—]fzo oder wenn
ox" 0y 0z ot ox ot
2 2 (=) A2 2 2 2
man CZZ:% setzt, auch 0 b;—lza 5:0 (:)6 15—026 b;:O und 6—123— 26—13:0 ,wobei
T ox~ ¢ ot ot o0x ot ox

c die Propagationsgeschwindigkeit der Welle ist, und das ist die Lichtgeschwindigkeit.

2 2
Eine einfache Losung ist natiirlich wieder wie bei %—)2)— VZ%:(): E(x,t)=E,sin(kx+kct) oder
t X

allgemeiner E(x,t)=E,f (k x+kct).

Was ist ein relativistisches Feld, d.h. ein Feld, das der speziellen RT geniigt?

2 2
Die DG des elektrischen Feldes einer elektromagnetischen Welle %—If—cz g b; =0 unterscheidet
t X

sich vorallem darin, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit c des Feldes in allen Inertialsystemen
die gleiche ist im Gegensatz zu den nichtrelativistischen Feldern.



Vergleicht man wieder die homogene mit der inhomogenen DG eines relativistischen Feldes, so
erhdlt man zwei verschiedene relativistische Feldgleichungen, wobei die Feldfunktion nun
allgemein mit /(x,t) bezeichnet werden soll, um die Quantenmechanik zu markieren.

Homogen ohne Quelle Inhomogen mit Quelle
Oy _ 20y Oy _ 20y >
—C :0 min:() —C =— 2.71' min min>0
ot Cax ! o ox’ 2t v
Zwangsbedingungen
f=clA 2_ c’ 2
beliebige Frequenzen f _?"'f min= F i
E:hf Emin:hfmin
beliebige positive Energien unterhalb von E i,
ist keine Quantenwelle moglich
Teilchenart
masseloses Teilchen (Photon) massebehaftetes Teilchen (Elektron)
m=0 h fmin
m=—
c

Die typische GroRe der SRT ist ¢, die der QM h. Wir befinden uns also bereits in der relativistischen

2
min

2
Quantenfeldtheorie. Multipliziert man die Zwangsbedingung f*= % +f* . der inhomogenen

N . 20 W am , kW
Losung mit h?, folgt h™f —7+h fr., also E°= +E

min 2 min*

Das erinnert stark an die relativistische Energie-Impuls-Gleichung E*=p° ¢*+(mc’)’.
2 2

Setzt man die beiden ersten Summanden gleich, bekommt man )L—S: p’c’= %: p bzw. )L:%

was die de-Broglie-Wellenldnge der Materiewelle eines Teilchens ist.

hfmin

>—, was man als
c

Setzt man weiter die beiden zweiten Summanden gleich, folgt hf,,=mc’=m=

Masse m eines minimalen Energiequants E,,,=hf,;, interpretieren kann. Ein massebehaftetes
Teilchen kann also als Quantum eines relativistischen Feldes angesehen werden, dessen Welle

minimale Frequenz besitzt. Oder genauer, das Feld, das in seiner niedersten Energiestufe EO:%hf

sozusagen in lebendiger Ruhe ist, erfdhrt eine Exitation, also ein zuséatzliches Energiequant

hfmin

2 5

hf,,=mc’=m= das als massebehaftetes Teilchen erscheint. Die Quelle des exitierten Feldes

(nicht des Ruhefeldes) wire das Teilchen. So wére das Elektron das Quellteilchen (Quantum) des
elektrischen Feldes.



Betrachtet man noch die homogene DG, die als Spezialfall der inhomogenen fiir f,;,,=0 betrachtet
werden kann, so ergibt der Vergleich der quantenmechanischen und der relativistischen

2 2
h'c

2

hf .
frzmn:O: E2:

Energiegleichungen, wegen m= und E*=p’c® neben p:% auch

E :hTC und p =% , die bekannte Energie des photoelektrischen Effekts bzw. den Impuls eines

masselosen Teilchens, wie des Photons.

Relativistisches Quantenfeld Exitation (,,Stérung“, Quantum)
Elektron Feld (Spinorfeld) Elektron

Elektromagnetisches Feld Photon

Gravitationsfeld Graviton (?)




