Mengentheoretische Topologie

Manfred Horz

Funktionsbilder von Mengenoperationen
Sei f:M - N Funktionund 4, BcM und C, Dc N bzw.

(4,).c;,(B,),c, bzw. (C,),c;,(D,),c, eine Familie von Teilmengen von M bzw. von N

fA)=tf(x)ixedy={yeNI V y=f(x)} ' (C)=({xeMIf(x)EC} .

x€ 4
f(B)=0 und £ '(0)=0
Dann gelten folgende Beziehungen:
(1) f(4uB)=f(4)uf(B) (2) f(AnB)cf(4)nf(B)
(3) fF(A\B)>f(A\f(B) (4) A=B=f(A)=f(B) und allgemeiner
(4) F(UA)=UFr(4) (5) fF(N4)en f(4)
(6) f(cup)=f(Cluf (D) (7) fH(CnD)=f"(C)nf (D)
(8) fHC\D)=f"(CNf (D) (9) CcD=f"'(C)sf(D) und allgemeiner
(1) (Uc)=usi(c) (1) s (Nnc)=ns(c)
(12)ac e f(4) (13) C=2fe f7(C)

Bew. (2): YES(ANB)= V y=f(x)=V y=f(x)AV y=7f(x)=yef(4)rye[(B)

X€EANB xe4 x€B
=yef(4)nf(B)
Die Umkehrung gilt nicht: Sei A={1},B8={2} und f(1)=7(2)=3: dann ist
f(4)=f(B)={3}und 3€ f(A4)N f(B) aber es gibt keine gemeinsames x in 4N B

sodass f(x)=3 .



Topologien

Eine nichtleere Menge M mit einer Teilmenge T der Potenzmenge ¢ (M) von M, heift
topologischer Raum (M, T) mit der Topologie T, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(T,) B€T und M €T

(T,) O,€TAO,ET=0,n0,ET

(15) No,eT=(U 0,)eT

iel il
Die Mengen aus T heiflen offen. Die Komplemente von offenen Mengen heil3en abgeschlossen.

Sei M eine Menge mit zwei Topologien 7, und 7, . Ist T\cT,  soheiit 7, grober als
T, oder T,feiner als T,

Die grobste Topologie einer beliebigen Menge M ist 7={ 0, M} und heiBt die triviale oder die
Klumpentopologie. Die Menge aller Topologien einer Menge M sei mit T (M) bezeichnet.

Die feinste Topologie einer beliebigen Menge M ist (M) und heiBt die diskrete Topologie von
M.

Satz: Sind T, und T, Topologien auf M, dann istauch 7,07, Topologie auf M.
(Es diirfen sogar beliebig viele Topologien geschnitten werden.)

Bew.. €T NT, ,da O€T,und €T, . MeET NT, ,da MET, und M€T,
0,,0,eT' NT,»0,€T, und O,€T, und O,€T, und O,€T, =0,N0,€T, und auch

O0,N0,€T, ,alsoist O,NO,T NT, .

N 0er,nT,= N\ 0,€T,und N\ 0,€T,=| U 0,|eT,und | U 0,|€T, 150 auch
i€l i€l i€l i€l i€l

U o,ler,nt,

i€l

Dieser Satz ist nicht iibertragbar auf die Vereinigung: Sei etwa M ={a,b,c} und

T'={8 M {a} {a,c}t} , T,={B M {a} {bc}} . T\UT, istkeine Topologie, da
mit O,={a,c}€T,UT, und O,={b,c}€T ,UT, leider O,NO,={c} wederin I, noch
in T, vorkommen.
Aber fiir endliche Mengen M ist mit T auch T:={O€p(M)/OET} eine Topologie auf M:

(1) O,MeT ,da F=M und M =0



(2) Mit O0,,0,€T istauch 0,n0,=0,U0,€T  da O,U0,eT

(3) MitO,,..,0,€T istauch Y O= O€T 4qa N O€T
1<i<

Sei (M,T) eintopologischer Raumund x€M. Eine Menge UCSM heiit Umgebung von X,
wenn es eine offene Menge O€T gibt mit x€OSU

Die Menge aller Umgebungen von x bezeichnet man mit U(x). Die Menge aller offenen
Umgebungen von x bezeichnet man mit U (x) .Zujedem x€M gibtes mindestens eine
offene Umgebung, ndmlich M, die in der Klumpentopologie auch die einzige ist.

Sei (M,T) ein topologischer Raumund x€M und HEM .
x heifit innerer Punkt von H, wenn es eine offene Umgebung OeU(x) gibtmit xeOcH

Die Menge aller inneren Punkte von H wird mit H~ bezeichnet. H st die groBte in H
enthaltene offene Menge. Sie heil3t offener Kern von H (siehe nachfolgenden Satz).

x heiBt Beriihrpunkt von H, wenn fiir alle offenen Umgebungen O U (x) gilt: ONH#0

Die Menge aller Berithrpunkte von H wird mit /- bezeichnet. H~ ist die kleinste H
umfassende abgeschlossene Menge (siehe nachfolgenden Satz). Sie heifit die abgeschlossene Hiille
von H.



x heifit Haufungspunkt von H, wenn x Berithrpunkt von H\{x}

x gehort zu H ist hier aber kein Haufungspunkt, weil x A \{x} nicht beriihrt.
Hiufungspunkte sind also Punkte, die entweder zu H gehoren und in H liegen oder zu seiner
abgeschlossenen Hiille ohne den offenen Kern.

Nimmt man alle Hiufungspunkte von H zu H hinzu, erhdlt man die abgeschlossene Hiille von H

Sei (M,T) ein topologischer Raumund A<M, B<M. Aund B heifien separiert,

wenn sie disjunkt sind und dariiber hinaus A keine Haufungspunkte von B und B keine von A
enthilt, wenn also gilt: 4ANB =0 und A NB=Q

Beispiel: A/ =R”" .Unter der e€— Kugelum x versteht man K (x):={y€R"/|y—x|<e}

Die Standardtopologie des |R” ist I's=1{ O<R"/AV K (x)c0}

XEOe>0

Sei IR mit der Standardtopologie versehen. [R=]—oo, 1[U[1,0[ . Die beiden Intervalle sind

zwar disjunkt, aber nicht separiert,da ]—oo, I[N[1,00[=]—0,1]N[1,0[={1}

Satz: (1) Ist A abgeschlossenund A2 H=A2H"
(2) H° ist abgeschlossen
(3) Ooffenund OSH=0<H

(4) H  istoffen

Bew.: (1) Sei xgA= x€ASH=ANH=8 und A4 istoffene Umgebung von x. Wire
x€H ,also Beriihrpunkt von H, so miisste gelten ANH#Q .Alsoist xgH .
xXZ€A=x¢&H oder iiber Kontraposition xe H =>x€A also H <A

(2)Sei xg¢ H , also kein Beriihrpunkt von H. Dann gibt es eine offene Umgebung O von x

mit ONH=0 und x€O<H ,also U {x3cUocH - B:=U o istoffen.
xeH xeH xeH
Also HSB<CH=>HC<BCH , B abgeschlossen. nach (1)ist B2 H also mit

BcH gilt H'=B unddamitist H  abgeschlossen. Nach (1) istdann A~ die



kleinste H umfassende abgeschlossene Menge.

(3) und (4) analog.

Satz: (1) H = () C, C abgeschlossen Q) H= U o0, 0 offen

HeC OcH

Bew.: (1) Da H soein C ist, ist MNccr . Nc abgeschlossen und N C2H | also

HceC HeC HeC
ist nach vorigem Satz (1) (N C2H  und damitist (VC=H
HcC HeC

(2) Sei O={O<H/Oistoffen} .Ist x€H dann gibt es eine offene Menge

OCHAx€O .Alsoist x€ U O . Seinun x€ U 0= firein 00
OcH OcH

x€OSH .Alsoist xeH .
Satz: (1) Histoffen ® H=H  (2) H ist abgeschlossen © H=H"
(3) H=H" (4) H=H"
Bew. (1) Sei H=H wundda H nach vorletztem Satz (4) offen ist, ist H offen.
Ist H offen, so ist H die grofte in H enthaltene offene Menge, also nach vorletzten

Satz (4) gleich H~ (vgl. Schlussbemerkung zum vorletzten Satz (2)).

(3): H'SH und H istdie grofte in H enthaltene offene Menge =H 2H . H

ist die kleinste H umfassende abgeschlossene Menge = H =H .

Satz: Sei (M,T) topologischer Raumund 4,BSM .

() (4)y=4 (2) (AUB)=A4UB (3) (ANB)<ANB (4 ASB=ACH
5) o=0 6) M=M
(7) (A )=4" (8) ASB=>ASB (9) B'=0 (10) M =M

Die Menge 0 H:=H \H heilt Rand von H . Jedes x€0H heiit Randpunkt von H.

Beispiel 1: 00 =0\0'=0 =0 ,da es keine Beriihrpunkte der leeren Menge gibt. Denn fiir
jede offene Umgebung U vonx gilt UNB =0 . oM =M \M'=M\M=0 ,da
M sowohl offen als auch abgeschlossen ist.

Beispiel 2. /=]0,1[cR 07=[0,1]\]0,1[={0,1}  {0,1}=]—00,0[U]0,1[U]1,00[ ist
offen, also ist {0,1} =017 abgeschlossen.

Der Rand ist immer abgeschlossen. Der Rand einer Menge ist gleich dem Rand ihres Komplements.
Soist Q=0 ,Q =R,0Q=IR ,wenn IR mitder Standardtopologie versehen ist (siche unten).



Beispiel 1: Jede einelementige Menge M ldsst sich ausschlieBlich mit der Klumpentopologie
versehen, die hier gleichzeitig die diskrete ist: M ={a}=gp (M)={0,M}

Beispiel 2: Eine zweielementige Menge M ={a,b} besitzt vier Teilmengen:
@(M)={8,{a},{b},M} und damit auch vier Topologien: T,={8& , M} |

T={8. {a},M} | T,;={8,{b} M} , T,=p(M) .
Ist N eine nichtleere echte Teilmenge von M, soist T={ &, N, M } eine Topologie von M.
Ist Z={@#N.cM/icl} eine Zerlegung von M, soist 7={&,N,..,N;,..., U N} eine
! i€l'sl

Topologie von M. ZU{®@} nennt man Basis dieser Topologie T, weil man alle offenen Mengen
dieser Topologie als Vereinigungen aus Mengen der Basis darstellen kann.

Beispiel 3: Fir M ={a,b,c} besitzt man schon 29=1+ (3+3)+ (3+6)+ (3+ 3)+ 6+ 1
verschiedene Topologien. Beispielsweise ist 7={ 0, M ,{a},{b},{a,b},{a,c}} einevon6
verschiedenen Topologien mit 6 offenen Mengen. Eine Topologie der Méchtigkeit 7 gibt es nicht.

Michtigkeit (2 |3 |4 5 678
Anzahl 1 |3+3 |3+6 34+3 |6 |01

Es gibt 9 strukturell verschiedene Topologien (unter Beriicksichtigung der topologischen
Aquivalenz).

Beispiel 4: A/ =IR" Unter der e€— Kugelum x versteht man K (x):={y€R"/|y—x|<¢€}
Die Standardtopologie des R" ist [s={O<R"/ AVK (x)s0} |

x€0e>0

Def.: Eine Teilmenge B<T des topologischen Raums (M, T) heiBt Basis von T, wenn jede
offene Menge OET sich als Vereinigung von Mengen aus BU { §'} darstellen lésst.

B Basisvon T /A V 0=UU Man sagt, dass T von B erzeugt wird: T=<B> .

O€T B'SBU{Q} UeB'

T ist also die Menge aller Vereinigungen von Mengen aus BU {0}
Die Topologie T ist auch immer ihre eigene Basis. Sie ist die feinste Basis.

Ist eine Basis abgeschlossen bzgl. beliebiger Vereinigungen, so ist B=<B> .

Satz: Sei (M ,T) topologischer Raum. BCT ist genau dann Basis von T, wenn es zu jedem
Punkt x€M und zu jeder Umgebung U €U (x) eine Menge BEB gibt mit
X€EBCU .

Bew.. =: Sei BST BasisvonTund x€M und UE€U (x) .Dann gibtes ein OET mit

XEOCSU . Dieses O lisst sich darstellen als O=U B mit B'SB .Es gibt also ein

BeB’

B€B indemx liegt: x€B<SU .

<: Sei BCST undes gebe zujedem xE€M und zu jeder Umgebung U €U (x) eine
Menge BE€B gibtmit x€BSU . Zu zeigen ist, dass sich jede offene Menge O



U{@} .Ist O=8 ist man fertig. Seialso O#0 und

BeB'

x€EO belicbig. Da O€U(x) gibtesein B,€EB mit x€B,SO=
U {(x}c U B,=0

x€0 x€0

darstellen lisst als 0=( U B

Nicht jede Teilmenge von ¢ (M) ist schon Basis. Sei etwa M={a,b,c} und
S={Q,M,{a,b},{b,c}}cp (M) . S ist bzgl. der Vereinigungen abgeschlossen. Wire S

Basis, so wire <S>=S§ .Daaber {a,b}N{b,c}={b}&S kann S keine Topologie sein und S

keine Basis.

Ein Mengensystem S muss gewisse Bedingungen erfiillen, um Basis einer Topologie zu sein:

Satz: M sei eine Menge und SS¢ (M) .S ist genau dann Basis einer Topologie auf M, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

() M= BLéJSB , d.h. S ist eine Uberdeckung von M

B,,B,€S x€B,NB, B,eS

Bew.: =: S sei Basis einer Topologie T auf M. Zu (1): Da M €T st M:BLEJSB .

zu (2): Seien B,,B,€S und x€ B NB, ,da B/NB, offen istes eine Umgebung von x.
Also existiert nach dem vorigen Satz eine Menge B;E€S mit x€B, =B NB, |

<: Seien (1) und (2) erfiillt. Es wird gezeigt, dass 1 =1 U Bjuig} Topologie
BeS§S'cS
auf M ist und S mithin Basis von T:

(i) BT , MEeT wegen (1)
(ii) Seien O,,0,€T .Ist O,NO,=8 | so ist dieser Durchschnitt in T. Sei also

0,n0,#8 . Dann gibtesein X€0,N0, .Da O1= U B7 und

B'eS'cS

0,= U B'"} i xe0,n0,=
B''eS''cS

= U B'|n U B|= U (B'NB"")  Also
B'eS'cS B''eS"'cS B'eS'cS,B''eS"'SS

gibtes B,',B,''€S mit x€B,'NB,"'S0O,N0O, .
Hierzu gibt es nach (2) ein B,€S mit x€B B 'NB "'SO,N0O, oder

x€B,20,N0, . Mithin U B.=0n0, und demnach ist O,NO,ET .
x€0,N0O,

(ii1) folgt aufgrund der Definition von T.

Erzeugt eine Basis immer nur genau eine Topologie?
Hat eine Topologie immer nur genau eine Basis? Und wenn sie mehrere hat, gibt es dann die
kleinste Basis?



Geht man von einer beliebigen Teilmenge der Potenzmenge von M aus und schliefit dann
schrittweise bzgl. der Vereinigung bzw. des Durchschnitts ab, sodass man eine Topologie erhalt, ist
dann die Reihenfolge wesentlich? Wenn nein, kdnnte man eine Subbasis auch iiber den
Vereinigungsabschluss und die Basis iiber Durchschnittsabschluss definieren?

(Fiir endliche Mengen: ja, fiir unendliche Mengen noch zu untersuchen.)

Bemerkung: Eine Basis erzeugt genau eine Topologie.

Bew.: Seien T, und T, zwei Topologien, die von der Basis B auf M erzeugt werden.

T\=T, ,dennist O€T, | so hates die Darstellung 0=U U mit B'cBU{Q} .

UeB’
Da BST, T, istjedes U€B’ auchin T,,T, unddemnach auch alle Vereinigungen

von solchen U. Dann muss O auchin 7, sein,also 7,57, .Aus Symmetriegriinden gilt
ebenso T,€T, undalso 7T,=T, .

Bemerkung: Eine Topologie kann mehrere Basen besitzen.

Sei M={a,b,c} und T={0,{a},{b},{a,b},{a,b,c}} .Dannist
B,={{a},{b},{a,b,c}} BasisvonT, aberauch B,={{a},{b}, {a,b} {a,b,c}}
B,cB, .

Gibt es immer die kleinste (grobste) Basis? Sicher hat jede Basis eine Méchtigkeit. Bzgl. der
Michtigkeit kann es kleinste Basen geben, aber nicht unbedingt die kleinste Basis. Sind andrerseits
die Michtigkeit der Basen N, , so ergibt es keinen Sinn nach der kleinsten zu fragen. Im Beispiel
2 unten sind zwei Basen von IR bzgl. der Standardtopologie angegeben. Die eine hat die
Michtigkeit N, (mit rationalen Grenzen und Mittelpunkt), die andere (mit reellen Grenzen und
Mittelpunkt) die Méchtigkeit N,

Die obige Menge kann auch zwei verschiedene Basen gleicher Michtigkeit besitzen, wobei keine
Teilmenge der anderen ist: Sei 7={8,{a},{b},{c}, {a, b}, {a,c},{b,c}, {a,b,c}} die
diskrete Topologieund B,={{a}.{b},{c} . {a,c}} , B,={{a},{b} {c} {b,c}}

Sie besitzen eine gemeinsame Teilmenge, die Basis ist, und zwar hier die kleinste:

By={{a}, {b}, {c}}

Vermutung: Ist B kleinste Basis, so ldsst sich jede offene Menge in eindeutiger Weise als
Vereinigung der Basismengen darstellen.

Laut nachfolgendem Beispiel scheint die Vermutung nicht zu stimmen:

Sei (s.w.) M={a,b,c,d} und S={{a},{b}, {c,d}, {b,d}} Teilmenge der Potenzmenge
von M. Dann ist die Topologie, die von S erzeugt wird:

T(S)={{a},{b},{d},{c,d},{b,d} {a,b}, {a,d}, {a,b,d} {a,c,d}, {b,c,d}, M, 0}
Basis B ist dann die Menge aller endlichen Durchschnitte von Mengen aus S:
B={{a},{b},{d}, {b,d} {c,d}, M} .Dieoffenec Menge {a,b,d} lésstsich aufzwei
Arten aus Basiselementen erzeugen: {a,b,d}={a}U{b}u{d }={a}U{b,d} .

Schaut man aber genauer hin, sicht man, dass zwar B Basis, aber nicht die kleinste, denn

B'={{a},{b},{d}, {c,d}, M} istkleiner. Und hier ist jede offene Menge wieder eindeutig
darstellbar. Die von S erzeugte Basis ist also nicht immer die kleinste.



Fiir beliebige Teilmengen S von (M ) lésst sich eine Topologie auf M konstruieren:

Def.:Ist SSgp (M) Teilmenge der Potenzmenge von M, dann ist
7(8):= M {TeT(M)/ScT} die grobste Topologie von M, die S enthilt. T(S) heiBt

die von S erzeugte Topologie <S> .Man nennt dann S Subbasis von 7T(S)=<8§> .

Beispiele: Sei M ={a,b,c} ;aufdieser Menge lassen sich 29 verschiedene Topologien
definieren.
Sei S:={{a}} .Zu einer Topologie gehoren notwendig & und M .

{0 ,{a}, M} istabgeschlossenbzgl. N undbzgl. U .Alsoist {&,{a}, M} die grobste
Topologie auf M und demnach ist S={{a}} Subbasis dieser Topologie.

Oder fir S:={{a},{b}} musszumindest B und M dazu genommen werden um eine
Topologie zu erzeugen. Aber auch die Vereinigungsmenge {a,b} gehort dazu.
{0, M, {a},{b}, {a,b}} istdie grobste Topologie zu S.

Oder fir S:={{a},{a,b},{b,c}} ist {B,M,{a}, {a,b},{b,c}} zwar firdie
Vereinigung abgeschlossen, nicht aber fiir die Durchschnitte. Erst das System
{0, M, {a},{b},{a,b},{b,c}} bildeteine Topologie, von der also S die Subbasis ist.

Hat man bereits eine Topologie T und sucht dazu eine Subbasis, bedarf man einfacher Kriterien, um
nicht zu jedem Mengensystem die erzeugte Topologie aufzubauen und mit T zu vergleichen.

Im Allgemeinen ist SU{ &, M } bzgl. der Vereinigungen und der Durchschnitte noch nicht
abgeschlossen.

Jede Menge aus T auBler & und M muss sich als Durchschnitte und Vereinigungen aus Mengen
von S darstellen lassen.

Eine Teilmenge S von T des topologischen Raums (M, T) heift Subbasis von T, wenn jede
offene Menge OET sich als Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Mengen aus S
darstellen lasst. Eine Basis ist also die Menge aller endlichen Durchschnitte aus S.

Man vereinbart hierzu noch, dass & die ,,leere* Vereinigung ist (d.h. gar keine Mengen werden
vereinigt) und M der ,,leere* Durchschnitt ist. Die leere Menge und M brauchen also weder in der
Basis noch in der Subbasis zu sein.

Jede Basis ist auch Subbasis.

Beispiel 1: M={a,b,c} und T={0,{a},{b}, {a,b},{a,b,c}} .Dannist
B={{a},{b},{a,b,c}} BasisvonTund S={{a},{b}} Subbasis, denn
die Durchschnitte sind &, M als leerer Durchschnitt ,{a},{b} .Die
Vereinigungen davon ergeben: B, M ,{a},{b},{a, b} . T=<8> .

Beispiel 2: M =R Die offenen Intervalle bilden eine Basis der Standardtopologie 75 .
K, (x)=1x—r,x+ r[ istoffenes Intervall fiir jedes x,7€R mit Mittelpunkt x und

Radius r. Sei OETsﬁ/\\/Kr(x)CO Dannist O= U K,(x) . Denn sei

xX€0r>0 x€0

yEOﬁ\/K,.(y)CO, da yEKr(y) folgt ye U K,,(x) . Andrerseits sei

>0 x€0

ye U K.(x)= V yeK,(x) und da K,(x)cO istauch yeO .

x€0 x€0



Wihlt man x,7r€Q |, so ist diese Basis abzihlbar.

Als Subbasis kommt in Frage: S={]—o,b[,]a,o[ /a,b€Q} .Auch sie ist

abzadhlbar.

Jedes offene Intervall ]a,b[ lésst sich als Schnitt zweier Intervalle
]—o0,b[N]a,o[ darstellen, wenn a<b

Man verlangt von einer Basis jedoch nicht, dass sie minimal ist, wie bei Vektorrdumen.

Trennungsaxiome

Man interessiert sich in der Topologie nicht nur dafiir, Punkte und Mengen logisch zu
unterscheiden, sondern will sie auch in ithrem Lebensraum, d.h. mithilfe von Umgebungen, d.h.

topologisch unterscheiden konnen.

Sei (M,T) ein topologischer Raum.

T, : Je zwei Punkte sind topologisch unterscheidbar, wenn es eine Umgebung gibt, die den

einen Punkt enthélt, nicht aber den zweiten. Solch einen Raum nennt man

Kolmogoroff-Raum.

R, :Je zwei topologisch unterscheidbare Punkte sind separiert
(heiflt auch symmetrischer Raum).

T, :Von je zwei verschiedenen Punkten besitzt jeder eine Umgebung, in der der andere nicht
liegt (Fréchet-Raum).

T, :Je zwei verschiedene Punkte lassen sich durch disjunkte Umgebungen trennen. Diesen
Raum nennt man Hausdorff-Raum.

Ty :Zujeder abgeschlossenen Menge A und jedem nicht in A gelegenen Punkt x gibt es eine A
umfassende offene Menge und eine dazu disjunkte Umgebung von x (Vietoris-Raum).

T, :Zuje zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen gibt es zwei sie umfassende offene Mengen,

die disjunkt sind (Tietze-Raum).

T o Kolmogoroff T 1 Fréchet T » Hausdorff T 3 Vietoris T 4 Tietze
C D ())&
@O o [ FYOE
O 0O

T,#T,T,=T =T,

Es gibt topologische Rdume, die keinem der T, geniigen: M ={a,b,c,d} mitder Topologie

T={0,{a},{a,b}, {a,c,d}, M}




zu Ty: x,=cund x,=d . Es gibt keine Umgebung von d, in der ¢ nicht liegt.
zu T,,T,: x,=c und x,=d

zu T5:  A={b},x=c .Keine der beiden Umgebungen {a,c,d} und M von c sind disjunkt
mit O={a,b} bzw. O=M .

zu Ty: A={b},4,={c,d} , ANA,=8 |, offene Obermengen von 4,:
O,={a,b} oder O,=M uyndvon 4,: 0O,={a,c,d} oder O,=M  Stets gilt
0,N0,# 0

Ein topologischer Raum, in dem 7', und 7'; gilt, heiBt regulir.
Ein topologischer Raum, indem 7', und 7', gilt, heift normal.

Es gilt: normal=regulir =T,=T,=T, .

Satz: Ein topologischer Raum ist genau dann ein 7',—Raum (Fréchet-Raum), wenn alle
einelementigen Mengen abgeschlossen sind.

Bew.. =: Sei (M,T) ein Fréchet-Raum. Essei x€M. Zu zeigen ist: {x}eT .
Ist {x}=#8 ,dannistdie Menge offen. Seinun {x}#@ ,danngibtesein yE{x}
und x und y sind dann verschieden. Also gibt es eine Umgebung U (y) mit xgU(y) .
Oder: zujedem y€{x} gibteseine Umgebung U(y) ,die ganzin {x} liegt. Also ist
{x} offen.

<: Alle einelementigen Mengen seien abgeschlossen. Seien x,, x,€M mit x,#x, |
{x,} und {x,} sind also abgeschlossen und ihre Komplemente {x,} , {x,} offen.
Alsoist {x,} eine offene Umgebung von x, ,die X, nichtenthiltund {x,} offene
Umgebung von X, ,die X; nicht enthilt. Also ist (M , T ) ein Fréchet-Raum.

Beispiel 1: A/ =IR" mit der Standardtopologie ist ein Hausdorff-Raum und also auch ein T;-
Raum.

Es gibt allerdings T;- Rédume, die kein Hausdorff-Raum sind: Ist M eine unendliche Menge und
T={O<M/O endlich}u{@} . (M,T) istkein T,- Raum: ansonsten gibe es zu beliebigen
x,#x, Umgebungen U€U(x,) und V€U (x,) mit UNV =40 |, also auch offene

disjunkte Umgebungen O, € loj(xl) und O,€ U (x,) mit O,N0,=A=0,N0,=M oder
M=0,U0, .Damit wire M Vereinigung zweier endlicher Mengen und damit selbst endlich.

Andrerseits ist (M, T) aber ein Tj- Raum: Da {x} endlichmit x€M ist {x} offenund

damit {x} abgeschlossen.

Beispiel 2: Sei M ={a} .Einzig mdgliche Topologie: T ,={0,{a}} , die sowohl die diskrete
als auch die Klumpentopologie ist. Einzige Basis ist B={{a }} . Subbasen sind
S={0} und S={{a}} .Daes keine zwei verschiedene Punkte gibt, gelten
T,,T,,T,,T;und T, ftrivialerweise. Der Raum ist auch trivialerweise kompakt, wie
alle endlichen Rdume (s.u. Kompaktheit).

Beispiel 3: M={a,b} : T\={0.{a,b}} |, T,={Q,{a}.{a,b}} |
Ty={0,{b} {a.b}} |, T,={0 {a}, {b}.{a b}} .



In (M,T,) gelten: T5,T, aberweder T, noch T, noch T Er istdemnach
weder reguldr noch normal. Einzige Basis ist B={{a,b}} Subbasen sind

={#}und §,={{a,b}}

In (M,T,) gelten: T, aberweder T, noch 7, noch T; (da
A=1{b},0O={a,b} aber aZA hatkeine disjunkte Umgebung zu O. Jedoch gilt
T, . Weil T, nicht gilt, ist der Raum weder regulédr noch normal. Einzige Basis ist
B={{a},{a,b}} .Subbasensind §,={{a}} S,={ia} . {a bj;

In (M,T;) gelten die gleichen Trennungsaxiome wie in (M, T,) . Basen und
Subbasen analog zu (M, T,)

In (M,T,) gelten: 7,,7,,T, T; und T, .Dieser Raum ist auch normal und
reguldr. (diskrete Topologie). Basen sind

={{a},{b}} und B,={{a}, {b} {a,b}}
Subbasen sind die Basen. Andere gibt es nicht.

Bemerkung: Die leere Menge wurde nie als Element der Basis gesehen.

Satz: Sei (M,T) ein T,—Raum . Jede Subbasis iiberdeckt dann M.

Teilraumtopologie

Ist T Topologie auf M und NEM eine Teilmenge von M.

T|y={UNNIUET}={0OSN/ \ O=UNN; eine Topologie auf N und
UeT

Dann ist die Menge

heil3t die Teilraumtopologie oder die von N induzierte Topologie oder auch die Relativtopologie
oder Spurtopologie bzgl. N.

(1)@€T|,, da SNN=0 NE€T|,, da N=MNN

(2 )Mlt U,NN und U,NN istauch (U,NN)N(U,NN)€ET]|,, denn:
(U,NN)N (U NN )= (U NU,)NN
(3

U (wuinn)=(Uu)nN

i I

Bew.:

Eine Menge AS N ist abgeschlossenin N < A=N\4 offenin Ne
& N\A=0NN mit 0€T & A=N\(ONN)=N\O=NN(M\O) mit
M\O abgeschlossen in M

Eine Menge AS N ist also abgeschlossen in N genau dann, wenn
A=NNB mit B abgeschlossen in M .

Die offenen bzw. abgeschlossenen Mengen in N sind also die ,,Spuren‘ von den entsprechenden
offenen bzw. abgeschlossenen Mengen in M.

Beispiel 1: Sei M =R mit der Standardtopologie S§={O<R/ AV K.(x)€0} mit
x€0Or>0
K, (x)={yeR/|x—y|<r} .Seiweiter ISR Intervallund ]a,b[cI offenin S,



dannist Ja,b[NI=]a,b[ offen in I mit der Relativtopologie 7', .
[a,b]c1 istabgeschlossen in S, alsoist [a,b]=[a,b]NI abgeschlossen in I.

Beispiel 2: Sei M =IR’ ausgestattet mit der Standardtopologie S:
S={0cR’ N\ V K,(x)cO} mit K (x)={yeR*/|x—y|<r} undsei
xe0r>0
N=G, Graph der Sinus-Funktionund O=K, ((0,0)) die offene
Einheitskreisscheibe. Dannist NNO offen in N, aber nicht offen in (IR>S) , daes
bspw. zum Ursprung (0,0) keine offene Kreisscheibe gibt, die Teilmenge von
NNO ist.

enen Kreisscheibe O

Beispiel 3: SeiM ={a,b} .Dann gibtes genau vier mogliche Topologien auf M.
Die triviale (grobste) Topologie 7, ={Q .M} | T,={8, M {a}} ,
T,={@,M,{b}} und die diskrete (feinste) Topologie

T,={8.M {a} {b}}=p(M) . /T\

Sei (M,T,) der topologische Raumund N={a}cM .

Damnist T,|y={8,N} die Relativtopologie, die einzige, R T,

die auf N moglich ist, die zugleich trivial und diskret ist. \ /
Tl

In diesem Fall sind alle offenen Mengen in N auch offen in M.

Beispiel 4: Sei wieder M =IR*> versehen mit der Standardtopologie S und
N=S'={xeR’/|x|=1} der Einheitskreis oder die eindimensionale Einheitssphére.
Die Relativtopologie Sls besteht aus der Vereinigung von ,,offenen Kreisbogen,
deren Endpunkte (Randpunkte) nicht dazu gehoren.
B.={K, (x)/x€R*,r>0} , die Menge aller offenen r-Kreisscheiben ist eine Basis
von IR* .Sei ¢:R=>S"¢t H(cos(t), sin(t)) , dann ist
Bg:N S'={¢(Ja,b[),a,bER, a<b} =B, Basis der Einheitssphire, die aus ,,offenen

Bogen* besteht.

Beispiel 5: Die Menge aller komplexen (2 ,2)-Matrizen Mat(2,C) ist homdomorph (siehe unten)
zu C* , mit der Standardtopologie (Normtopologie) versehen. Die euklidische Norm

in ¢C" ist definiert durch ||x||:\/‘xl‘2+ ot |xn|2:\/x—l‘xl+ AT, =V<X, x> .
K. (x):={yeC"/|x—yl<r} heiBt offene r-Kugel um x.
Die Standardtopologie 75 des C" istnun Ts:{OCCn//E\O \>/0Kr(x)§0}

Die Relativtopologie von SU(2)={AeMat(2,C)/A'=4""'Ndet A=1} =



z z 2 2 . . . ..
= [( Lz )/ |Z 1‘ + ‘Zz‘ =1} der unitiren (2, 2)-Matrizen mit positiver
—Z Z

Determinante (die komplexe Rotationsgruppe) ist

Tslswn={O0NSU(2)locC’, A VK, (x)c0}

xX€0 r>0

Satz: Sei (M, T) topologischer Raum und N <M versehen mit der Relativtopologie R.
Sei ASN . 4" seidie abgeschlossene Hiille von A bzgl. Tund 4™ die
abgeschlossene Hiille von A bzgl. R, A°" der offene Kern von Abzgl. Tund 4°* der
offene Kern von A bzgl. R.

Dann gilt: (1) AR"=A4"NN () 4 "=4"nN

T_ . R _ .
Bew. (1): Sei ASNEM . A= N c, C abgeschlossen in T. 4*= M B,

AcC ASBSN
B abgeschlossen in R. Das gilt genau dann, wenn B=CNN ; C abgeschlossen in T.
Also A= M B= N cnN=[ N C|nN=4"NN
ASBSN ASCNN AcC

(*) A=sCNN'S 4cC

Quotiententopologie

Sei T eine Topologie auf M. Sei weiter N eine Menge und f: M = N eine surjektive Abbildung.
Die Menge O:={U/USNA f'(U)eT} istdann eine Topologie auf N und heifit die von f auf
N induzierte Quotiententopologie von N =M/ f oder Identifizierungstopologie. Damit ist f
gleichzeitig stetig.

Bew.. f (0)=0€T=>0€0 , f'(N)=M, dafsurjektiv=>N€EO, weil MET ,
U, U,e0=f(UNU,)=f(U)Nf(U)eT=U,NU,€0
U,o=f"uU|=u (U )eT=U U0

fstetig, damit Ue€O= f'(O)eT .

Die Quotiententopologie auf N ist die feinste Topologie, fiir die f: M = N stetig ist. Die grobste
Topologie, die triviale {8, N} auf N macht f auch stetig.

Beispiel 1: Sei M =IN versehen mit der Relativtopologie T von IR mit der Standardtopologie S.
Offene Intervalle sind aus S und ebenso ihre beliebigen Vereinigungen.
{1}=]10,2[NIN offen in T. Ebenso alle anderen einclementigen Mengen aus IN :
{n}=1n—1,n+1[NIN .
Jede beliebige Teilmenge von IN ist demnach auch offen in T, auch die leere Menge,
denn B'=]0,I[NIN . Tistalso die diskrete Topologie.
~ seiauf IN nun folgende Aquivalenzrelation: n~men=mmod?2 .
N sei die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~ .Also N={[0],[1]}
f:N=> N ;n—[n] .Manschreibtauch N=IN/~ N hat wieder die diskrete
Topologie O: B €0, da f'(@)=0€T , f'(N)=INeT, also N€O ,
FH0)={24,6,...}eT=[0]e0 [ '([11)={1,3,5,..,}€T=>[1]€0 ,



SHI0IN[1])=f""(B)=BET=[0]N[1]€0 .
SHI01u[1])=/""(N)=M eT =[0]u[1]€0 .
Beispiel 2: Versiecht man Z mit der Relativtopologie Tvon R ,sohat Z/mZ=Z, mit
beliebigem natiirlichem m wieder die diskrete Topologie als Quotiententopologie.
Seietwa m=3. a~bea=bmod3=a-beld”Z 3Z={..,—6,-3,0,3,6,...}

Z,=Z/3Z={[0],[1],,[2],} [0],={..,—9,-6,—3,0,3,6,9,..}
[11,={..,—8,—5,-2,1,4,7,10,..} [2],={...—7,—4,—1,2,5,8,11,..}

Begriindung fiir diskrete Topologie von Z; analog zum ersten Beispiel.

Beispiel 3: Sei M =[0,1] und Z={0,1}cM . Seia~b=a=bV(aEZAbPEZ) .Man
identifiziert jetzt die Zahlen 0 und 1 in der Aquivalenzklasse [0]=[1] und erhilt dann
in M/Z=]0,1[U{[0]} und ihrer Quotiententopologie einen zum Einheitskreis

S'={xeR*/|x|=1} mit seiner Relativtopologie T s bzgl. der Standardtopologie

S, des IR*> homdomorphen topologischen Raum: S sei die Standardtopologie auf

R . T,={VIV=[0,1]nW,WeES} die Relativtopologie auf M. Die
Quotientenabbildung f:M =[0,1]>M/Z=]0,1TU{[0]}, x—[x] definiert die
Topologie T, auf MI/Z : T,,,={UIUSMIZAf"'(U)eT,} .Die
Quotientenabbildung g:M/Z->S';[t]~ (cos(2mt),sin(2m¢)) ist bijektiv und

o und ¢ sind stetig:
- g ist bijektiv, da jedem Punktin ]0,1[ genau ein Punkt aufdemin (1,0) punktierten

Einheitskreis entspricht und der Aquivalenzklasse [0]=[1] der Punkt (1,0) auf

dem Kreis.
- g ist stetig, da mit jeder offenen Menge O aus 7' x auf dem Einheitskreis auch

g '(0) aus Ty, ist, also offen.

. T . 1. .
Bspw. entspricht dem offenen Bogen 10; ) [ aus T die offene Menge ]O’Z[ in

1
T, und der offenen Menge {[t]EM/Z | 0<ti< Z}
- g ! iststetig,da (g7')'=g jeder offene Menge aus 7T, einen offenen Bogen in
Ty zuordnet.
Also ist das Einheitsintervall nach Identifizierung seiner Randpunkte homdomorph zum

Einheitskreis. Sie sind also topologisch dquivalent oder isomorph.

Produkttopologie
Seien (M,T,) und (N,T,) topologische Riume. Das kartesische Produkt M XN lasst sich

dann mit der Produkttopologie [mxy:={USM XN/ \ V o uv=Urxw;
v.er,wer,

versehen. V' XW heiBen offene Rechtecke. Sie bilden insgesamt eine Basis von 7'y .

T, ist Topologie auf M XN : =0 XL und M XN sindaus 7Ty .

Bew.:
Zu Ul, UZETMXN existieren Vl,iETM und WUETN sowie Vz,iETM und WZ,iETN

mit ¢ =Uy, xw,,und U,=U v, ,xw,, -
UlmUzz( U Vl,,.le,l.)m( Uy, xw,, |=Uy"xpts) wobei
vil=y, .V, €T, und W'=w, W, €Ty .Alsoist UNU,ET .y .

Fiir die Vereinigungen ist es klar.



Man kann die Produkttopologie auch leicht anders definieren:

Tuxy:={USM XN/ N Vv V  U2U,xU,}
(x’y)eUUMEUM(x)UNEUN<y)

Diese beiden Definitionen sind dquivalent:

=: Sei U offen in erster Darstellung, d.h. y= | yxw mit V€T, und WeT | Sei
(x,y)€U ,dannist (x,y) Elementeines VXW  dh. x€V und y€W .DaVund W
offen, sind sie Umgebungen von x bzw.y.Da j=J yxw ist U2V XW .

«<: Sei U€T,,,y inderzweiten Darstellungund (x,y)€U beliebig. Dann gibt es
Umgebungen V€U (x) und WeU (y) mit U2V XW . Zujeder dieser Umgebungen V,
W gibt es offene Mengen O €T, mit x€O, SV und O,€Ty mit yeO ,SW | so dass

also O, X0, SV xW<U und damit U 0.x0,2U yndalso
(x,y)eU
v= U oxo,
(x,y)eU

Bezeichnet man mit p:M XN =>M ;(x,y)—~x und p,:MXN->N;(x,y)~y die
kanonischen Projektionen, so ist die Produkttopologie die grobste Topologie, unter der die

kanonischen Projektionen stetig sind. Wéhlt man bspw. die diskrete (die feinste) Topologie fiir
M XN , so sind die Projektionen natiirlicherweise stetig.

Beispiel 1: M =N=R , die jeweils mit der Standardtopologie S von IR ausgestattet seien.
— 2 — o
]\4><N:|R2 T|RZ:_{UQ|R /Vl\éSWTéSU_U ViXWi} ist die
Produkttopologie.

Istetwa ]—3,—2[U]1,3[ ecine offene Mengein M =IR und ]-3,—1[U]1,2[
eine offene Menge in N=IR ,soist U=]-3,—-2[U]l,3[X]-3,—-1[U]l,2[=
1-3,-2[X]-3,-1[U]-3,=-2[X]1,2[U]1,3[X]-3,—-1[U]1,3[X]1,2] als

1 2 3 4
Vereinigung von kartesischen Produkten offener Intervalle eine offene Menge in IR* .

Diese Menge ist auch offen in der Standardtopologie des IR

Zu jedem Punkt in dieser Menge gibt es eine offene Kreisscheibe, die ganz in dieser
Menge liegt. Sei etwa x=(—2,6,1,2) ein Punkt, der in U liegt. Dann gibt es eine
offene Kreisscheibe K (O,”(x) cU .
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Die Standardtopologie ist aber feiner als die Produkttopologie, da es offene Mengen in der
Standardtopologie gibt, die nicht offenin Tg: sind, wie bspw. eine offene Kreisscheibe.

Beispiel 2: Der Torus 7°=S'xS' lisst sich mit der Produkttopologie 7. belegen, wobei
S' der Einheitskreis (die eindimensionale Sphire) ist. Jeder Punkt auf einem Torus
mit GroBradius R und Kleinradius r ist durch zwei Winkel ¢, und ¢, bestimmt.

x=(R+r-cos(¢,))-cos(dg)
Die Parameterdarstellung des Torus lautet :  y=( R+ r-cos(¢,))-sin(¢,) mit 0<dr, d,<2m
z :]"'Sin(q)r)

1
Ty =1 ves'xs'l vV vV uv=U ViXW;} st seine Produkttopologie.
V.er . w.eT,

Beispielsweise wire das Produkt der Kreisbogen ]0,5;0,8[X]0,1[ eine offene Menge
des Torus R=4,;r=0,5 mit ¢,€]0;1[ und ¢,€]0,5,08[ .

Summentopologie

Sind zwei Mengen M und N disjunkt, so nennt man M+ N:=MUN die Summe der Mengen.
Falls sie nicht disjunkt sind, so definiert man die Summe M+ N:=MX{0}UNX{1} .
Fiir zwei topologische Rdume (M, T,,) und (N,T,) bildet die Menge M+ N verschen mit der



Topologie T, y:={U+VIUET, ,VET,} die topologische Summe der beiden Riume.
Alternativ kann man die Summentopologie auch folgendermafen definieren:

T,.v={UcM+NIUNMET, UNNET,}

Da es nur eine Topologie auf {a} gibt, die triviale, und U XZ =48 ist die Produkttopologie

von MX{al TMX{a}Z{UEMX{a}/U\/T U=UU,x{a}}u{®}
ie M

und damit

Tuxia={UcMx{a}l NV U=(UU)x{a}}u{f}=>
UeT),

TMX{a}:{UgMX{a}/VVT U=VX{a}}u{R} . Sind also M und N nicht disjunkt, so
€ M
ist Ty v={WEM+NIW=UX{0yUVx{1}/UET, und VET,} .

Bew., dass 7',y Topologie:
(1)@+0=0 (NP =8); M+NeT,,, .

(2) (U1+V1)0(U2+V2)2(U1UVl)m(UzU Vz):(UlmUz)U(Ulsz)U(VlmUz)U(V1mVz):
=U,NU,URUR UV NV,=UNU,UV NV,=(UNU,)+(V,NnV,)ET,,,, falls M und
N disjunkt.

(3)W,ET s v= V W.=U,UV,
UEeT, V.€Ty

=Uw=U(vur)=\UuvulUvrer,,,

Sonst: (1)da @€T,, und B€T,, istauch H€T,,,, M+N€eT,,, ,da
MeT, und NeT,,

(2) W, W,T,, =W ,=U X{0}UV X{1},W,=U,x{0}UV,x{1}=

W NW,=(U,x{0}UV X{1})NU,X{0} UV, x{1}=

=(U,NU,)X{0}u(V,NV,)x{1 00U, X{0}NV,X{1}UV X{1}NU,X{0} =
') o

:(UlmUz)x{O}U(VlmV2)X{1}ETM+N

er,, €Ty

(3) W, €Ty y=W,=UX{0}UV x{1}= U (UX{0}UV x{1})=
=U (ux{o}u U (Vl.x{l}):( U Ul.)x{O}U( U Vi)x{l}eTMHv

eT eT

M N




Beispiel 1: M =N =R mit Standardtopologiec. M '=RX{0} und N'=RX{1}

M+N=IR+IR

RXx{0} Rx{1}

Beispiel 2: Alle individuellen Kreise K, mit n, (x—m,)=0 und (x—m,)’=1 bzw.

t
cos(¢) —tan ()
x?=2(x,cos(¢)+ x,sin(¢)) mit m,=|sin(z) n= 1 , falls
0 0
1 1
t#n/2At#3n/2 undsonst M,,=| 0 |und ny ,=[0| fir t€[0,2x[ liefern
0 0

iiber die Summe Zt:Kt den Torus fir R=3 r=1:

Satz: (1) Jeder Unterraum eines Hausdorff-Raums ist hausdorffsch.
(2) Die Summe von Hausdorff-Rédumen ist hausdorffsch.
(3) Das Produkt von Hausdorff-Raumen ist hausdorffsch.

Bemerkung: das Gleiche gilt fiir Fréchet-Raume.

Bew.: (1) (M,T) seiein T,-Raum und (N,Ty) Unterraum von M mit der Relativtopologie.
Seien X, X,€N mit Xx,#X, .Dann gibt es offene Umgebungen
0,€U(x,) und 0,€U(x,) mit 0,N0,=8 inT. O,NN bzw. O,NN sind dann

offene Umgebungen von x; bzw. x,in T , die disjunkt sind.

(2) Seien (M,,T,),c, Hausdorff-Riume und ; M it der Summentopologie
TZM,::{Z UJUET,} cin Summenraum. Zu ¥1-%2€ 2 M, mig x,#x, gibtes

iel i€l
Indizes i,,i,€1 mit x,€M, und x,€M, .Ist i;=i, liegen X,,X,€M, und besitzen

dort nach Voraussetzung disjunkte Umgebungen, die auch im Summenraum disjunkte



Umgebungen sind.
Ist i,#i, ,dannsind M, und M, disjunkte Umgebungen von X, bzw. x, in ;M" .

(3) Seien (M,,T,).c; Hausdorff-Rdume und g M it der Produkttopologie der

Produktraum. Zu xl,xzegM,. mit X,#X, ,dann gibtesein k€l mit
pi(x))#p(x,) ,wobei p; die (stetige) Projektion auf die k-te Stelle ist.

pi(x;) und p,(x,) besitzenin M, disjunkte Umgebungen O, und O, . p.'(0,) und
pr (0,) sind offene Umgebungen von X, und x, :denn

{pe(x)}cO=x€p ({pilx1)})epi'(0)) analog fiir X, Weiter ist

P (0))np(0,)=p; (0,n0,)=p, ' (B)=8

Def.: Eine Abbildung f:M > N ,x+— f(x) zwischen zwei topologischen Rdumen
(M,T,)und (N, Ty) heibt stetig, wenn das Urbild f~'(U) jeder offenen Menge
UeT, offenin T, ,dh. U/E\T fH(U)erTy,

(1) Die Identitit id,:X = X ,x+— x 1ist stetig
(2)Sind f und g in X Sysyz7 stetig, dann ist auch die Komposition gof:X = Z stetig.

3)Ist f:X =Y stetigund Nc X ein Teilraum von X, dann ist auch die Einschrankung
fIN:N=Y stetig.

(4) f:X+Y>Z istgenau dann stetig, wenn f|X und f|Y beide stetig sind.

(5) (f,g):Z>XXY istgenau dann stetig, wenn f:Z=>X und g:Z =Y beide stetig sind.

Def.: Eine Abbildung f:M = N ,x+~ f(x) heiBt offen, wenn OQ flO)eTy

M

Def.: Eine Abbildung f:M = N ,x— f(x) nennt man einen Homéomorphismus, wenn f

bijektivistund f und /' beide stetig sind, d.h. f bijektiv, stetig und offen ist, d.h. wenn
die offenen Mengen in M genau den offenen Mengen in N durch f entsprechen.

Man sagt dann, dass M homéomorph zu Nist ( M =N ).

Kommt eine Eigenschaft eines topologischen Raums auch jedem dazu homdomorphen zu,
nennt man sie eine topologische Eigenschaft.

Beispiel 1: M={a,b,c} T,={0, M, {a} {a,b}}
N={a,b,c} Ty={0,N,{b} {a,b}}
fiM>N,a—b,b—a,c—c istbijektiv und stetig. Denn [~ '({b})={a}
f'({a.bY)={a,b}, f(N)=M, f'(0)=8 .Ebenfalls ist f offen. Damit ist
ein Homdomorphismus, d.h. M =N .



Beispiel 2:

Beispiel 3:

§'xS'=T? , der Produktraum aus der Einheitssphiire mit sich selbst ist homdomorph

zum zweidimensionalen Torus.
Der erste Kreis sei der Kreis, der die Grofe der Torus mit Radius R reprisentiert, der
zweite, der die Dicke mit Radius r darstellt. Die Abbildung

x| [x2)|= Rcos ()
Vi) \ Va2 Rsin ( q)R)
bijektiv. S'x ' ist mit der Produkttopologie versehen. Der Torus 7> mit der
Relativtopologie 7';: der Standardtopologie des IR’ .

rcos(o,)

¢
rsin(g,)

—

£iS'xS' ST, Rcos (g )+ rcos ,)) o

Rsin(¢ )+ rsin(¢,)

Eine offene Menge des Torus wére bspw. der Schnitt einer offenen Kugel mit dem
Torus, also etwa eine offene torusmaBig gekriimmte offene Kreisscheibe. Thr Urbild ist

wieder offenin T, als (unendliche)Vereinigung von ,,infinitesimalen‘* offenen
,Rechtecken bestehend aus dem kartesischen Produkt offener Kreisbogen.

[0,1[ ", ¢+ | Reos(2m) 0[S, ¢ |7 cOs(22)
Wenn  ¢:[0,1] (Rsin(Znt) Y:[0,1] rsin(2ms) , dann

sind solche offenen ,,Rechtecke* ¢ (]a,b[)Xy(lc,d[) mit Ja,b[<[0,1[ und

le,d[<[0,1] .

Ein Einheitsquadrat Q' ist homdomorph zu einem Einheitskreis S’

| — . - —

Die Funktion _f:Ql-)Sl mit (l,tan(b)'—»(cosq),sinq))ﬁir q)E[—%,%[ und
(cotq),l)'—»(COS(j),sinq)) fur ¢e[%i,3%i[ und
(—1,—tang)— (cos ¢,sin ¢) fiir 4)6[3%,5%[ und

(—cotdp, —1)—(cos ¢, sin¢) fiir q)e[s%, 7%[ ist eine bijektive Abbildung.

Sei S die Standardtopologie des R> und 7'y bzw. s die von S induzierten



Teilraumtopologien (Relativtopologien). Die offenen Mengen in Q' entsprechen
dann eindeutig den offenen Mengen in §' . Also ist f ein Homdomorphismus.

Filter und Konvergenz

Um die Grenzwerttheorie auf beliebige topologische Rdumen zu heben, werden anstatt Folgen
Filter und Netze eingefiihrt.

Def.: Sei M eine Menge und < cM XM eine Relation auf M.
Erfiillt die Relation < folgende Axiome

@o1 N\ (x=yAy=zox<z) (Transitivitt)
xX,y,z€M

@02y /N x=x (Reflexivitit)
XEM

(HO 3) N (xsyAysxo>x=y) (Antisymmetrie)
X, yEM

dann heif3t sie Halbordnung.

Beispiel 1: Sei A eine nichtleere Menge und M =g (A) . Dann ist M mit der Inklusion <
eine Halbordnung.

Halbordnungen lassen sich in Hasse-Diagrammen veranschaulichen.
Sei zum Beispiel A={1,2} dannist ¢(4)={8,{1},{2}, 4}

(1.2}
T~
(1) 2

N,

Eine Linie zwischen zwei Mengen gibt an, dass sie in Relation stehen. Gibt es einen Weg (durch
aufeinander folgende Linien), so wird die Linie (wie hier von & nach {1,2} )nicht
eingezeichnet. Um das Diagramm nicht uniibersichtlich zu machen, werden keine Schleifen fiir die
Reflexivitit gezeichnet. Ebenso entfillt eine Darstellung der Antisymmetrie.

Oderist A={a,b,c} ,dannist |4]=8 .

{a,b,c}

{a,b} {a,c} {b,c}
N o<l =</
{a}| [{b}] [{c}

_—
o



Def.: Sei M eine nichtleere Menge und (M) die Potenzmenge von M. (g (M), <) ist eine
Halbordnung. Eine echte Teilmenge Fcgp (M) heiBt Mengenfilter oder kurz Filter, wenn
folgende Axiome erfiillt sind:

(1) O¢F,MeF
(2) FEFAGEF=>FNGEF
(3) FeF und G2F=GeF ( F ist,Oberhalbmenge®)

Bemerkung: In (1) kann anstatt M €F auch F#8 gesetzt werden und umgekehrt.
Ist ndmlich M €F istnatiirlich F#& .Aus F#M folgt mithilfe von (3) dassauch M €EF .

(M) istkeinFilter,da B €p (M) .Ist M={a} ,soist o(M)={Q, M} ,die
Klumpentopologie zugleich die diskrete Topologie, also die einzige. F=g (M )\ {8} ist dann
auch ein Filter,da #¢F und M €F .(2)und (3) sind trivialerweise auch erfillt.

Fiir jeden Raum M ist F={M } der triviale und grobste (s.u.) Filter.

Istaber |[M|>2 ,soist (M )\{&} kein Filter, da je zwei einelementige Teilmengen leeren
Durchschnitt haben, der demnach nicht in @ (M )\ {8} liegen kann.

Ein Filter F heifit echt, wenn F#¢ (M)\{@} .Die meisten Filter sind also echt.
Sind F, und F, Filtermit F,<F, , soheit F, feinerals F, oder F, grober alsF, .

Ein Filter heiB3t Ultrafilter, wenn er keine echte Verfeinerung besitzt.

Sei M={a,b} . p(M)={0,{a},{b}, M} .Diese Raum besitzt drei Filter.
F={{a} M} |, F,={{b},M} und F;={M} .F,und F;sind Ultrafilter.

Sei Fe@(M)\{@} .Derkleinste Filter Hy, der F enthilt, also H ,={GEp (M )/G2F}
heiflt der von F erzeugte Hauptfilter und F Hauptelement von H. Man schreibt fiir den Hauptfilter
von F: TF .

Fir M={a,b,c} ist p(M)={0,{a},{b},{c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, M}
Dieser Raum besitzt 7 Filter:

Fi={{a}.{a, b} {a,c}, Mi=Ma} , F,={{b}, {b,a} {bc} M}=mb}
F,={{c} {c,a},{c, b}, M}="{c}

F,={{a,b} M}{=2a,b} , Fs={{a,c} M}=Ma,c}, , F={{b,c} M}=2b,c}
F,={M}=1M alles echte Filter. F,,F, und F; sind Ultrafilter.

H, istinder Tatein Filter,da #¢H, K M€H, , GNG,2F mit G,,G,2F und
per Konstruktion gilt GEH , und H2G=>G2F NH2G=>H2F=>H€e€H |

Beispiel 1: Der von F erzeugte Filter. Sei M ={a,b,c} und F={a} .Dannist
H.={{a},{a,b},{a,c},{a,b,c} auch ein echter Filter, da beispielsweise
{b,c} nicht dazu gehort. Er ist sogar Ultrafilter, da er keine echte Verfeinerung
zuldsst.

Beispiel 2: Ist (M, T) ein topologischer Raumund x€M .

Damnist U(x)={U€p (M)/ V xeocU} als Menge aller Umgebungen von x
oeT

das so genannte Umgebungsfilter von x.



Sei beispielsweise M ={1,2,3} mit der diskreten Topologieund 1€M. da
Dannist U(1)={{1},{1,2},{1,3}{1,2,3}} .Esist gleichzeitig das von {1}
erzeugte Hauptfilter: U (1)=1{1} .

Beispiel 3: Sei B< (M) mit folgenden Eigenschaften:

() B#B.BEE () 4 ,1/3\26333\23 BySB/NB, B heibt Filterbasis in M.

Fp=(B):={Fep(M)l V BcF}
BeB

Dieser Filter hei3t der von B erzeugte Filter, bestehend aus allen Elementen der

Filterbasis und deren Obermengen. Es gilt also stets BS(B) .

Diese Basis erzeugt genau einen Filter

F, istin der Tat ein Filter: Da Q' €B gibteskein BEB mit B ,also H&F, .
MeF,; ,da B#M, gibtesein BEB und damit BEM , also M€F, .

Fir F1,F2€FB gibt es ein B, €B und ein B,€B mit B,CF, und B,SF, . Weil B Filterbasis
gibt es ein B,€B mit B;<B,NB,SF NF,=B,SF NF, . Also F\NF,€F, .

Sei schlieBlich FE€F, und G2F | ZuF gibtesein BEB mit F2B .Alsogilt G2B .
Alsoist GEF, .

Sei M={a,b,c} . Bi={{a}} , B,={1aj. {a,bj}; , By={{a} {a,c}} ,
B,={{a},M}; Bs={{aj {a,bj {ac}} , Bi={{aj {a,bj {a,c; M} sind
Filterbasen mit {B;)=F, . Man sicht hier, dass Filterbasen nicht minimal sein miissen

bzgl. ihres erzeugten Filters. Jedes Filter ist zugleich auch eine seiner Filterbasen:
(F)=F .

Alle offenen Umgebungen von X,€M ( (M, T) topologischer Raum) bilden eine
Filterbasis. Das davon erzeugte Filter ist die Menge aller Umgebungen von X, :

IOJ(xO)Z{OET/xOEO} Ulx,)={UcM/| V xeOcU} <l°](x0)>=U(x0)
OeT

U (x,)# @ ,daM offene Umgebung von xo. 0 & U (x,) ,daxoinjeder Umgebung von
xo. Mit O,,0,€U (x,) istauch O,N0,€U (x,) .Da zum erzeugten Filter alle Elemente
der Filterbasis gehdren und alle ihre Obermengen, ist <U (x0)> =U(x,)

Beispiel 4: Ist f:M = N eine Abbildung zwischen zwei nichtleeren Mengen. Sei F ein Filter auf
M.

f(F) heiBt der von der Filterbasis B={BE€gp(N)/ Vv f(F)=BY={f(F)IFEF}
FeF
erzeugte Filter, der so genannte

Bildfilter von f: f(F>={B€80(N)/FVFf(F)EB} .

B ist eine Filterbasis, da & & B, sonst miisste f (4)=@'sein. B#8 ,dennda F
Filter, gibt es ein . Fiir B,,B,€B=B,=f(F,),B,=f(F,) mit F,,F,€F .

Da F Filter ist auch £ \NF,€F |

Es gilt: B1mBzzf(Fl)mf(Fz)Qf(Flsz) mit f(Flsz)EB .Alsoist B
Filterbasis.



Es gilt stets: B<f(B) .

konkretes Bsp.: M= {a,b,c},N={1,2,3} fla)=1;f(b)=f(c)=2 fistnicht
surjektiv. Sei F={{a,b},{a,b,c}} Filterauf M. Dannist B={{1,2}} zugehorige
Filterbasis auf N. Das Bildfilter ist dann f(F)={{1,2}{1,2,3}} .

Beispiel 5: Ist M eine unendliche Menge, so heifit { A<M /A endlich} Fréchet-Filter von M.

Satz: Sei F Ultrafilter auf Mund ASM, sogiltt AEFVAEF .

Bew.: Ist A€F | dann fertig. Seialso A€ F . Es gibt eine Menge B, die in F liegt, notfalls M.

Def.:

BZA (sonst wire auch A in F). ANB#0,G:={ G/B\E/FGQBGZ b st Filter, denn

B ¢G und MEG .Seien G,,G,€G=>G,NG,2B NANB,NA=BNA also
G,NG,eG .
Sei GEG und H2G=>H2G2BNA=>HEG ,alsoist G Filter.

BEF=B2BNA=>BEG .Also G22F .DaF Ultrafilter, ist G=F. Daauch 42BN A4
also A€eG=>A4€F .

Sei (M,T) eintopologischer Raumund x€M. Ein Filter F heifit konvergent gegen x,
wenn F feiner ist als der Umgebungsfilter U(x). Man schreibt: F = x .

Beispiel: Sei M={a,b,c} und T={0,{a,b}, {a,b,c}} Topologie auf M.

Satz:

Bew.:

Ula)={{a,b},{a,b,c}} ist Ungebungsfilter von a.

F={{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}} istFilter, das feiner ist als das Umgebungsfilter.
Also konvergiert F gegen a. Natiirlich konvergiert auch jedes Umgebungsfilter gegen
seinen Punkt.
Da Ula)=U(b) konvergiert Ula)={{a,b},{a,b,c}} sowohl gegen a als auch
gegen b. Konvergenz ist hier noch nicht eindeutig. (M, T) ist kein Hausdorff-Raum,
da sich die Punkte a und b nicht durch Umgebungen trennen lassen. In Hausdorft-
Réumen sind die Grenzwerte jedoch eindeutig, wie der libernéchste Satz zeigt.

Eine Funktion f:M = N zwischen zwei topologischen Rdumen (M,T,)und (N, T,)

ist genau dann stetig, wenn fiir jeden Filter Fmit F - x auch der Bildfilter f(F) gegen
f(x) strebt:  f(F)=> f(x) .

Sei f stetig und F Filter mit F=>x .Sei f (F) der Bildfilter von f. Zu zeigen ist
f(F)2U(f(x)) .Seialso U(f(x))€U(f(x)) zuzeigenbleibt U(f(x))Ef(F) .
f(x)€0ycU(f(x)),00eTy=xef(0y)f (U(f(x))) Umgebung von x. Also ist
LU (x)))eF= " (U(f(x)=F=U(F(x))=f(F) .Da

f(F)eB (Filterbasis) und BS f(F) istauch f(F)E€f(F) und damit
Ulfx)ef(F) .

Sei umgekehrt fiir jeden Filter F mit F = x auch f(F) -)f(x) .Seinun O\€T, .Zu
zeigenist f~'(Oy)€T, .Sei f '(Oy)#@ sonst fertig (da es dann offen ist). Sei also
x€f'(0y) .Seiweiter U(x) Umgebungsfilter vonx = f(U(x)) konvergiert gegen
f(x),alsoist U(f(x))Sf(U(x)) .Da f(x)€O, istund Oy offen,ist Oy
Umgebung von f(x) ,alsoist Oy€ f(U(x)) |, d.h. es existiert eine Umgebung
U(x)eU(x) mit f(U(x))€0, (*)undda U(x) Umgebung von x, existiert eine



offene Menge O,€T, mit x€0,<SU(x) .
f(x)ef(0,)=f(U(x))=Oy(wegen(*)) .Also f(x)€f(0,)=Oy und damit
x€0,<S f7'(0y) ,also ist x innerer Punkt von f~'(0,) und damitist £ '(O,) offen.

In topologischen Rdumen, die keine Hausdorff-Rdume sind, kann ein Filter gegen mehrere Punkte
konvergieren (s.0).

Satzz: (M,T ) ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn in ihm kein Filter existiert, der gegen
mehr als einen Punkt konvergiert.

Bew.: =: Seizunichst (M , T ) Hausdorff-Raum und F ein Filter, der gegen X,;# X,
konvergiert. Dann ist U (x,)SF und U (x,)SF . Wegen Hausdorff-Raum gibt es zwei
Umgebungen U,(x,) und U,(x,)mitU, (x,)NU,(x,)=8 . Laut Definition von
Umgebung gibt es jeweils offene Mengen O, und O, mit
x1€01§ l]1 (XI)EF und XZEOZE UZ(XZ)EF Weiter gllt
0,N0,CU (x,)NU,(x,)=0 also muss gelten 0,N0,=8 .Da O,NO,EF | aber
B &F liegt ein Widerspruch vor. Also gibt es nur einen Grenzwert in Hausdorff-Raumen.

«: (iiber Kontraposition): Sei (M, T) kein Hausdorff-Raum, also alle Umgebungen von
zwei verschiedenen Punkten haben nichtleeren Durchschnitt. Zu zeigen, dass es einen Filter
F gibt, der gegen zwei Punkte X,# X, konvergiert:

B:={N in:1 U, | U,eU(x,)uU(x,)} isteine Filterbasis:

B &B :Sei BEB beliebig=B=U,N..NU,NU,, N..NU, seiso angeordnet, dass

UZEU(xl) firi=1..n und U/EU(xz) fir j=n+1..m . Dann ist

U:=U,N.. ﬁUHEU(xl) und V:=U,, N.. ﬁUmEU(xz) - Falls B rein aus U(xl)
ist oder rein aus U (x 2) so ist klar, dass B nicht leer ist, weil es entweder x; oder x, enthélt.
Da der Raum kein Hausdorff-Raum ist, ist B=UNV#M4 ,also O&B .

Da M sowohl Umgebung von x; als auch von x; ist, ist B nicht leer.
Ist B,,B,€B  soistauch B,NB,€B _ Also ist B Filterbasis.

F:=(B) Zuzeigenbleibt F2U(x,) (undanalog F2U(x,) ).
Sei UeU(x,)>U€B .Da B<(B) istalso U auch in F. Demnach gilt
F->x und F>x, .

Zusammenhang

Def.: Ein topologischer Raum heifit zusammenhéngend, wenn er sich nicht in zwei nichtleere,
disjunkte und offene Mengen zerlegen lisst, andernfalls heif3t er unzusammenhéngend.

Das lésst sich auch anders formulieren: Der Raum M ist zusammenhéngend, wenn M und &
die einzigen zugleich offen und abgeschlossenen Mengen sind.

Beweis der Aquivalenz der beiden Definitionen:

Sei die zweite Definition erfiillt. Und seien 4 und B nicht leer und offen und disjunkt .

Wire jf= JUB=>@=4NB=>4=B und B=4 - Daaber
A offen und wegen B= A und B offen muss A auch abgeschlossen sein. Das gleiche gilt fiir B.
Daaber M und @ die einzigen Mengen dieser Art sind, muss gelten: A=8 oder B=4 im



Widerspruch zur zweiten Definition. Also gibt es eine solche Zerlegung nicht.

Sei nun die erste Definition erfiillt. Sei 4# 8 und A#M eine dritte Menge, die offen und
abgeschlossenist. A# @ =>A#M . A#=M =>A#K .Esgiltaber py— 44 .Also gibe es

eine Zerlegung von M aus zwei nichtleeren, disjunkten und offenen Mengen 4,4 im
Widerspruch zur Voraussetzung. Demnach gibt es keine dritte Menge, die sowohl offen und

abgeschlossen ist.
1 oy ;

nicht zusammenhangend zusammenhingend

Def.: Eine Teilmenge N SM heillit z7usammenhingend in (M , T ) genau dann, wenn der
Teilraum (N ,T]|,) zusammenhingend ist.

Beispiel 1: Jedes Intervall /SR ist zusammenhéngend. Sei I mit der Relativtopologie T bzgl.
IR (mit der Standardtopologie) versehen.

Annahme: I nicht zusammenhingend % es gibt eine Menge A</ mit A offen und
abgeschlossenund A# 8 und A#1 . Sei x,€4 und y,€I\A .OBdAsei x,<y, .
Sei C:={x€llx€ANx<y,}SA. C#0, dax,€C y, istobere Schranke von C, also
existiert ein Supremum von C. s:=supC =s5=y, sist Berithrpunkt vonC =>seC c4 =4
da A abgeschlossen =s€4 . 15, y[SI\A4 :sei s<x<y, .Wire

x€A=x€(C. Da s obere Schranke von C=x<s=>x<s<x=>x< x Wid., also x¢4 .Da

I Intervall

s€Ac] und y,€l = ]s,y,[S1 Alsoauch x€/, also insgesamt x€/\ 4.

Damitist]s, yo[<INA  =[g, y]=]s, yo[S(INA) P \g=s5er\4 - Dasist
ein Widerspruch zu s€ A4 . Also Annahme, dass I nicht zusammenhéngend ist, ist falsch.

Gegenbeispiel: Der Unterraum N=[1,2]U]4,5[<IR ist nicht zusammenhingend. Denn
A=[1,2]1und B=14,5[ sind disjunkt, beide offen und nicht leer. Bistin 7|y ,
der Relativtopologie, offen, denn B istin IR offenund B=BNIR . Aber auch A
ist offen, zwar nichtin IR ,aberin 7|y ,da [1,2]=NN]0,3[ und ]0,3[
offenin R .

Beispiel 2: M mit der Klumpentopologie ist zusammenhéngend. Denn auBer & und M gibt es
keine zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen, da sie die einzigen offenen
Mengen sind.

Gegenbeispiel 2: |M|>2 . Dann ist M, versehen mit der diskreten Topologie nicht
zusammenhéngend. o
Sei aeM={a} offen. F#{a} offen = {a} abgeschlossen.

Gegenbeispiel 3: Q versehen mit der Relativtopologie bzgl. R . 4= {x/xeQ, x> V21 st
wegen A=QN]V2,0[=QN[v2,x[ zugleich offen und abgeschlossen.

Beispiel 3: Fiir jeden topologischen Raum (M, T) sind die einelementigen Teilmengen
zusammenhdngend. Ebenso die leere Menge.



Dennsei {x} mit x€EM eine einelementige Teilmenge. Die Relativtopologie hierzu ist
{0 ,{x}} .Alsosind & und {x} die einzigen zugleich offenen und abgeschlossenen
Mengen. Die Relativtopologie der leeren Menge ist {8} .

Satz: Seien M und N topologische Raume. f:M = N surjektiv und stetig und M
zusammenhdngend, so ist auch N zusammenhéngend.

Bew.: Annahme: N nicht zusammenhingend = N=A4AUB, ANB=0,A# 0 ,B# 4, A offenund
Boffen =M= f"(N)=f"(4)uf(B) mit f'(4)nf'(B)=F ,weil f Funktion.
Wegen der Stetigkeit von fsind f~'(4) und f~'(B) offen. Widerspruch zu M
zusammenhangend. Also ist N zusammenhingend.

Beispiel: Sei Mat(n,R) die Menge aller quadratischen (n x n)-Matrizen mit Eintréigen aus R .
Sie sei mit der diskreten Topologie des R"” verschen.
O(n) sei die Teilmenge (Gruppe) der orthogonalen Matrizen mit der Relativtopologie R,
also auch der diskreten Topologie in O(n) . Ihre Determinanten sind entweder 1 oder
-1. Die Menge {—1,1} sei ebenfalls versehen mit der diskreten Topologie. Die
Abbildung det : O(n)=> {—1,1} istdann surjektiv und stetig. {—1,1} istaber nicht
zusammenhdngend, denn {—1,1}= {—1}U{1} isteine disjunkte Vereinigung von
nicht leeren offenen Mengen.
Also kann auch O(n) nicht zusammenhingend sein (zumindest mit diesen Topologien).

Def.: Sei (M,T) topologischer Raumund A<M, B<M. Aund B heiBen separiert,
wenn sie disjunkt sind und dariiber hinaus A keine Haufungspunkte von B und B keine von A
enthdlt, wenn also gilt: 4ANB =0 und A NB=Q .

Beispiel: IR mit der Standardtopologie. R=]—c0, 1[U[1,00[ . Die beiden Intervalle sind zwar
disjunkt, aber nicht separiert,da ]—oo, I[N[1,0[=]—o0,1]N[1,0[={1}

Satz: Sei (M, T) ein topologischer Raumund A=M ,BcM. Sind A und B in T separiert, so
sind A und B im Teilraum AU B mit der Relativtopologie R sowohl offen als auch
abgeschlossen.

Bew.. A"=4"N(AUB)=4"NAUA"NB=AURQ =4 , wegen der Separiertheit. A ist also in R
abgeschlossen. Aus Symmetriegriinden folgt B in R abgeschlossen.
Da ANB=Q=(AUB)\A=B und (AUB)\B=4 . Als gegenseitige Komplemente in
AU B sind demnach A und B auch offen in R.

Satz: Sei (M, T) topologischer Raum und (N,R) Unterraumvon (M,T) . A,BSN .
Aund B sind separiert in R genau dann, wenn sie in T separiert sind.

Bew.. ANB=(A'NN)NB=4"NB . B"NA=(B'NN)NA=B"'n4 .
Man kann den Zusammenhang eines Raums auch {iber separierte Mengen definieren:

Satz: Ein topologischer Raum (M, T) ist genau dann zusammenhingend, wenn er sich
nicht als Vereinigung von zwei nichtleeren separierten Mengen darstellen lasst.

Bew.: < indirekt: Sei also M nicht zusammenhidngend = es existierte eine Menge ASM mit
A# 8, A#M und A offen und abgeschlossen



= A, A nicht leer und separiertund M =AUA .

= indirekt: Sei M=AUB , A,B#4 und separiert = A, B sowohl offen als auch
abgeschlossen in der Relativtopologie von AUB ,alsoinT,da M=A4UB .Da

B# 8 und A, B disjunkt = A# M also gibt es mit A eine weitere Teilmenge, die offen und
abgeschlossen ist. Daher kann M nicht zusammenhéngend sein.

Jetzt lasst sich aufgrund der beiden letzten Sdtze der Zusammenhang einer Teilmenge auch ohne
Bezug auf die Relativtopologie angeben:

Satz: Sei (M, T) topologischer Raum. Eine Teilmenge N SM ist zusammenhingend genau
dann, wenn N sich nicht als Vereinigung zweier nicht leerer in T (!) separierter Mengen
darstellen ldsst.

Satz: Sei (M,T) topologischer Raum. Seien Z,,Z, nicht separierte zusammenhingende
Teilmengen von M. Dann ist auch Z,UZ, zusammenhingend,
allgemeiner: Sei Z eine Teilmenge von (M ) aus lauter zusammenhingen Mengen, die

paarweise nicht separiert sind, dann ist U z zusammenhédngend.
ZeZ

Korollar: Sei (M, T) topologischer Raum, x€M . Das Mengensystem
H={HcM/H zusammenhédngend und x€H } ist beziiglich der Inklusion geordnet

und erfiillt die Voraussetzungen des letzten Satzes. Damit ist U n die grofBte
HeH

zusammenhdngende Menge, die x enthdlt, also die Zusammenhangskomponente zu x
(siche unten).

Satz: Ist ((M,,T,)).c, eine Familie zusammenhéngender topologischer Rdume. Dann ist auch der

Produktraum g M, zusammenhéngend.

Satz: Sei (M, T) topologischer Raum. Ist NcM zusammenhingend, dann ist auch N-
zusammenhédngend.

Bew. indirekt: Sei N'=A4U B und A und B seien nicht leere separierte Teilmengen von M.
Da NcN ist N=NNN=(4UB)NN=(4ANN)U(BNN). ANN und BNN sind
separiert, weil (ANN)N(BNN)S(ANN)N(BNN)=(ANB)N(N'NN)=0 ,da
ANB=4 .
Analog zeigt man (BNN)N(ANN)=£ .DaN zusammenhingend ist, muss 4NN oder
BNN leersein. Sei oBAA ANN=0 =SN=BNN=>NCB=>NC<CBH .
BEN =B S(N)=N mitdem obigen N'SB folgt N=B .Aus N =AUB=
N NB=(AUB)NB'=(ANB)UBNB'=QUB=B .Da N=B=NNB=B .Alsomit
vorigem Ergebnis folgt B=B=>N=B. Da ANB=0=A4=80 . Widerspruch zur
Voraussetzung.

anderer Bew.: Sei N =UUV UNV=0 und U offenund V offen. =>N=(UUV)NN =
(UNN)U(FVAN) disjunkt und jeweils offen in Nund N =(N'nU)U(N'NV)
disjunkte Vereinigung offener Mengenin N~ .Sei UNN#@=>VNN=0 weil
N zusammenhingend = NSV (mit 7 abgeschlossen in M)



>NCSV=>NNV=@ ,alsoist N  zusammenhidngend.

Def.: Sei (M, T) topologischer Raumund x€M.
Z heiBit Zusammenhangskomponente von x, wenn x€Z und Z zusammenhingend ist und
fiir jede weitere zusammenhédngende Teilmenge N von M, die x enthilt gilt: NSZ .
Z ist also die grofite zusammenhéngende Teilmenge, die x enthilt.

Satz: (1) Jeder Punkt x€M liegt in einer Komponente.
(2) Jede zusammenhéngende Teilmenge von M liegt in einer Komponente.
(3) Jede Komponente ist abgeschlossen.
(4) Je zwei verschiedene Komponenten sind separiert.

Bew. von (3): Sei K Komponente von x€M . MitKistauch K 2K zusammenhédngend. Da
K die grofite zusammenhéngende Menge ist, die x enthilt, folgt K=K .AlsoistK
abgeschlossen.
von (4): Seien K, K, zwei verschiedene Komponenten aus M, die nicht separiert sind.
Dann ist die Menge K, UK, zusammenhingend. Da sie jedoch echt grofler istals K, |
kann K, nicht Komponente eines Punktes sein.

Ein topologischer Raum ist genau dann zusammenhédngend, wenn es in ihm nur eine Komponente
gibt.

Def.: Ein topologischer Raum heif3t total unzusammenhéngend, wenn es auler der leeren Menge
und den einelementigen Teilmengen keine weiteren zusammenhéngenden Teilmengen gibt.

Satz: Ein topologischer Raum ist total unzusammenhingend genau dann, wenn es es nur
einelementige Zusammenhangskomponenten gibt.

Beispiel 1: Jeder diskrete Raum ist total unzusammenhingend. Alle Punkte liegen in ihm isoliert,
denn die einelementigen Mengen {x} sind Umgebungen von x ,in denen kein
weiterer Punkt liegt. Sei N Teilmenge mit mindestens zwei Punkten, x,y .
N={x}UN\{x} istVereinigung von zwei disjunkten, offenen Teilmengen, wobei
N\{x} nichtleerist,da y€N\{x} .Also ist N nicht zusammenhingend.

Beispiel 2: Q@ ist nicht nur nicht zusammenhéingend, sonder sogar total unzusammenhéngend.
Sei wieder N eine Teilmenge von @Q mit mindestens zwei Elementen x,y .
Dann gibt es eine irrationale Zahl z mit x< z<y , fallsoBdA x<y .Also istder
Teilraum N Vereinigung zweier disjunkter Teilmengen A= {r€N/r<z} und
B={reN/lr>z} . A=]—w,z[NA und B=]z,o[NB ,also beide offen in der
Relativtopologie.

Beispiel 3: Die Cantor-Menge ist total unzusammenhingend.



Satz: Ist (M,T) zusammenhingend und N eine Menge mit f:M - N lokal konstant (d.h. zu
jedem x€M gibt es eine Umgebung U (x) ,sodass [y konstantist), dann ist f auf
ganz M konstant.

Bew.: Sei x,€M und y,=f(x,)EN . A:={xeM/f(x)=y,} A={xeM/f(x)#y,}
A# 8, da x,€A . Aistoffen, dennsei x€4 beliebig, dann gibt es eine (offene)
Umgebung U (x) , in der f konstant, also », ist, alsoist U (x)QA und x innerer Punkt
von A. Demnach ist jeder Punkt von A innerer Punkt und A also offen. Annahme A#0 .
Sei x€4 beliebig. Hierzu gibt es wieder eine (offene) Umgebung U (x) , inder f
konstant y,#y, ist. Also ist wieder U (x)QZ .Alsoistauch 4 offen. Das ist ein
Widerspruch dazu, dass M zusammenhiingend ist, da M =AUA .Alsoist A=0 und
damit A=M | also fin ganz M konstant.

Oftmals ldsst sich dieser Satz auf folgende interessante Weise verwenden.
Ist M eine zusammenhingende Menge und x€M und bedeutet E(x)=w :x hat die Eigenschaft

Eund E(x)=f ,dassx sie nicht hat. Dannsei E:M - {w, f};x— E(x) Funktion. Gibt es
nun zu jedem x€M eine Umgebung U(x) ,sodass Ely(, konstant, d.h. hat x mit einer
Umgebung die Eigenschaft und falls es ein x ohne die Eigenschaft gibt, und dann auch fiir eine
Umgebung, dann ist E konstant. D.h. gibt es tatsdchlich ein x mit E, dann haben alle x aus M diese
Eigenschaft. Oder gibt es ein x, das diese Eigenschaft nicht hat, dann hat kein Element von M diese
Eigenschatft.

Ein typisches Beispiel:
Sei (R",S) mit Standardtopologie S. Eine Teilmenge G<IR" heifit Gebiet, wenn G offen und

zusammenhédngend ist.
Eine stetige Funktion f:G =R heiflt subharmonisch auf G, wenn fiir jede offene Kugel

K (x,,7)={x€R"/|x—x,|< 7} <G mitdem Volumen V(K (x,.7)) gilt:
K(f | f(x)dV = (xﬂ)' V(K(xﬂ’ r)) . Gilt das Gleichheitszeichen, so heilit f harmonisch auf G.

Satz: Eine auf einem Gebiet subharmonische Funktion, die dort ihr Supremum annimmt, ist
konstant.

Einen stirkeren Zusammenhangsbegriff liefert der Wegzusammenhang.
Def.: Eine Teilmenge N eines topologischen Raum (M, T) heifit wegzusammenhiingend, wenn

es zu je zwei Punkten x,y€N eine stetige Funktion (Weg) p:[0,1]-> M gibt, sodass
p(0)=x (Anfangspunkt)und p(1)=y (Endpunkt)und 2 ([0,1])eN .

Satz: Eine wegzusammenhidngende Teilmenge N eines topologischen Raums M ist auch
zusammenhédngend.



Bew.: Annahme, N sei nicht zusammenhéngend, dann gibt es offene Mengen A, B in M mit
ANN#Q und BAN#8 und ANNNB=F und N=(ANN)U(BNN) (*).Es gibt
also Punkte x€ANN und y€BNN und einen Weg p in N, der x mit y verbindet:

P (0)2 X, p( 1 )= v .Dadas Intervall [0,1] zusammenhédngend ist und p stetig, so ist auch
C:=p([0,1])cN zusammenhingend. Es gilt aber
C:CﬂN(;)(CONOA)U(CONHB)=(CHA)U(COB) mit CNA4 und CNB offenin C.
Da x€CNA4 und yeCNB |, ldge damit eine offene Disjunktion von C vor im Widerspruch
zum Zusammenhang von C. Also muss N zusammenhingend sein.

. + !
Die Umkehrung des Satzes gilt aber nicht: Sei f:R" 2R, x— Sln(;) ,

——

A=G, und B={(0,y)€R*/0<y<1} .Die Teilmenge C=AUB istzwar
zusammenhédngend, aber nicht wegzusammenhéngend.
A ist wegzusammenhéngend, B auch, also ist sind beide zusammenhéngend. Beide sind nicht leer
und haben einen leeren Durchschnitt. A und B sind nicht separiert, da 4 =4UB und also
ANB=B#8g =C zusammenhingend. C ist aber nicht wegzusammenhéngend, da es vom

Ursprung aus keinen Weg zu einem Punkt von A gibt.

Es gilt jedoch der
Satz: Ist NCIR” zusammenhingend und offenund N#8 |, so ist N wegzusammenhéngend.

Bew.: Sei X,€EN dannsei 4:={x€N/ es gibteinen Weg von x, nach x} SN .

A# 0, dax;)€4 . Ny=4UN\A .Kann gezeigt werden, dass sowohl A als auch sein

Komplement in N offen sind, dann muss wegen des Zusammenhangs von N N\A=4 sein
und damit N=4 . Dann ist aber N wegzusammenhéngend.

1. 4 offen: Sei y€ASN, also gibtes einen Weg von X, nachy. Da N offen, gibt es
eine offene Kugel K,(y)SN . Seix€K,(y) .Dort gibt es einen Weg von y nach x, also
gibt es einen zusammengesetzten Weg von X, nach x, und damit ist x€4=K (y)c4
und also ist A offen.

2. N\A4 offen: Ist N\A=H=>N\Aoffen. Sei N\A#H und y€N\A. Es gibtalso
keinen Weg von X, nachy (*).

Da N offen, gibt es wieder eine offene Kugel K (V)EN .Sei x€K,(y) .Gibe es einen
Weg von X, nach x, so gibe es iiber einen Weg von x nach y auch einen Weg von X,

nach y im Widerspruch zu (*). Also gibt es keinen Weg von X, nach x und demnach ist
XgA=>xEN\A .Alsoist K.(y)SN\A4 unddamit N\A4 offen.



Def.: Sei (M, T) ein topologischer Raum. Sei fir x, YEM :x~ye es gibt einen Weg von x
nach y. Die Menge [x]:={yeM/y~x} isteine Aquivalenzklasse und heiBt
Wegzusammenhangs-Komponente von x.

Gibt es in M nur eine Wegzusammenhangs-Komponente, dann ist M wegzusammenhéngend.

Beispiel 1:

Die einzelnen Mengen A, B und C sind Wegzusammenhangs-Komponenten von M =AUBUC .
M ist also nicht wegzusammenhéngend.

: N 1
Beispiel 2: Sei /:R ->IR,x'—>s1n(;) A4=G, B={(0,y)eR*/0<y<1} C=AUB

ist nicht wegzusammenhéngend, wie bereits oben gesagt, A und B sind die
Wegzusammenhangs-Komponenten.

Def.: Seien (M,T,)und (N,T,) topologische Riume und f,g: M > N zwei stetige
Abbildungen.
Eine stetige Abbildung H: M X[0,1]1> N ;(x,t)~ H(x,t) mit
H(x,0)=f(x) und H(x,1)=g(x) heiBt Homotopie zwischen f und g. Das zweite
Argument t ist der Homotopie-Parameter.

Man sagt dann auch, f sei homotop zu g (f~g) .Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der stetigen Abbildungen M = N . Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit [M, N]
bezeichnet.

Beispiel 1: M/=S' , N=R?> Sei f:M=N;f(x)=x dieEinbettung
vonMinN.und g:M>>N;g(x)=0 die jeden Punkt der
Sphére auf den Ursprung abbildet.
H:MX[0,1]> N, H(x,t)=(1—1)-f(x) iststetigund
H(x,0)=f(x);H(x,1)=g(x) .Also sind fund g homotop.
Man sagt auch, f sei nullhomotop, da g eine konstante Abbildung
(Punkt) ist, auf die f stetig durch H deformiert wird.

Beispiel 2: Eine Homotopie, die eine Kaffeetasse in einen Volltorus deformiert.

(aus Wikipedia)




Def.: Ist A eine Teilmenge eines topologischen Raums (M, T,) und (N,T,) ein weiterer
topologischer Raumund f,g:M = N zwei stetige Abbildungen. Gibt es eine Homotopie
H:MX[0,1]% N zwischen fund g, also H (x,0)=f(x) und H(x,1)=g(x) mitdem
Zusatz, dass H (a,t) fiirjedes a€A4 unabhingig von t ist, so heiBen fund g relativ
homotop zu A.

Beispiel: (N,7T,) topologischer Raum und M =[0,1] mit Relativtopologie zur
Standardtopologie des R . Die Wege p,q: M 2N mit p(0)=¢(0)=x und p(1)=q(1)=y
sind homotop relativzu {0,1 } M durch die Homotopie
H:MX[01]>N,H(¢t,0)=p(t),H(t,1)=¢q(t) mit H(0,s)=x und H(1,s)=y .Die
Homotopie ldsst also den Anfangs- und Endpunkt fest bzgl. des Homotopie-Parameters s.

p()=H(L0)

Ein Weg, bei dem Anfangspunkt und Endpunkt identisch sind, nennt man Schleife oder Loop.

Einen Weg p nennt man nullhomotop, wenn er homotop zum konstanten Weg q mit ¢ (¢)=c ist.
Er lasst sich dann also stetig zu einem Punkt ¢ zusammenziehen.
Die Schleifen sind also homotop relativzu {0,1} und x=y=c .

Def.: Ist (M,T,) ein topologischer Raumund X,€M | soheiBt (M,x,) punktierter Raum
mit dem Basispunkt X
Sei (N,T,) ein weiterer punktierter Raum mit Y €N .
Eine stetige Abbildung f:M > N mit [ (xo)=», heiBt punktierte Abbildung von
(M,x,) nach (N,y,)

Zwei punktierte Abbildungen f,g:(M,x,)? (N, y,) heiBen homotop, wenn es eine stetige
Abbildung (Homotopie) H:M X[0,11 N mit H(x,0)=f(x) und H(x,1)=g(x) mit
H(x,,t)=y, firalle t€[0,1]

Beispiel 1: Das Bild zeigt einen Torus mit Basispunkt p.
Durch ihn gehen zwei aufeinander orthogonal stehende
Schleifen. Die vertikale Schleife p,; und die horizontale
Schleife p, sind jeweils nicht nullhomotop. p, und p,
sind nicht homotop zueinander, sie konnen nicht ineinander




stetig deformiert werden. Aber alle horizontalen Schleifen sind zueinander homotop, sowie auch
alle vertikalen Schleifen.

Die Klasse aller zu p, homotopen Schleifen nennt man Homotopieklasse [ p,] .

Die Klasse der zu P, homotopen Schleifen ist [ p,]

Man kann auch anstatt nur einmal den Torus zu umrunden, das auch mehrmals tun. Die zweifachen
Umrundungen bilden eine eigene Homotopieklasse, ebenso die dreifachen etc. Man nennt die
Anzahl der Umrundungen die Windungszahl.

Eine Schleife r, die auf dem Torus weder vom Typ p, noch p, ist, gehort zur Klasse

[[0,1]1» T?/t— p] der Nullschleife.

Zwei Schleifen konnen verkniipft werden zu einer neuen Schleife, indem der Endpunkt der ersten
Schleife mit dem Anfangspunkt der zweiten Schleife zusammenfillt. Das neutrale Element ist die
Klasse der Nullschleife. Zu jeder Klasse gibt es eine inverse Klasse, deren Repriasentant man
dadurch erhilt indem man die Durchlaufrichtung eines Repréisentanten der urspriinglichen Klasse
umkehrt.

Die Homotopieklassen der Schleifen beziiglich des Basispunktes bilden daher eine Gruppe. Man

nennt sie die Fundamentalgruppe w,(7°, p) von 7? mit dem Basispunktp. (77, p)=2Z" .

Die beiden Schleifen p, und p, bilden ein Erzeugendensystem.

Genauer ist hier M =[0,1] mit Basispunkt ;=0 und N=7? mitdem Basispunkt peT”’ .

Eine Schleife p,:[0,1] 7,7~ p,(¢) mit p,(0)=p,(1)=p ist homotop zur Schleife
p2:[0,112T% 1~ p,y(¢) mit p,(0)=p,(1)=p , wenn die Homotopie
H:[0,1]X[0,1]>T%;(s,¢)~H(s,t) (s istder Schleifenparameter und t der

Deformationsparameter) mit H(s,0)=p,(s) und H(s,1)=p,(s) firalle seM=[0,1] und
H(0,t)=p=H(1,t) firalle t€[0,1] ( X, istalsoOund »,=p in der Definition).
H(1,t)=p ,daalle (Ubergangs-) Schleifen mit Parameter t Anfangs- und Endpunkt in p haben.

Jede Homotopieklasse der Torus lésst sich in der Form (m,n)eZ” darstellen. m ist die
Windungszahl von p; und n die Windungszahl von p, . (0,0) wére die Nullschleife.

(1,0) das einfache [p,] , ..., (m,0) dieKlasse des m-fach gewundenen p; ,(0,1) die Klasse
des einfachen p, , ..., (0,n) die Klasse des n-fach gewundenen p, . (m,n) schlieBlich ist die
Klasse der Hintereinanderausfiihrung der m-fachen p;- Schleife und der n-fachen p,- Schleife.
Negative Zahlen bedeuten, dass die Umlaufrichtung negativ ist. So ist (-3,2) die Klasse der dreifach
im Uhrzeigersinn (mathematisch negativer Sinn) gewundenen vertikalen Schleife verkniipft mit

der zweifach gewundene horizontale Schleife.

Def.: Sei (N,y,,T) ein punktierter topologischer Raum mit Basispunkt »,€N und
([0,1],x,, R) das Einheitsintervall mit der Relativtopologie R und dem Basispunkt
x,=0 . Zwei Schleifen p,, p,:[0,11° N mit p,(0)=p,(1)=p,(0)=p,(1)=p heifen
homotop relativzu {0,1} , wenn es eine stetige Abbildung (Homotopie)
H:[0,1]1%[0,1]1>N ;(s,t)—H(s,¢) mit H(s,0)=p,(s)und H(s,1)=p,(s) firalle
s€[0,1] und H(0,¢)=H(1,t)=p firalle t€[0,1] .s heiBt der Schleifenparameter
und t der Deformationsparameter.
Die Homotopie erzeugt Aquivalenzklassen, die Homotopieklassen heif3en.
Die Menge aller Homotopieklassen mit der Komposition der Klassen heif3t
Fundamentalgruppe @,(N,p)



Die Gruppenverkniipfung (Komposition) + ist definiert iiber:

p,(2s), 0<s<

(plopz)(s):: 1 und [p 1+ [p,]:=[pi°p,]
p,(2s—1), SSs> 01

N | —

Das neutrales Element ist 0=[n] mit #n(s)=p fiiralle s€[0,1]
Daszu [p,] inverse Elementist [7;] mit P,(s)=p,(1—=s) firalle s€[0,1]

Beispiel 2: Die Sphiaren §” mit n>2 besitzen nur eine Klasse, ndmlich die Klasse der
konstanten Schleifen. Ihre Fundamentalgruppe ist daher trivial: 7, (S")={0}

Beispiel 3: Die Fundamentalgruppe eines n-dimensionalen Torus 7" ist m,(T")=2Z"

Beispiel 4: 7, (S')=m,(R*\{0})=2Z

Beispiel 5:  7,(SO(3,R))=Z,

Eine Teilmenge N eines topologischen Raums (M, T) heiBt einfach zusammenhiingend, wenn

sie wegzusammenhingend ist und sich jeder geschlossene Weg (Schleife) auf einen Punkt
zusammenziehen lésst, d.h. dass er nullhomotop ist.

M
Beispiel 1: N sei Teilmenge des gro3en blauen Ovals M.
M und N sind einfach zusammenhangend, aber M\ N P

nicht, da sich der Weg p nicht auf den Punkt x zusammenziehen
lasst.

Beispiel 2: Auf dem blauen Torus befindet sich eine rosa Schleife p,
die sich nicht stetig auf einen Punkt zusammenziehen lésst.
Der Torus ist also nicht einfach zusammenhingend.

Kompaktheit

Def.: Sei (M,T) ein topologischer Raum und N eine Teilmenge. N hei3t kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung veUo, O.€T eine endliche Teiliiberdeckung
iel
NQOI-»’UOI-QU...UOI-” mit il’ ,in€I enthalt.

Endliche Rdume sind kompakt, da sie nur endlich viele offene Mengen besitzen. Ebenso Raume mit
endlicher Topologie. Mit dem Begriff der Kompaktheit versucht man sich wieder vielen
Eigenschaften endlicher Réume anzundhern.

Beispiel 1:  Das abgeschlossene Intervall [a,b]<IR ist kompakt.

Sei dazu [@.0]< U O: ¢ine offene Uberdeckung von [a,b] .
iel



Satz:

Bew.:

Sei E:={x€[a,b]l/[a,x] besitzt endliche Teililberdeckung } . [a,a]={a} .Da
ac€la,b] gibtesein i€l mit a€0,2a€FE also E#L .b ist obere Schranke,
also besitzt E ein Supremum s:=sup £ mit a=<s<b .Zuzeigenbleibt s=>bEE .

Da a€O, gibtesein Intervall Ja—e€,a+e[N[a,b]=O; und damit ein
€
abgeschlossenes Intervall [4,a+ 5] <O; dasvon O, iiberdeckt wird, also ist

€ €
a+ —€F a+ —=<s
2 2

also und damit a<s .

Da s€la,b] gibt es eine offene Menge der Uberdeckung O, mit s€0, ,inder
auch ein c¢<s liegtmit [c¢,s]=O; , wegen der Offenheit. Da c<s (das

Supremum), besitzt [a,c] eine endliche Uberdeckung, liegt also in E. Nimmt man
O, hinzu, hat [a,c]U [c,s] =[a,s] auch eine endliche Uberdeckung, sodass s€E.

Annahme: s<b. Dann gibteseindmit s<d<b mit [s,d]<O, .Da [a,s] eine
endliche Teiliiberdeckung besaB und [s,d] durch O, iiberdeckt wird, hat auch
[a,d] eine endliche Teiliiberdeckung, sodass d €E . Das widerspricht der Tatsache,
dass s=supFE ist, wegen s<d .Alsoist b=s€E und damit ist die Kompaktheit
des abgeschlossenen Intervalls gezeigt.

In einem Hausdorff-Raum sind kompakte Mengen auch abgeschlossen.

Sei (M,T) ein Hausdorff-Raum und K <M kompakte Teilmenge. Wire K nicht

abgeschlossen, so gibe es einen Berithrpunkt X,€M von K, der nicht in K liegt, also ist
X,EK .

Zujedem x€K undzum Xx,€K gibtes, da M hausdorffsch ist, offene Umgebungen
U.x) und V.(x,) mit U, (x)NV (x,)=8 .Die Umgebungen U (x) iiberdecken K
und da K kompakt ist, gibt‘s eine endliche Teiliiberdeckung U:=U, (x)U..UU, (x,)2K

Sei V(xo):=V, (x)n..0V (x,) | dann ist die offene Umgebung ¥ (x,) disjunktvon U
laut Konstruktion der offenen Umgebungen. Da aber X, Beriihrpunkt von K, ist jede offene
Umgebung von X, , also auch V(x,) nicht disjunkt zu K, also erst recht nicht zu U.
Widerspruch. Also ist K doch abgeschlossen.

Satz: Abgeschlossene Teilmenge kompakter Mengen sind kompakt.

Bew.:

Satz:

Sei M kompakt und 4SEM abgeschlossen in M. Sei U 024 offene Uberdeckung von
iel
U o,
iel
von M. Da M kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung von M. Und damit gibt es
eine endliche Teiliiberdeckung von A. Also ist A kompakt.

Aist. Da A abgeschlossen ist, ist 4 offen. Also ist U4 eine offene Uberdeckung

Seien (M,T,) und (N,T,) topologische Riumeund f:M - N eine stetige Abbildung.
Ist KSM kompaktbzgl. T, ,dannistauch f(K) kompaktbzgl. Ty .



Bew.: Sei U 0.2 /(K) eine offene Uberdeckung von f (K) . Dann ist wegen der Stetigkeit
iel
U © (12) __(10) U ¢! ,
vonf J ( Oi)zf (f(K)) 2Ke S (Oi)QK , also eine offene Uberdeckung
iel iel
von K. Da K kompakt, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung f - (Oi, Ju..uf! (0,-”)2 K
vonK B 7(£7(0,)u..ufr7(0,)2£(K)50,0..00,2f(K) und damitist f(K)
kompakt.

Satz: Der Produktraum M XN ist genau dann kompakt (in der Produkttopologie), wenn sowohl
M als auch N kompakt ist.

Bew.: =: Die Projektionen p :MXN=>M  (x,y)—x und p,:M XN >M,(x,y)—~y sind
surjektiv und stetig. Also sind M und N kompakt.

<: Sei M und N kompakt und MXN= .U O; eine offene Uberdeckung von M XN .

iel
Zujedem (x,y)EM XN gibtesalsoein Oy, , mit (x,y)€0,, , unddazu (offenc)
Umgebungen U, €U ,(x) und V(, €U\ (y) ,sodass U XV SOy, .Sei
nun ¥, fest. Dannist {U () ,/*(¥)EM } eine offene Uberdeckung von M. Da M
kompakt gibt es eine endliche Teilmenge von {U (y(,,).,,/%(¥,)JEM } | die M auch schon
iiberdeckt, etwa {U(xl(y0>’ yo):---: U(xn(yo)(yo)’y())}
M=U(x,(y,), yo)U..uU (xnw(yo) . Y%) . Von den dazugehdrigen », - Umgebungen
wihlt man die kleinste: V,,:= V(x, (1), yo) 0. V(xnw(yo)’ ¥o) .Fiiralle yeN istdie
Vereinigung dieser V', eine offene Uberdeckung von N. Wegen der Kompaktheit von N
tiberdecken schon endlich viele davon N, etwa N=V , U..UV ~ Also iiberdecken alle
Produkte U (x,(,), )% V, , 1<i<n , 1<k<m ganz M XN und damit erst recht
die dazu gehérenden endlich vielen Obermengen O, , )

Diesen Satz kann man per vollstdndiger Induktion auf endlich viele Produkte verallgemeinern.
Aber er gilt sogar fiir unendlich viele, wie der Satz von Tichonov zeigt.

Doch zuvor noch einen niitzlichen Satz von Alexander fiir das Folgende.
Satz: Sei (M,T) topologischer Raum und S eine Subbasis von T. Wenn jede offene

M= U §
ses'cS

Uberdeckung von M mit Elementen der Subbasis eine endliche

Teiliiberdeckung besitzt, so ist (M T ) kompakt.

Bew.: Seien die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, d.h. M :Seéj' sS mit S Subbasis von T.

Zuerst wird gezeigt, dass jeder Ultrafilter auf M konvergiert. Angenommen es gédbe einen

Ultrafilter F, der nicht konvergiert. Fiir jedes x€M ist F2U (x) , d.h. zu jedem x gibt es

dann eine Umgebung und also auch eine offene Umgebung U €U (x) mit U _gF
U(x)eS\F

Ein System Kcgp (M) heiBe kU, wenn K keine Uberdeckung von M ist.
Ein System K,c@ (M) heiBe kUe, wenn K, keine endliche Uberdeckung von M enthiilt.
(M, T) istalso genau dann kompakt, wenn jedes kUe System offener Mengen ein kU System ist.



Satz: (Tichonov) Sei (M i)ie ; eine Familie topologischer Rdume.
Das nichtleere kartesische Produkt g M, st kompakt (in der Produkttopologie) genau

dann, wenn alle (M), kompakt sind.

Bew.:. <: Seiendie (M i)ie, kompakt.

=: Die Projektionen Pi,: (g M)>M iy HX)er— x i, sind surjektiv und stetig. Also sind
alle (M), kompakt.

Beispiel 2: Alle abgeschlossenen und beschrinkten Mengen des |IR" sind kompakt.

Das Spektrum eines beliebigen stetigen linearen Operators auf einem Hilbertraum ist eine kompakte
Teilmenge der komplexen Zahlen.



