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Funktionsbilder von Mengenoperationen

Sei f : M → N  Funktion und A , B⊂M  und C , D⊂N bzw.

(Ai)i∈ I ,(B i)i∈ I  bzw. (C i)i∈ I ,(Di)i∈ I  eine Familie von Teilmengen von M bzw. von N .

f (A)={ f ( x)/ x∈A }={ y∈N / ∨
x∈A

y= f ( x)} f −1(C)={ x∈M / f ( x)∈C } .

f (∅)=∅ und f −1(∅)=∅

Dann gelten folgende Beziehungen:

(1) f (A∪B)= f (A)∪ f (B) (2) f (A∩B)⊆ f (A)∩ f (B)

(3) f (A∖B)⊃ f (A)∖ f (B) (4) A⊆B⇒ f (A)⊆ f (B) und allgemeiner

(4) f (∪ Ai)=∪ f (Ai) (5) f (∩ Ai)⊆∩ f (Ai)

(6) f −1(C∪D)= f −1(C )∪ f −1(D) (7) f −1(C∩D)= f −1(C)∩ f −1(D)

(8) f −1(C ∖D)= f −1(C )∖ f −1(D) (9) C⊆D⇒ f −1(C )⊆ f −1(D) und allgemeiner

(10) f −1(∪ C i)=∪ f −1(C i) (11) f −1(∩ C i)=∩ f −1(C i)

(12)A⊆ f −1∘ f (A) (13) C⊇ f ∘ f −1(C )

Bew. (2): y∈ f (A∩B)⇒ ∨
x∈A∩B

y= f (x )⇒ ∨
x∈A

y= f (x )∧∨
x∈B

y= f ( x)⇒ y∈ f (A)∧ y∈ f (B)

               ⇒ y∈ f (A)∩ f (B)

                Die Umkehrung gilt nicht: Sei A={ 1} , B={ 2} und f (1)= f (2)=3: dann ist

              f (A)= f (B)={ 3} und 3∈ f (A)∩ f (B)  aber es gibt keine gemeinsames x in A∩B

                sodass f (x )=3 .



Topologien

Eine nichtleere Menge M mit einer Teilmenge T der Potenzmenge ℘(M ) von M, heißt 
topologischer Raum (M , T ) mit der Topologie T, wenn folgende Axiome erfüllt sind:

(T 1) ∅∈T  und M ∈T

(T 2) O 1∈T∧O 2∈T ⇒O1∩O2∈T

(T 3) ∧
i∈I

Oi∈T⇒(∪
i∈ I

Oi)∈T

Die Mengen aus T heißen offen. Die Komplemente von offenen Mengen heißen abgeschlossen.

Sei M eine Menge mit zwei Topologien T 1  und T 2 . Ist T 1⊂T 2 , so heißt T 1 gröber als
T 2 oder T 2 feiner als T 1 .

Die gröbste Topologie einer beliebigen Menge M ist T={∅ , M } und heißt die triviale oder die 
Klumpentopologie. Die Menge aller Topologien einer Menge M sei mit T (M ) bezeichnet.
Die feinste Topologie einer beliebigen Menge M ist ℘(M ) und heißt die diskrete Topologie von 
M.

Satz: Sind T1 und T2 Topologien auf M, dann ist auch T 1∩T 2 Topologie auf M.
(Es dürfen sogar beliebig viele Topologien geschnitten werden.)

Bew.: ∅∈T 1∩T 2 , da ∅∈T 1  und ∅∈T 2 . M ∈T 1∩T 2 , da M ∈T 1  und M ∈T 2

O1 ,O 2∈T 1∩T 2⇒O1∈T 1  und O1∈T 2 und O2∈T 1  und O2∈T 2 ⇒O1∩O2∈T 1 und auch

O1∩O 2∈T 2 , also ist O1∩O 2∈T 1∩T 2 .

∧
i∈ I

Oi∈T 1∩T 2⇒∧
i∈ I

Oi∈T 1  und ∧
i∈ I

Oi∈T 2⇒(∪i∈ I
Oi)∈T 1 und (∪i∈ I

O i)∈T 2 also auch

(∪i∈ I
Oi)∈T 1∩T 2 .

Dieser Satz ist nicht übertragbar auf die Vereinigung: Sei etwa M={ a , b , c} und

T 1={∅ , M , {a } , {a , c}} , T 2={∅ , M ,{ a} , {b , c}} . T 1∪T 2 ist keine Topologie, da

mit O1={ a , c}∈T 1∪T 2 und O2={b , c}∈T 1∪T 2 leider O1∩O2={ c} weder in T 1 noch

in T 2 vorkommen.

Aber für endliche Mengen M ist mit T auch T :={ O∈℘(M )/O∈T } eine Topologie auf M:

(1) ∅ , M ∈T , da ∅=M  und M=∅



(2) Mit O1 ,O 2∈T ist auch O1∩O 2=O1∪O2∈T , da O1∪O 2∈T

(3) Mit O1 ,... , On∈T ist auch ∪
1≤i≤n

Oi= ∩
1≤i≤n

O i∈T , da ∩
1≤i≤n

Oi∈T .

Sei (M , T ) ein topologischer Raum und x∈M. Eine Menge U⊆M heißt Umgebung von x, 
wenn es eine offene Menge O∈T gibt mit x∈O⊆U

Die Menge aller Umgebungen von x bezeichnet man mit U(x). Die Menge aller offenen 
Umgebungen von x bezeichnet man mit U

∘
(x) . Zu jedem x∈M gibt es mindestens eine 

offene Umgebung, nämlich M, die in der Klumpentopologie auch die einzige ist.

Sei (M ,T ) ein topologischer Raum und x∈M  und H⊆M .
x heißt innerer Punkt von H, wenn es eine offene Umgebung O∈U

∘
(x ) gibt mit x∈O⊂H . 

Die Menge aller inneren Punkte von H wird mit H ∘ bezeichnet. H ∘ ist die größte in H 
enthaltene offene Menge. Sie heißt offener Kern von H (siehe nachfolgenden Satz).

H °

x heißt Berührpunkt von H, wenn für alle offenen Umgebungen O∈U
∘
(x ) gilt: O∩H≠∅ .

Die Menge aller Berührpunkte von H wird mit H - bezeichnet. H - ist die kleinste H 
umfassende abgeschlossene Menge (siehe nachfolgenden Satz). Sie heißt die abgeschlossene Hülle
von H.



x heißt Häufungspunkt von H, wenn x Berührpunkt von H ∖{ x} .

x gehört zu H ist hier aber kein Häufungspunkt, weil x H ∖{ x} nicht berührt.
Häufungspunkte sind also Punkte, die entweder zu H gehören und in H liegen oder zu seiner 
abgeschlossenen Hülle ohne den offenen Kern.
Nimmt man alle Häufungspunkte von H zu H hinzu, erhält man die abgeschlossene Hülle von H

Sei (M , T ) ein topologischer Raum und A⊂M , B⊂M. A und B heißen separiert, 
wenn sie disjunkt sind und darüber hinaus A keine Häufungspunkte von B und B keine von A 
enthält, wenn also gilt: A∩B-=∅ und A-∩B=∅ . 

Beispiel: M=ℝn . Unter der ϵ−Kugel um x   versteht man Kϵ(x ):={ y∈ℝn / y−x < ϵ} .

Die Standardtopologie des ℝn ist T S={ O⊆ℝn/∧
x∈O
∨
ϵ> 0

K ϵ(x)⊆O } .

Sei ℝ mit der Standardtopologie versehen. ℝ=]−∞ ,1[∪[1,∞ [ . Die beiden Intervalle sind

zwar disjunkt, aber nicht separiert, da ]−∞ , 1 [-∩[1 ,∞ [=]−∞ , 1 ]∩[1 ,∞[={1 } .

Satz: (1)  Ist A abgeschlossen und A⊇H⇒ A⊇H -

          (2) H - ist abgeschlossen

          (3)   O offen und O⊆H⇒O⊆H ∘

          (4) H ∘ ist offen

Bew.: (1) Sei x∉A⇒ x∈A⊆H⇒ A∩H=∅ und A ist offene Umgebung von x. Wäre

              x∈H - , also Berührpunkt von H, so müsste gelten A∩H≠∅ . Also ist x∉H - . 

              x∉A⇒ x∉H -  oder über Kontraposition x∈H -⇒ x∈A  also H -⊆A

          (2) Sei x∉H - , also kein Berührpunkt von H. Dann gibt es eine offene Umgebung O von x

                mit O∩H=∅ und x∈O⊆H , also ∪
x∈H -

{ x}⊆∪
x∈H -

O⊆H . B :=∪
x∈H -

O ist offen.   

               Also H -⊆B⊆H⇒H⊆B⊆H - , B abgeschlossen. nach (1) ist B⊇H - also mit 

             B⊆H - gilt H -=B und damit ist H - abgeschlossen. Nach (1) ist dann H - die    



              kleinste H umfassende abgeschlossene Menge.

             (3) und (4) analog.

Satz:     (1) H -=∩
H⊆C

C , C  abgeschlossen  (2) H ∘=∪
O⊆H

O , O  offen .

Bew.:    (1)  Da H - so ein C ist, ist ∩
H⊆C

C⊆H -
. ∩

H⊆C

C abgeschlossen und ∩
H⊆C

C⊇H , also 

                    ist nach vorigem Satz (1) ∩
H⊆C

C⊇H -
 und damit ist ∩

H⊆C

C=H -
.

             (2) Sei O={ O⊆H /O ist offen } . Ist x∈H ∘ dann gibt es eine offene Menge

                 O⊆H∧x∈O . Also ist x∈∪
O⊆H

O . Sei nun x∈∪
O⊆H

O⇒ für ein O∈O

                x∈O⊆H . Also ist x∈H ∘ .

Satz:      (1) H ist offen ⇔H=H ∘   (2) H  ist abgeschlossen ⇔H=H -

               (3) H ∘=H  -                        (4) H -=H  ∘

Bew.       (1)  Sei H=H ∘ und da H ∘ nach vorletztem Satz (4) offen ist, ist H offen.
                      Ist H offen, so ist H die größte in H enthaltene offene Menge, also nach vorletzten       
                      Satz (4) gleich H ∘ (vgl. Schlussbemerkung zum vorletzten Satz (2)).

                (3): H ∘⊆H und H ∘ ist die größte in H enthaltene offene Menge ⇒H ∘⊇H . H ∘

                        ist die kleinste H umfassende abgeschlossene Menge ⇒H ∘=H - .                      

Satz:       Sei (M , T ) topologischer Raum und A , B⊆M .

                (1) (A-)-=A-    (2) (A∪B)-=A-∪B -   (3) (A∩B)-⊆A-∩B -   (4) A⊆B⇒ A-⊆B-

                (5) ∅-=∅       (6) M -=M
                (7) (A∘)∘=A∘   (8) A⊆B⇒ A∘⊆B∘ (9) ∅∘=∅  (10) M ∘=M

Die Menge ∂ H :=H -∖H ∘  heißt Rand von H . Jedes x∈∂H heißt Randpunkt von H.

Beispiel 1: ∂∅=∅-∖∅∘=∅-=∅ , da es keine Berührpunkte der leeren Menge gibt. Denn für 
        jede offene Umgebung U von x gilt U∩∅=∅ . ∂M=M -∖M ∘=M ∖M=∅ , da 
        M sowohl offen als auch abgeschlossen ist.

Beispiel 2: I=]0,1 [⊂ℝ ∂ I=[ 0,1]∖ ]0,1 [={0,1 } {0,1}=]−∞ ,0[∪]0,1[∪]1,∞ [ ist  
                    offen, also ist {0,1}=∂ I abgeschlossen.

Der Rand ist immer abgeschlossen. Der Rand einer Menge ist gleich dem Rand ihres Komplements.
So ist ℚ∘=∅ ,ℚ-=ℝ ,∂ℚ=ℝ , wenn ℝ mit der Standardtopologie versehen ist (siehe unten).



Beispiel 1:  Jede einelementige Menge M lässt sich ausschließlich mit der Klumpentopologie
                   versehen, die hier gleichzeitig die diskrete ist: M={ a }⇒℘(M )={∅ , M }

Beispiel 2: Eine zweielementige Menge M={ a , b } besitzt vier Teilmengen:
                ℘(M )={∅ , {a } ,{ b } , M } und damit auch vier Topologien: T 1={∅ , M } , 
                T 2={∅ ,{ a } , M } , T 3={∅ , {b } , M } , T 4=℘(M ) .

Ist N eine nichtleere echte Teilmenge von M, so ist T={∅ , N , M } eine Topologie von M.
Ist Z={∅≠N i⊂M / i∈ I } eine Zerlegung von M, so ist T={∅ , N 1 , ... ,N i , ... , ∪

i∈ I '⊆I
N i } eine 

Topologie von M. Z∪{∅} nennt man Basis dieser Topologie T, weil man alle offenen Mengen 
dieser Topologie als Vereinigungen aus Mengen der Basis darstellen kann.

Beispiel 3: Für M={ a ,b , c} besitzt man schon 29=1+ (3+ 3)+ (3+ 6)+ (3+ 3)+ 6+ 1  
verschiedene Topologien. Beispielsweise ist T={∅ , M , { a } , {b } , { a , b } ,{ a , c }} eine von 6 
verschiedenen Topologien mit 6 offenen Mengen. Eine Topologie der Mächtigkeit 7 gibt es nicht.

Mächtigkeit 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl 1 3+3 3+6 3 +3 6 0 1

Es gibt 9 strukturell verschiedene Topologien (unter Berücksichtigung der topologischen 
Äquivalenz).

Beispiel 4: M=ℝn Unter der ϵ−Kugel um x   versteht man Kϵ(x ):={ y∈ℝn / y−x < ϵ} .

Die Standardtopologie des ℝn ist T S={ O⊆ℝn/∧
x∈O
∨
ϵ> 0

K ϵ(x)⊆O } .

Def.: Eine Teilmenge B⊆T des topologischen Raums (M , T ) heißt Basis von T, wenn jede 
offene Menge O∈T sich als Vereinigung von Mengen aus B∪{∅} darstellen lässt.

B  Basis von T ⇔∧
O∈T

∨
B '⊆B∪{∅}

O=∪
U ∈B'

U . Man sagt, dass T von B erzeugt wird: T=<B> .

T ist also die Menge aller Vereinigungen von Mengen aus B∪{∅} . 
Die Topologie T ist auch immer ihre eigene Basis.  Sie ist die feinste Basis. 

Ist eine Basis abgeschlossen bzgl. beliebiger Vereinigungen, so ist B=< B > .

Satz:  Sei (M , T ) topologischer Raum. B⊆T ist genau dann Basis von T, wenn es zu jedem  
           Punkt x∈M und zu jeder Umgebung U ∈U (x ) eine Menge B∈B gibt mit
         x∈B⊆U .

Bew.: ⇒: Sei B⊆T Basis von T und x∈M und U ∈U (x ) . Dann gibt es ein O∈T mit 

          x∈O⊆U . Dieses O lässt sich darstellen als O=∪
B∈B'

B mit B '⊆B . Es gibt also ein  

          B∈B in dem x liegt: x∈B⊆U .

          ⇐: Sei B⊆T und es gebe zu jedem x∈M und zu jeder Umgebung U∈U (x ) eine   
            Menge B∈B gibt mit x∈B⊆U . Zu zeigen ist, dass sich jede offene Menge O 



            darstellen lässt als O=(∪B∈B'

B)∪{∅} . Ist O=∅ ist man fertig. Sei also O≠∅ und  

           x∈O beliebig.  Da O∈U ( x) gibt es ein B x∈B mit x∈B x⊆O⇒

           ∪
x∈O

{ x}⊆ ∪
x∈O

Bx=O .

Nicht jede Teilmenge von ℘(M ) ist schon Basis. Sei etwa M={ a , b , c} und
S={∅ , M , { a ,b} ,{ b , c}}⊂℘(M ) . S ist bzgl. der Vereinigungen abgeschlossen. Wäre S 

Basis, so wäre < S >=S . Da aber { a , b}∩{ b , c}={b}∉S kann S keine Topologie sein und S
keine Basis. 
Ein Mengensystem S muss gewisse Bedingungen erfüllen, um Basis einer Topologie zu sein:

Satz:  M sei eine Menge und S⊆℘(M ) . S ist genau dann Basis einer Topologie auf M, wenn
folgende Bedingungen erfüllt sind:

(1) M= ∪
B∈S

B , d.h. S ist eine Überdeckung von M

(2) ∧
B1 ,B2∈S

∧
x∈B1∩B2

∨
B3∈S

x∈B3⊆B1∩B2

Bew.: ⇒: S sei Basis einer Topologie T auf M. Zu (1): Da M ∈T ist M= ∪
B∈S

B .

            zu (2): Seien B1 ,B2∈S  und x∈B1∩B2 , da B1∩B2 offen ist es eine Umgebung von x. 
            Also existiert nach dem vorigen Satz eine Menge B3∈S  mit x∈B3⊆B1∩B2 .

           ⇐: Seien (1) und (2) erfüllt. Es wird gezeigt, dass T :={ ∪
B∈S '⊆S

B}∪{∅} Topologie

             auf M ist und S mithin Basis von T:

             (i) ∅∈T , M ∈T wegen (1) 
            (ii) Seien O1 ,O2∈T . Ist O1∩O 2=∅ , so ist dieser Durchschnitt in T. Sei also

                O1∩O 2≠∅ . Dann gibt es ein x∈O1∩O 2 . Da O1= ∪
B '∈S '⊆S

B ' } und  

                O2= ∪
B ' '∈S ' '⊆S

B ' ' } ist x∈O1∩O 2=

                =( ∪
B '∈S '⊆S

B ')∩( ∪
B ' '∈S ' '⊆S

B ' ')= ∪
B'∈S '⊆S , B ' '∈S ' '⊆S

(B '∩B ' ' ) . Also 

                  gibt es Bx ' , Bx ' '∈S  mit x∈B x '∩Bx ' '⊆O1∩O2 . 
                  Hierzu gibt es nach (2) ein B x∈S  mit x∈B x⊆B x '∩Bx ' '⊆O1∩O2 oder  

                x∈Bx⊆O1∩O2 . Mithin ∪
x∈O1∩O2

Bx=O1∩O 2 und demnach ist O1∩O 2∈T .

              (iii) folgt aufgrund der Definition von T.

Erzeugt eine Basis immer nur genau eine Topologie?
Hat eine Topologie immer nur genau eine Basis? Und wenn sie mehrere hat, gibt es dann die 
kleinste Basis?



Geht man von einer beliebigen Teilmenge der Potenzmenge von M aus und schließt dann 
schrittweise bzgl. der Vereinigung bzw. des Durchschnitts ab, sodass man eine Topologie erhält, ist 
dann die Reihenfolge wesentlich? Wenn nein, könnte man eine Subbasis auch über den 
Vereinigungsabschluss und die Basis über Durchschnittsabschluss definieren?
(Für endliche Mengen: ja, für unendliche Mengen noch zu untersuchen.)

Bemerkung: Eine Basis erzeugt genau eine Topologie.

Bew.:  Seien T 1  und T 2 zwei Topologien, die von der Basis B auf M erzeugt werden.

          T 1⊆T 2 , denn ist O∈T 1 , so hat es die Darstellung O=∪
U∈B'

U mit B '⊂B∪{∅} .

            Da B⊆T 1, T 2 ist jedes U ∈B '  auch in T 1 , T 2 und demnach auch alle Vereinigungen   
            von solchen U. Dann muss O auch in T 2 sein , also T 1⊆T 2 . Aus Symmetriegründen gilt
            ebenso T 2⊆T 1 und also T 1=T 2 .

Bemerkung: Eine Topologie kann mehrere Basen besitzen. 

Sei M={ a , b , c } und T={∅ ,{ a} , {b} , {a , b} ,{ a , b , c}} . Dann ist 
B1={ {a } ,{ b } ,{a ,b , c} } Basis von T, aber auch B2={{ a} , {b} ,{a , b} ,{ a , b , c}} .
B1⊂B 2 . 

Gibt es immer die kleinste (gröbste) Basis? Sicher hat jede Basis eine Mächtigkeit. Bzgl. der 
Mächtigkeit kann es kleinste Basen geben, aber nicht unbedingt die kleinste Basis. Sind andrerseits 
die Mächtigkeit der Basen ℵ0 , so ergibt es keinen Sinn nach der kleinsten zu fragen. Im Beispiel 
2 unten sind zwei Basen von ℝ bzgl. der Standardtopologie angegeben. Die eine hat die 
Mächtigkeit ℵ0 (mit rationalen Grenzen und Mittelpunkt), die andere (mit reellen Grenzen und 
Mittelpunkt) die Mächtigkeit ℵ1 .
Die obige Menge kann auch zwei verschiedene Basen gleicher Mächtigkeit besitzen, wobei keine 
Teilmenge der anderen ist: Sei T={∅ , { a} , {b} ,{c } , {a , b} , { a , c} ,{b , c} ,{ a , b , c}} die 
diskrete Topologie und B1={ {a} ,{ b } ,{c} ,{ a , c} } , B2={{ a } , {b } , {c } ,{b , c}} .
Sie besitzen eine gemeinsame Teilmenge, die Basis ist, und zwar hier die kleinste:
B3={{ a } , {b } ,{ c}} . 

Vermutung: Ist B kleinste Basis, so lässt sich jede offene Menge in eindeutiger Weise als 
Vereinigung der Basismengen darstellen. 

Laut nachfolgendem Beispiel scheint die Vermutung nicht zu stimmen: 
Sei (s.u.) M={ a ,b , c , d } und S={ {a } ,{ b } ,{c , d } ,{b ,d }} Teilmenge der Potenzmenge
von M. Dann ist die Topologie, die von S erzeugt wird:
 
T (S )={{ a} , {b} , { d } ,{ c , d } , {b ,d } ,{ a , b} , {a , d } ,{ a , b , d } ,{ a , c , d } ,{b , c ,d } , M ,∅}

Basis B ist dann die Menge aller endlichen Durchschnitte von Mengen aus S: 

B={ {a } ,{b} ,{d } ,{b ,d } ,{c , d } , M } . Die offene Menge { a ,b , d } lässt sich auf zwei

Arten aus Basiselementen erzeugen: { a , b , d }={ a }∪{ b}∪{ d }={a }∪{b , d } .

Schaut man aber genauer hin, sieht man, dass zwar B Basis, aber nicht die kleinste, denn 
B '={{ a} ,{ b } ,{ d } , {c , d } , M } ist kleiner.  Und hier ist jede offene Menge wieder eindeutig 

darstellbar. Die von S erzeugte Basis ist also nicht immer die kleinste.



Für beliebige Teilmengen S von ℘(M ) lässt sich eine Topologie auf M konstruieren: 

Def.: Ist S⊆℘(M ) Teilmenge der Potenzmenge von M, dann ist   

       T (S ) :=∩ {T∈T (M )/S⊆T } die gröbste Topologie von M, die S enthält. T (S ) heißt   

         die von S erzeugte Topologie < S > . Man nennt dann S Subbasis von T (S )=< S > .

Beispiele: Sei M={ a , b , c} ; auf dieser Menge lassen sich 29 verschiedene Topologien 
definieren.
Sei S :={{a }} . Zu einer Topologie gehören notwendig ∅  und M . 

{∅ ,{ a} , M } ist abgeschlossen bzgl. ∩ und bzgl. ∪ . Also ist {∅ ,{ a } , M } die gröbste 
Topologie auf M und demnach ist S={ {a }} Subbasis dieser Topologie. 

Oder für S :={{a } , {b }} muss zumindest ∅  und M dazu genommen werden um eine 
Topologie zu erzeugen. Aber auch die Vereinigungsmenge { a , b} gehört dazu.

{∅ , M ,{ a } ,{ b } ,{ a , b}} ist die gröbste Topologie zu S.

Oder für S :={{a } , {a , b } , {b , c }} ist {∅ , M ,{ a } ,{ a ,b} ,{b , c} } zwar für die 
Vereinigung abgeschlossen, nicht aber für die Durchschnitte. Erst das System

{∅ , M ,{ a } ,{ b } ,{ a , b} , {b , c} } bildet eine Topologie, von der also S die Subbasis ist.

Hat man bereits eine Topologie T und sucht dazu eine Subbasis, bedarf man einfacher Kriterien, um
nicht zu jedem Mengensystem die erzeugte Topologie aufzubauen und mit T zu vergleichen.
Im Allgemeinen ist S∪{∅ , M } bzgl. der Vereinigungen und der Durchschnitte noch nicht 
abgeschlossen. 
Jede Menge aus T außer ∅  und M muss sich als Durchschnitte und Vereinigungen aus Mengen 
von S darstellen lassen.

Eine Teilmenge S von T des topologischen Raums (M , T ) heißt Subbasis von T, wenn jede 
offene Menge O∈T sich als Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Mengen aus S 
darstellen lässt. Eine Basis ist also die Menge aller endlichen Durchschnitte aus S.

Man vereinbart hierzu noch, dass ∅ die  „leere“ Vereinigung ist (d.h. gar keine Mengen werden 
vereinigt) und M der „leere“ Durchschnitt ist. Die leere Menge und M brauchen also weder in der 
Basis noch in der Subbasis zu sein.

Jede Basis ist auch Subbasis. 

Beispiel 1:  M={ a , b , c } und T={∅ , { a} , {b } ,{a , b} ,{ a , b , c}} . Dann ist 
        B={{a } ,{b} , {a ,b , c }} Basis von T und S={ {a } ,{b }} Subbasis, denn
          die Durchschnitte sind ∅ , M  als leerer Durchschnitt ,{ a } ,{ b } . Die

                      Vereinigungen davon ergeben: ∅ , M ,{ a } , {b } ,{ a ,b } . T=< S > .

Beispiel 2:  M=ℝ Die offenen Intervalle bilden eine Basis der Standardtopologie T S .
        K r( x)=] x−r , x+ r [ ist offenes Intervall für jedes x , r∈ℝ mit Mittelpunkt x und 

          Radius r. Sei O∈T S⇒∧
x∈O
∨
r> 0

K r (x )⊂O Dann ist O=∪
x∈O

K r( x) . Denn sei

                    y∈O⇒∨
r> 0

K r( y)⊂O ,  da y∈K r( y )  folgt y∈∪
x∈O

K r( x) . Andrerseits sei

                    y∈∪
x∈O

K r( x)⇒∨
x∈O

y∈K r (x )  und da K r (x )⊂O  ist auch y∈O .



          Wählt man x , r∈ℚ , so ist diese Basis abzählbar.

         Als Subbasis kommt in Frage: S={ ]−∞ , b [ , ]a ,∞ [ /a , b∈ℚ} . Auch sie ist
                     abzählbar. Jedes offene Intervall ]a , b [ lässt sich als Schnitt zweier Intervalle

       ]−∞ , b [∩] a ,∞ [ darstellen, wenn a< b . 

Man verlangt von einer Basis jedoch nicht, dass sie minimal ist, wie bei Vektorräumen.

Trennungsaxiome

Man interessiert sich in der Topologie nicht nur dafür, Punkte und Mengen logisch zu 
unterscheiden, sondern will sie auch in ihrem Lebensraum, d.h. mithilfe von Umgebungen, d.h. 
topologisch unterscheiden können. 

Sei (M , T ) ein topologischer Raum.

T 0 :  Je zwei Punkte sind topologisch unterscheidbar, wenn es eine Umgebung gibt, die den
             einen Punkt enthält, nicht aber den zweiten. Solch einen Raum nennt man 
             Kolmogoroff-Raum.

R0 : Je zwei topologisch unterscheidbare Punkte sind separiert
            (heißt auch symmetrischer Raum).

T 1 : Von je zwei verschiedenen Punkten besitzt jeder eine Umgebung, in der der andere nicht 
liegt (Fréchet-Raum).

T 2 : Je zwei verschiedene Punkte lassen sich durch disjunkte Umgebungen trennen.  Diesen 
Raum nennt man Hausdorff-Raum.

T 3 : Zu jeder abgeschlossenen Menge A und jedem nicht in A gelegenen Punkt x gibt es eine A 
umfassende offene Menge und eine dazu disjunkte Umgebung von x (Vietoris-Raum).

T 4 : Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen gibt es zwei sie umfassende offene Mengen,
die disjunkt sind (Tietze-Raum).

T 0 Kolmogoroff T 1 Fréchet T 2 Hausdorff T 3 Vietoris T 4 Tietze

            
   
                 

      

           

      
                         

T 4⇒T 3⇒T 2⇒T 1⇒T 0  

Es gibt topologische Räume, die keinem der T i genügen: M={ a ,b , c , d } mit der Topologie
T={∅ , { a} , {a ,b } ,{ a , c , d } , M } :

x
1

x
2

A

O

U

x
A1 A2

O1 O2



zu T 0 : x1=c  und x2=d . Es gibt keine Umgebung von d, in der c nicht liegt.

zu T 1 , T 2 : x1=c  und x2=d

zu T 3 : A={b } , x=c . Keine der beiden Umgebungen { a , c , d }  und M von c sind disjunkt 
     mit O={ a , b} bzw. O=M .

zu T 4 : A1={ b } , A2={ c ,d } , A1∩A2=∅ , offene Obermengen von A1 :  
    O1={ a , b} oder O1=M und von A2 : O2={a ,c , d }  oder O2=M . Stets gilt 
    O1∩O2≠∅

Ein topologischer Raum, in dem T 1  und T 3 gilt, heißt regulär.
Ein topologischer Raum, in dem T 1  und T 4 gilt, heißt normal.

Es gilt: normal⇒ regulär⇒T 2⇒T 1⇒T 0 .

Satz: Ein topologischer Raum ist genau dann ein T 1−Raum (Fréchet-Raum), wenn alle  
          einelementigen Mengen abgeschlossen sind.

Bew.: ⇒: Sei (M , T ) ein Fréchet-Raum. Es sei x∈M. Zu zeigen ist: { x}∈T .
            Ist { x}=∅ , dann ist die Menge offen. Sei nun { x}≠∅ , dann gibt es ein y∈{ x}  
            und x und y sind dann verschieden. Also gibt es eine Umgebung U ( y)  mit x∉U ( y ) .  
           Oder: zu jedem y∈{ x} gibt es eine Umgebung U ( y) , die ganz in { x} liegt. Also ist 
         { x} offen.

         ⇐: Alle einelementigen Mengen seien abgeschlossen. Seien x1 , x2∈M  mit x1≠ x2 .
         { x1 }  und { x2} sind also abgeschlossen und ihre Komplemente { x1 } , { x2} offen.
           Also ist { x2} eine offene Umgebung von x1 , die x2 nicht enthält und { x1 } offene   
           Umgebung von x2 , die x1 nicht enthält. Also ist (M , T ) ein Fréchet-Raum.

Beispiel 1: M=ℝn mit der Standardtopologie ist ein Hausdorff-Raum und also auch ein T1-  
                    Raum.

Es gibt allerdings T1- Räume, die kein Hausdorff-Raum sind: Ist M eine unendliche Menge und
T={ O⊆M /O  endlich}∪{∅} . (M , T ) ist kein T2- Raum: ansonsten gäbe es zu beliebigen
x1≠ x2 Umgebungen U ∈U (x1) und V∈U (x2) mit U∩V=∅ , also auch offene 

disjunkte Umgebungen O1∈U
∘
( x1) und O2∈U

∘
(x2) mit O1∩O2=∅⇒O1∩O2=M oder

M=O1∪O2 . Damit wäre M Vereinigung zweier endlicher Mengen und damit selbst endlich.
Andrerseits ist (M ,T ) aber ein T1- Raum: Da { x } endlich mit x∈M ist { x} offen und 
damit { x } abgeschlossen.

Beispiel 2: Sei M={ a} . Einzig mögliche Topologie: T 1={∅ , {a } } , die sowohl die diskrete 
                  als auch die Klumpentopologie ist. Einzige Basis ist B={ {a }} . Subbasen sind
                S={∅} und S={ {a }} . Da es keine zwei verschiedene Punkte gibt, gelten   
                T 0 ,T 1 ,T 2 , T 3  und T 4 trivialerweise. Der Raum ist auch trivialerweise kompakt, wie    
                  alle endlichen Räume (s.u. Kompaktheit).

Beispiel 3: M={ a ,b } : T 1={∅ , {a , b }} , T 2={∅ , {a } ,{a ,b }} , 
                   T 3={∅ , {b } , { a , b }} , T 4={∅ , { a} , {b } , { a , b}} .



                   In (M , T 1) gelten: T 3 , T 4  aber weder T 2  noch T 1  noch T 0 Er ist demnach  
                   weder regulär noch normal. Einzige Basis ist B={{a ,b} } Subbasen sind  
                 S1={∅} und S2={{ a , b}} .

                   In (M , T 2) gelten: T 0 aber weder T 1  noch T 2 noch T 3 (da      
                 A={b } , O={ a , b} aber a∉A hat keine disjunkte Umgebung zu O. Jedoch gilt
                 T 4. . Weil T2 nicht gilt, ist der Raum weder regulär noch normal. Einzige Basis ist  
                 B={{a } , {a ,b}} . Subbasen sind S1={ {a} } , S2={{ a } ,{ a ,b}} .

                   In (M , T 3) gelten die gleichen Trennungsaxiome wie in (M , T 2) . Basen und  
                   Subbasen analog  zu (M ,T 2) .

                   In (M , T 4) gelten: T 2 ,T 1 ,T 0 T 3 und T 4 . Dieser Raum ist auch normal und  
                   regulär. (diskrete Topologie). Basen sind
                 B1={ {a } ,{ b }}  und B2={ {a } ,{ b} , {a ,b} } . 
                   Subbasen sind die Basen. Andere gibt es nicht. 

Bemerkung: Die leere Menge wurde nie als Element der Basis gesehen.

Satz: Sei (M , T ) ein T 1−Raum . Jede Subbasis überdeckt dann M.

Teilraumtopologie

Ist T Topologie auf M und N⊆M eine Teilmenge von M. 

Dann ist die Menge T |N={U∩N /U ∈T }={ O⊆N / ∨
U∈T

O=U∩N } eine Topologie auf N und

heißt die Teilraumtopologie oder die von N induzierte Topologie oder auch die Relativtopologie 
oder Spurtopologie bzgl. N.

Bew.:  (1)∅∈T |N ,  da ∅∩N=∅ N∈T |N ,  da N=M∩N
           (2)  Mit U 1∩N  und U 2∩N  ist auch (U 1∩N )∩(U 2∩N )∈T |N ,  denn:
           (U 1∩N )∩(U 2∩N )=(U 1∩U 2)∩N

           (3)∪
i
(U i∩N )=(∪

i
U i)∩N .

Eine Menge A⊆N ist abgeschlossen in N ⇔ A=N ∖A offen in N⇔
⇔N ∖A=O∩N  mit O∈T ⇔ A=N ∖(O∩N )=N ∖O=N∩(M ∖O) mit
M ∖O  abgeschlossen in M .

Eine Menge A⊆N ist also abgeschlossen in N genau dann, wenn
A=N∩B  mit B abgeschlossen in M .

Die offenen bzw. abgeschlossenen Mengen in N sind also die „Spuren“ von den entsprechenden 
offenen bzw. abgeschlossenen Mengen in M.

Beispiel 1:  Sei M=ℝ mit der Standardtopologie S={ O⊆ℝ/ ∧
x∈O
∨
r> 0

K r( x)⊆O} mit

     K r( x)={ y∈ℝ/x− y< r } . Sei weiter I⊆ℝ Intervall und ]a ,b [⊂ I offen in S,



      dann ist ]a ,b [∩ I=] a , b [ offen in I mit der Relativtopologie T I .
                [a ,b ]⊂ I ist abgeschlossen in S, also ist [a ,b ]=[ a ,b ]∩I abgeschlossen in I.

Beispiel 2:  Sei M=ℝ2 ausgestattet mit der Standardtopologie S:
                  S={ O⊆ℝ2/ ∧

x∈O
∨

r> 0
K r (x )⊆O } mit K r( x)={ y∈ℝ2/x− y< r } und sei

                  N=G sin Graph der Sinus-Funktion und O=K1((0,0)) die offene
                   Einheitskreisscheibe. Dann ist N∩O offen in N, aber nicht offen in (ℝ2, S ) , da es 

      bspw. zum Ursprung (0,0) keine offene Kreisscheibe gibt, die Teilmenge von
                N∩O  ist.

Beispiel 3: Sei M={a ,b} . Dann gibt es genau vier mögliche Topologien auf M.
         Die triviale (gröbste) Topologie T 1={∅ ,M } , T 2={∅ , M ,{ a }} ,

                   T 3={∅ , M ,{b}} und die diskrete (feinste) Topologie
                   T 4={∅ , M ,{ a} , {b } }=℘(M ) .
                     Sei (M ,T 2) der topologische Raum und N={ a }⊂M .

         Dann ist T 2 |N={∅ , N } die Relativtopologie, die einzige,
                     die auf N möglich ist, die zugleich trivial und diskret ist.                      
                     In diesem Fall sind alle offenen Mengen in N auch offen in M.

Beispiel 4:  Sei wieder M=ℝ2 versehen mit der Standardtopologie S und
                  N=S 1={x∈ℝ2/x =1} der Einheitskreis oder die eindimensionale Einheitssphäre.

        Die Relativtopologie S |S 1 besteht aus der Vereinigung von „offenen“ Kreisbögen,
                   deren Endpunkte (Randpunkte) nicht dazu gehören. 

      Bℝ 2={ K r (x )/ x∈ℝ
2 , r> 0 } , die Menge aller offenen r-Kreisscheiben ist eine Basis 

        von ℝ2 . Sei ϕ :ℝ→S1 ,t↦(cos( t) , sin( t)) , dann ist

                 Bℝ2∩S1={ϕ(]a ,b [) , a , b∈ℝ , a< b }=BS1 Basis der Einheitssphäre, die aus „offenen 
       Bögen“ besteht.

Beispiel 5: Die Menge aller komplexen (2 ,2)-Matrizen Mat (2,ℂ) ist homöomorph (siehe unten)
       zu ℂ4 , mit der Standardtopologie (Normtopologie) versehen. Die euklidische Norm 

       in ℂn ist definiert durch x=√∣x1∣
2+ ...+∣xn∣

2=√ x1 x1+ ...+ xn xn=√< x , x > .

     K r( x) :={ y∈ℂn/x− y< r } heißt offene r-Kugel um x.

       Die Standardtopologie T S des ℂn ist nun T S={ O⊂ℂn/∧
x∈O
∨
r> 0

K r( x)⊆O } .

                   Die Relativtopologie von SU (2)={ A∈Mat (2,ℂ)/A†=A−1∧det A=1} = 



                 ={( z1 z2

−z2 z1)/∣z1∣
2+∣z2∣

2=1} der unitären (2, 2)-Matrizen mit positiver

                  Determinante (die komplexe Rotationsgruppe) ist

                 T S |SU (2)={ O∩SU (2)/O⊂ℂ4 ,∧
x∈O
∨
r>0

K r (x )⊆O } .

Satz: Sei (M , T ) topologischer Raum und N⊂M versehen mit der Relativtopologie R.
          Sei A⊆N . A-T sei die abgeschlossene Hülle von A bzgl. T und A-R die
          abgeschlossene Hülle von A bzgl. R, A∘T der offene Kern von A bzgl. T und A∘ R der
          offene Kern von A bzgl. R.
          Dann gilt: (1) A-R=A-T∩N  (2) A∘ R=A∘T∩N

Bew. (1):  Sei A⊆N⊆M . A-T= ∩
A⊆C

C ; C abgeschlossen in T. A-R= ∩
A⊆B⊆N

B ;

                 B abgeschlossen in R. Das gilt genau dann, wenn B=C∩N ; C abgeschlossen in T.

                 Also A-R= ∩
A⊆B⊆N

B = ∩
A⊆C∩N

C∩N=( ∩A⊆C
C)∩N=* A-T∩N

               (*) A⊆C∩N ⇔
A⊆N

A⊆C

Quotiententopologie

Sei T eine Topologie auf M. Sei weiter N eine Menge und f : M → N eine surjektive Abbildung.
Die Menge O :={U /U⊆N∧ f −1(U )∈T } ist dann eine Topologie auf N und heißt die von f auf 
N induzierte Quotiententopologie von N=M / f oder Identifizierungstopologie.  Damit ist f 
gleichzeitig stetig.

Bew.: f −1(∅)=∅∈T ⇒∅∈O , f −1(N )=M ,  da f surjektiv⇒ N∈O ,  weil M ∈T ,
          U 1 , U 2∈O⇒ f −1(U 1∩U 2)= f −1(U 1)∩ f −1(U 2)∈T⇒U 1∩U 2∈O

          U i∈O⇒ f −1(∪U i )=∪ f −1(U i)∈T ⇒∪U i∈O

f stetig, da mit U ∈O⇒ f −1(O)∈T .

Die Quotiententopologie auf N ist die feinste Topologie, für die f : M → N stetig ist. Die gröbste 
Topologie, die triviale {∅ , N } auf N macht f auch stetig.

Beispiel 1:  Sei M=ℕ versehen mit der Relativtopologie T von ℝ mit der Standardtopologie S.
                    Offene Intervalle sind aus S und ebenso ihre beliebigen Vereinigungen.

      {1 }=]0,2 [∩ℕ offen in T. Ebenso alle anderen einelementigen Mengen aus ℕ :
      { n}=]n−1, n+ 1 [∩ℕ .
        Jede beliebige Teilmenge von ℕ ist demnach auch offen in T, auch die leere Menge, 
        denn ∅=] 0,1[∩ℕ . T ist also die diskrete Topologie. 
      ∼ sei auf ℕ nun folgende Äquivalenzrelation: n∼m⇔n≡m mod 2 . 

                    N sei die Menge aller Äquivalenzklassen bezüglich ∼ . Also  N={ [0 ] , [1]} .
      f :ℕ→ N ;n↦ [n ] . Man schreibt auch N=ℕ/∼ . N hat wieder die diskrete   

                   Topologie O: ∅∈O ,  da f −1(∅)=∅∈T , f −1(N )=ℕ∈T ,  also N∈O ,
                 f −1([0 ])={ 2 ,4 ,6 , ... ,}∈T ⇒[0 ]∈O f −1([1 ])={1 ,3 ,5 , ... ,}∈T ⇒ [1]∈O ,



     f −1([0 ]∩[1 ])= f −1(∅)=∅∈T ⇒[ 0 ]∩[1 ]∈O .  
                 f −1([0 ]∪[1 ])= f −1(N )=M ∈T ⇒[ 0 ]∪[ 1]∈O . 
Beispiel 2: Versieht man ℤ mit der Relativtopologie T von ℝ , so hat ℤ/mZ=Z m mit  
                  beliebigem natürlichem m wieder die diskrete Topologie als Quotiententopologie.
                Sei etwa m=3. a∼b⇔a≡b mod 3⇔a−b∈3ℤ 3ℤ={ ... ,−6 ,−3 ,0 , 3 ,6 , ...}
                ℤ3=ℤ/3ℤ={[0 ]3,[ 1]3 , [2 ]3} [0 ]3={... ,−9 ,−6 ,−3 , 0 ,3 , 6 ,9 , ...}
                [1 ]3={ ... ,−8 ,−5 ,−2 ,1 , 4 , 7 , 10 ,... } [2 ]3={... ,−7 ,−4 ,−1 ,2 ,5 ,8 ,11 , ...}

       Begründung für diskrete Topologie von ℤ3 analog zum ersten Beispiel.

Beispiel 3: Sei M=[ 0,1] und Z={0,1 }⊂M . Sei a∼b⇔a=b∨(a∈Z∧b∈Z ) . Man   
                  identifiziert jetzt die Zahlen 0 und 1 in der Äquivalenzklasse [0 ]=[1 ] und erhält dann

      in M /Z=]0,1[∪{ [0 ]} und ihrer Quotiententopologie einen zum Einheitskreis   
                S1={ x∈ℝ2/x =1 } mit seiner Relativtopologie T K bzgl. der Standardtopologie  
                S2 des ℝ2 homöomorphen topologischen Raum: S sei die Standardtopologie auf

    ℝ . T M={V /V=[0,1 ]∩W ,W∈S } die Relativtopologie auf M. Die  

                 Quotientenabbildung f : M=[0,1 ]→M /Z=]0,1[∪{[ 0 ]}; x↦ [ x ] definiert die   

     Topologie T M /Z  auf M /Z : T M /Z={U /U⊆M /Z∧ f −1(U )∈T M } . Die  

                 Quotientenabbildung g : M /Z→S 1 ;[ t ]↦(cos(2π t) , sin(2π t)) ist bijektiv und   

               g  und g−1 sind stetig:
   - g ist bijektiv, da jedem Punkt in ]0,1 [ genau ein Punkt auf dem in (1,0) punktierten 

                 Einheitskreis entspricht und der Äquivalenzklasse [0 ]=[1 ] der Punkt (1,0) auf 
    dem Kreis. 
  -  g ist stetig, da mit jeder offenen Menge O aus T K auf dem Einheitskreis auch
  g−1(O) aus T M /Z ist, also offen.

     Bspw. entspricht dem offenen Bogen ]0, π
2

[ aus T K die offene Menge ]0,
1
4

[ in 

  T M  und der offenen Menge {[ t ]∈M /Z / 0< t< 1
4

} .

   - g−1 ist stetig, da (g−1)−1=g jeder offene Menge aus T M /Z einen offenen Bogen in
   T K zuordnet.
    Also ist das Einheitsintervall nach Identifizierung seiner Randpunkte homöomorph zum 
    Einheitskreis. Sie sind also topologisch äquivalent oder isomorph.

 

Produkttopologie

Seien (M , T M ) und (N ,T N ) topologische Räume. Das kartesische Produkt M×N lässt sich 

dann mit der Produkttopologie T M×N :={U⊆M×N / ∨
V i∈T M

∨
W i∈T N

U=∪ V i×W i }

versehen. V×W heißen offene Rechtecke. Sie bilden insgesamt eine Basis von T M×N .

Bew.: T M×N ist Topologie auf M×N : ∅=∅×∅  und M×N sind aus T M×N .
            Zu U 1 , U 2∈T M×N existieren V 1, i∈T M  und W 1,i∈T N sowie V 2,i∈T M  und W 2, i∈T N

mit U 1=∪ V 1, i×W 1, i  und U 2=∪ V 2, j×W 2, j
.

          U 1∩U 2=(∪ V 1,i×W 1, i)∩(∪ V 2, j×W 2, j)=∪ V (i , j )×W (i , j ) wobei

          V (i , j)=V 1 ,i∩V 2 , j∈T M und W (i , j )=W 1 ,i∩W 2 , j∈T N . Also ist U 1∩U 2∈T M×N .
            Für die Vereinigungen ist es klar.



Man kann die Produkttopologie auch leicht anders definieren:

T M×N :={U⊆M×N / ∧
(x , y)∈U

∨
U M∈U M (x )

∨
U N∈U N ( y)

U⊇U M×U N } .

Diese beiden Definitionen sind äquivalent:

⇒: Sei U offen in erster Darstellung, d.h. U=∪ V×W mit V∈T M  und W ∈T N . Sei 

         (x , y )∈U , dann ist (x , y )  Element eines V×W , d.h. x∈V  und y∈W . Da V und W  

           offen, sind sie Umgebungen von x bzw. y. Da U=∪ V×W ist U⊇V×W .

⇐: Sei U ∈T M×N in der zweiten Darstellung und (x , y )∈U beliebig. Dann gibt es  
           Umgebungen V∈U (x)  und W ∈U ( y) mit U⊇V×W . Zu jeder dieser Umgebungen V, 
           W gibt es offene Mengen O x∈T M  mit x∈O x⊆V und O y∈T N  mit y∈O y⊆W , so dass   

           also O x×O y⊆V×W⊆U und damit ∪
(x , y )∈U

O x×O y⊆U und also  

         U= ∪
(x , y)∈U

O x×O y .

Bezeichnet man mit p1: M×N →M ; (x , y )↦ x und p2 :M×N → N ;( x , y)↦ y die 
kanonischen Projektionen, so ist die Produkttopologie die gröbste Topologie, unter der die 
kanonischen Projektionen stetig sind. Wählt man bspw. die diskrete (die feinste) Topologie für

M×N , so sind die Projektionen natürlicherweise stetig.

Beispiel 1:  M=N=ℝ , die jeweils mit der Standardtopologie S von ℝ ausgestattet seien.

        M×N=ℝ2 T ℝ 2:={U⊆ℝ2/ ∨
V i∈S

∨
W i∈S

U=∪V i×W i } ist die

                     Produkttopologie. 

                     Ist etwa ]−3 ,−2 [∪]1 , 3[ eine offene Menge in M=ℝ und ]−3 ,−1[∪]1 , 2[
         eine offene Menge in N=ℝ , so ist U=]−3 ,−2[∪]1 ,3[×]−3 ,−1 [∪]1 , 2[=

       
]−3 ,−2 [×]−3 ,−1 [⏟

1

∪]−3 ,−2[×]1 , 2 [⏟
2

∪]1,3 [×]−3 ,−1[⏟
3

∪]1 , 3[×]1 ,2 [⏟
4

als 

        Vereinigung von kartesischen Produkten offener Intervalle eine offene Menge in ℝ2 .

        Diese Menge ist auch offen in der Standardtopologie des ℝ2

        Zu jedem Punkt in dieser Menge gibt es eine offene Kreisscheibe, die ganz in dieser 
        Menge liegt. Sei etwa x=(−2,6 ;1,2) ein Punkt, der in U liegt. Dann gibt es eine 
        offene Kreisscheibe K (0,1)( x)⊂U .



Die Standardtopologie ist aber feiner als die Produkttopologie, da es offene Mengen in der 
Standardtopologie gibt, die nicht offen in Tℝ 2 sind, wie bspw. eine offene Kreisscheibe.

Beispiel 2:  Der Torus T 2=S 1×S 1 lässt sich mit der Produkttopologie T S 1×S 1 belegen, wobei
      S1 der Einheitskreis (die eindimensionale Sphäre) ist. Jeder Punkt auf einem Torus 
        mit Großradius R und Kleinradius r ist durch zwei Winkel ϕR und ϕr bestimmt.

Die Parameterdarstellung des Torus lautet : 
x=(R+ r⋅cos(ϕr))⋅cos(ϕR)
y=(R+ r⋅cos (ϕr))⋅sin(ϕR)

z=r⋅sin(ϕr)
mit 0≤ϕR ,ϕr< 2π

T S 1×S 1:={ U⊆S 1×S1/ ∨
V i∈T K

∨
W i∈T K

U=∪ V i×W i } ist seine Produkttopologie.

 
Beispielsweise wäre das Produkt der Kreisbögen ]0,5 ;0,8 [×]0 ;1[ eine offene Menge
des Torus R=4 ; r=0,5 mit ϕr∈]0 ;1[ und ϕR∈] 0,5 ;0,8[ .

Summentopologie

Sind zwei Mengen M  und N disjunkt, so nennt man M+ N :=M∪N die Summe der Mengen.
Falls sie nicht disjunkt sind, so definiert man die Summe M+ N :=M×{ 0}∪N×{1 } .
Für zwei topologische Räume (M , T M )  und (N , T N ) bildet die Menge M+ N versehen mit der



Topologie T M+ N :={U + V /U ∈T M ,V∈T N } die topologische Summe der beiden Räume.
Alternativ kann man die Summentopologie auch folgendermaßen definieren:

T M+ N :={U⊂M + N /U∩M ∈T M ,U∩N∈T N }

Da es nur eine Topologie auf { a } gibt, die triviale, und U i×∅=∅ ist die Produkttopologie

von M×{ a }  T M×{ a }={U⊆M×{ a } / ∨
U i∈T M

U=∪U i×{a }}∪{∅} und damit

T M×{ a }={U⊆M×{ a}/ ∨
U i∈T M

U=(∪ U i)×{a }}∪{∅}⇒

T M×{ a }={U⊆M×{ a }/ ∨
V ∈T M

U=V×{ a }}∪{∅} . Sind also M und N nicht disjunkt, so

ist T M+ N={W⊆M + N /W=U×{0 }∪V×{1} /U∈T M  und V∈T N } .

Bew.,  dass T M+ N Topologie:

          (1)∅+ ∅=∅ (∅∩∅=∅) ; M+ N∈T M + N .

          (2) (U 1+V 1)∩(U 2+V 2)=(U 1∪V 1)∩(U 2∪V 2)=(U 1∩U 2)∪(U 1∩V 2)∪(V 1∩U 2)∪(V 1∩V 2)=

          =U 1∩U 2∪∅∪∅∪V 1∩V 2=U 1∩U 2∪V 1∩V 2=(U 1∩U 2)+ (V 1∩V 2)∈T M + N falls M und
            N disjunkt.

          (3)W i∈T M + N⇒ ∨
U i∈T M ,V i∈T N

W i=U i∪V i

          ⇒∪W i=∪ (U i∪V i)=(∪U i∪∪ V i)∈T M+ N

  Sonst: (1)  da ∅∈T M  und ∅∈T N  ist auch ∅∈T M + N M + N∈T M + N , da    
             M ∈T M  und N∈T N

             (2) W 1, W 2∈T M+ N⇒W 1=U 1×{0}∪V 1×{1} ,W 2=U 2×{0 }∪V 2×{1}⇒
             W 1∩W 2=(U 1×{0 }∪V 1×{1 })∩U 2×{ 0}∪V 2×{1}=  

             
=(U1∩U 2)×{ 0 }∪(V 1∩V 2)×{1 }∪U 1×{ 0 }∩V 2×{1 }⏟

∅

∪V 1×{1 }∩U 2×{ 0}⏟
∅

=

             
=(U 1∩U 2)⏟

∈T M

×{ 0}∪(V 1∩V 2)⏟
∈T N

×{1 }∈T M+ N

             (3) W i∈T M + N⇒W i=U i×{ 0}∪V i×{1 }⇒∪ (U i×{0 }∪V i×{1 })=

             =∪ (U i×{ 0 })∪∪ (V i×{1})=(∪U i)⏟
∈T M

×{0}∪(∪ V i)⏟
∈T N

×{ 1}∈T M + N



Beispiel 1: M=N=ℝ mit Standardtopologie. M '=ℝ×{ 0 }  und N '=ℝ×{1 }

Beispiel 2:  Alle individuellen Kreise K t mit nt⋅(x−mt)=0 und (x−mt)
2=1 bzw.

                  x 2=2( x1cos (t)+ x2 sin(t)) mit mt=(cos(t)
sin (t)

0 )   n t=(− tan(t)
1
0 ) , falls

                  t≠π /2∧t≠3π /2 und sonst nπ/2=(−1
0
0 ) und n3π/2=(100) für t∈[ 0,2π[ liefern 

       über die Summe ∑
t

K t den Torus für R=3, r=1 :

Satz: (1) Jeder Unterraum eines Hausdorff-Raums ist hausdorffsch.
(2) Die Summe von Hausdorff-Räumen ist hausdorffsch.
(3) Das Produkt von Hausdorff-Räumen ist hausdorffsch.

Bemerkung: das Gleiche gilt für Fréchet-Räume. 

Bew.: (1) (M , T ) sei ein T2-Raum und (N ,T N ) Unterraum von M mit der Relativtopologie.
          Seien x1 , x2∈N mit x1≠ x2 . Dann gibt es offene Umgebungen 
        O1∈U

∘
( x1)  und O2∈U

∘
(x2) mit O1∩O 2=∅ in T. O1∩N bzw. O2∩N sind dann    

          offene Umgebungen von x1 bzw. x2 in T N , die disjunkt sind. 

          (2) Seien (M i ,T i)i∈ I Hausdorff-Räume und ∑
i∈I

M i mit der Summentopologie

         T∑
i∈ I

M i

:={∑
i∈ I

U i /U i∈T i } ein Summenraum. Zu x1 , x2∈∑
i∈I

M i mit x1≠ x2 gibt es   

          Indizes i1 , i2∈I mit x1∈M i 1
und x2∈M i2

. Ist i1=i 2 liegen x1 , x2∈M i1
und besitzen

          dort nach Voraussetzung disjunkte Umgebungen, die auch im Summenraum disjunkte         



           Umgebungen sind.

           Ist i1≠i 2 , dann sind M i1
 und M i2

disjunkte Umgebungen von x1  bzw. x2 in ∑
i∈I

M i .

           (3)  Seien (M i ,T i)i∈ I Hausdorff-Räume und ∏
i∈ I

M i mit der Produkttopologie der

           Produktraum. Zu x1 , x2∈∏
i∈ I

M i mit x1≠ x2 , dann gibt es ein k∈I mit

         pk ( x1)≠ pk (x2) , wobei pk die (stetige) Projektion auf die k-te Stelle ist.
         pk ( x1)  und pk ( x2) besitzen in M k disjunkte Umgebungen O1  und O2 . pk

−1(O1) und

         pk
−1(O2) sind offene Umgebungen von x1  und x2 : denn

         { pk (x1)}⊂O1⇒ x1∈ pk
−1({ pk (x1)})⊂pk

−1(O1) analog für x2 .Weiter ist

         pk
−1(O1)∩pk

−1(O 2)= pk
−1(O1∩O2)=pk

−1(∅)=∅ .

Def.: Eine Abbildung f : M → N , x↦ f (x) zwischen zwei topologischen Räumen

       (M , T M )  und (N , T N ) heißt stetig, wenn das Urbild f −1(U ) jeder offenen Menge

       U ∈T N offen in T M , d.h. ∧
U∈T N

f −1(U )∈T M .

(1) Die Identität id X : X → X , x↦ x ist stetig

(2) Sind f  und g  in X →
f

Y →
g

Z stetig, dann ist auch die Komposition g ∘ f : X →Z stetig.

(3) Ist f : X →Y  stetig und N⊂X  ein Teilraum von X , dann ist auch die Einschränkung
    f | N : N →Y stetig.

(4) f : X + Y →Z ist genau dann stetig, wenn f | X  und f |Y beide stetig sind.

(5) ( f , g ): Z → X×Y ist genau dann stetig, wenn f : Z → X  und g : Z →Y beide stetig sind.

Def.: Eine Abbildung f : M → N , x↦ f ( x) heißt offen, wenn ∧
O∈T M

f (O)∈T N .

Def.: Eine Abbildung f : M → N ,x↦ f ( x) nennt man einen Homöomorphismus, wenn f
         bijektiv ist und f  und f −1 beide stetig sind, d.h. f bijektiv, stetig und offen ist, d.h. wenn
         die offenen Mengen in M genau den offenen Mengen in N durch f entsprechen.
         Man sagt dann, dass M homöomorph zu N ist ( M≃N ). 
         Kommt eine Eigenschaft eines topologischen Raums auch jedem dazu homöomorphen zu,
         nennt man sie eine topologische Eigenschaft.

Beispiel 1:  M={ a , b , c } T M={∅ , M , { a} , {a , b} }
        N={ a , b ,c} T N={∅ , N ,{b} , { a ,b }}

                    f : M → N , a↦b ,b↦a , c↦c ist bijektiv und stetig. Denn f −1({b})={ a }

        f −1({a ,b })={a ,b } , f −1(N )=M , f −1(∅)=∅ . Ebenfalls ist f offen. Damit ist f 
          ein Homöomorphismus, d.h. M≃N .



Beispiel 2:  S1×S1≃T 2 , der Produktraum aus der Einheitssphäre mit sich selbst ist homöomorph
         zum zweidimensionalen Torus.
         Der erste Kreis sei der Kreis, der die Größe der Torus mit Radius R repräsentiert, der
         zweite, der die Dicke mit Radius r darstellt. Die Abbildung

       f : S 1×S 1→T 2 ,(( x1

y1) ,( x2

y2))=((Rcos (ϕR)
Rsin(ϕR)) ,(r cos(ϕr)

r sin(ϕr)))↦(Rcos(ϕR)+ r cos(ϕr)
Rsin(ϕR)+ r sin(ϕr) ) ist

          bijektiv. S1×S1 ist mit der Produkttopologie versehen. Der Torus T 2 mit der        
                     Relativtopologie T T 2 der Standardtopologie des ℝ3 .

 

                      Eine offene Menge des Torus wäre bspw. der Schnitt einer offenen Kugel mit dem
                     Torus, also etwa eine offene torusmäßig gekrümmte offene Kreisscheibe. Ihr Urbild ist
                     wieder offen in T S 1×S 1 als (unendliche)Vereinigung von „infinitesimalen“ offenen

         „Rechtecken“ bestehend aus dem kartesischen Produkt offener Kreisbögen.

          Wenn ϕ : [0,1 [→ S 1 , t↦(R cos(2π t)
R sin(2π t)) ψ: [ 0,1[→S1 ,t↦(r cos(2π t)

r sin(2π t)) , dann

         sind solche offenen „Rechtecke“ ϕ(] a , b [)×ψ(]c , d [) mit ]a ,b [⊂[ 0,1[ und

       ]c ,d [⊂[0,1 [ .

Beispiel 3:  Ein Einheitsquadrat Q1 ist homöomorph zu einem Einheitskreis S1 .

                   Die Funktion f :Q1→S1 mit (1, tanϕ)↦(cosϕ , sinϕ)  für ϕ∈[− pi
4

,
pi
4

[ und

                 (cot ϕ ,1)↦(cos ϕ , sinϕ)  für ϕ∈[
pi
4

, 3
pi
4

[  und

                 (−1,−tanϕ)↦(cos ϕ ,sin ϕ)  für ϕ∈[ 3
pi
4

,5
pi
4

[ und

                 (−cotϕ ,−1)↦(cos ϕ , sinϕ)  für ϕ∈[5
pi
4

, 7
pi
4

[ ist eine bijektive Abbildung.

                    Sei  S die Standardtopologie des ℝ2 und T Q1  bzw. T S 1 die von S induzierten



                    Teilraumtopologien (Relativtopologien). Die offenen Mengen in Q1 entsprechen
                    dann eindeutig den offenen Mengen in S1 . Also ist f ein Homöomorphismus.

Filter und Konvergenz

Um die Grenzwerttheorie auf beliebige topologische Räumen zu heben, werden anstatt Folgen 
Filter und Netze eingeführt.

Def.:  Sei M eine Menge und ≤⊂M×M eine Relation auf M.
          Erfüllt die Relation ≤ folgende Axiome

          (HO 1) ∧
x , y , z∈M

(x≤ y∧ y≤z→ x≤z ) (Transitivität)

          (HO 2) ∧
x∈M

x≤x                                    (Reflexivität)

          (HO 3) ∧
x , y∈M

(x≤ y∧ y≤ x→ x= y)    (Antisymmetrie)

          dann heißt sie Halbordnung.

Beispiel 1:  Sei A eine nichtleere Menge und M=℘(A) . Dann ist M mit der Inklusion ⊆
                   eine Halbordnung. 

Halbordnungen lassen sich in Hasse-Diagrammen veranschaulichen.

Sei zum Beispiel A={1,2 } dann ist ℘(A)={∅ , {1} , {2} , A}

Eine Linie zwischen zwei Mengen gibt an, dass sie in Relation stehen. Gibt es einen Weg (durch 
aufeinander folgende Linien), so wird die Linie (wie hier von ∅ nach {1,2 } ) nicht 
eingezeichnet. Um das Diagramm nicht unübersichtlich zu machen, werden keine Schleifen für die 
Reflexivität gezeichnet. Ebenso entfällt eine Darstellung der Antisymmetrie.

Oder ist A={a , b , c } , dann ist ∣A∣=8 .



Def.: Sei M eine nichtleere Menge und ℘(M ) die Potenzmenge von M. (℘(M ) ,≤) ist eine  
         Halbordnung. Eine echte Teilmenge F⊂℘(M ) heißt Mengenfilter oder kurz Filter, wenn  
         folgende Axiome erfüllt sind:

         (1) ∅∉F , M ∈F
         (2) F∈F∧G∈F⇒F∩G∈F
         (3) F∈F und G⊇F⇒G∈F ( F ist „Oberhalbmenge“)

Bemerkung: In (1) kann anstatt M ∈F auch F≠∅ gesetzt werden und umgekehrt.
Ist nämlich M ∈F ist natürlich F≠∅ . Aus F≠∅ folgt mithilfe von (3) dass auch M ∈F .

℘(M ) ist kein Filter, da ∅∈℘(M ) . Ist M={ a} , so ist ℘(M )={∅ , M } , die 
Klumpentopologie zugleich die diskrete Topologie, also die einzige. F=℘(M )∖{∅} ist dann 
auch ein Filter, da ∅∉F und M ∈F . (2) und (3) sind trivialerweise auch erfüllt. 
Für jeden Raum M ist F={ M } der triviale und gröbste (s.u.) Filter.

Ist aber ∣M∣≥2 , so ist ℘(M )∖{∅} kein Filter, da je zwei einelementige Teilmengen leeren 
Durchschnitt haben, der demnach nicht in ℘(M )∖{∅} liegen kann.

Ein Filter F heißt echt, wenn F≠℘(M )∖{∅} . Die meisten Filter sind also echt.
Sind F1  und F2 Filter mit F1⊂F2 , so heißt F 2  feiner als F1 oder F1  gröber alsF 2 .
Ein Filter heißt Ultrafilter, wenn er keine echte Verfeinerung besitzt.

Sei M={ a , b } . ℘(M )={∅ , {a } ,{ b} ,M } . Diese Raum besitzt drei Filter.
F1={{ a} , M } , F2={ {b } , M } und F3={ M } . F1 und F2 sind Ultrafilter.

Sei F∈℘(M )∖{∅} . Der kleinste Filter HF, der F enthält, also H F={G∈℘(M )/G⊇F }
heißt der von F erzeugte Hauptfilter und F Hauptelement von H. Man schreibt für den Hauptfilter 
von F: ↑F .

Für M={ a ,b , c} ist ℘(M )={∅ , {a} ,{ b} ,{ c} ,{ a , b} ,{a , c} , {b , c} , M } .
Dieser Raum besitzt 7 Filter:

F1={{ a } ,{ a , b } , {a , c} ,M }=↑{ a } , F2={ {b} , {b ,a } ,{ b , c} , M }=↑{ b}
F3={ {c } ,{ c , a } ,{ c , b } ,M }=↑{c} ,
F 4={ {a ,b} , M }=↑{ a ,b } , F 5={ {a , c} ,M }=↑{ a , c } , F6={ {b , c} , M }=↑{b ,c}
F7={ M }=↑M alles echte Filter. F1 ,F 2  und F3 sind Ultrafilter.

H F ist in der Tat ein Filter, da ∅∉H F , M ∈H F , G1∩G 2⊇F mit G1 ,G2⊇F und
per Konstruktion gilt G∈H F  und H⊇G⇒G⊇F∧H⊇G⇒H⊇F⇒H∈H F .

Beispiel 1:  Der von F erzeugte Filter. Sei M={ a , b , c} und F={ a } . Dann ist
                 H F={{ a } , { a , b } ,{ a , c } ,{ a , b , c} auch ein echter Filter, da beispielsweise
                 {b , c} nicht dazu gehört. Er ist sogar Ultrafilter, da er keine echte Verfeinerung 
                   zulässt.

Beispiel 2:  Ist (M , T ) ein topologischer Raum und x∈M .

                   Dann ist U (x)={U∈℘(M )/ ∨
O∈T

x∈O⊆U } als Menge aller Umgebungen von x  

                   das so genannte Umgebungsfilter von x.



       Sei beispielsweise M={1,2 ,3 } mit der diskreten Topologie und 1∈M. da
                   Dann ist U (1)={{1 } , {1,2 } ,{ 1,3}{ 1,2,3 }} . Es ist gleichzeitig das von {1 }
                   erzeugte Hauptfilter: U (1)=↑{1 } .
                        

Beispiel 3: Sei B⊂℘(M ) mit folgenden Eigenschaften:

       (1) B≠∅ ,∅∉B (2) ∧
B1 ,B2∈B

∨
B3∈B

B3⊆B1∩B2 . B heißt Filterbasis in M.

                   Diese Basis erzeugt genau einen Filter  F B :=〈B 〉:={ F∈℘(M )/ ∨
B∈B

B⊆F } .

                   Dieser Filter heißt der von B erzeugte Filter, bestehend aus allen Elementen der
                   Filterbasis und deren Obermengen. Es gilt also stets B⊆ 〈B 〉 .

F B ist in der Tat ein Filter: Da ∅∉B gibt es kein B∈B  mit B⊆∅ , also ∅∉F B .
M ∈F B , da B≠∅ ,  gibt es ein B∈B und damit B⊆M ,  also M ∈F B .

Für F 1, F 2∈F B gibt es ein B1∈B  und ein B2∈B  mit B1⊆F 1  und B2⊆F 2 . Weil B Filterbasis 
gibt es ein B3∈B mit B3⊆B1∩B2⊆F 1∩F 2⇒ B3⊆F 1∩F 2 . Also F 1∩F 2∈F B .
Sei schließlich F∈F B  und G⊇F . Zu F gibt es ein B∈B mit F⊇B . Also gilt G⊇B . 
Also ist G∈F B .

Sei M={ a , b , c} . B1={ {a }} , B2={{ a } , {a ,b } } , B3={{ a } , {a , c}} ,
          B4={{ a } ,M } B5={{ a } , {a ,b} ,{ a , c}} , B6={{ a } , {a ,b} ,{ a , c} , M } sind 

Filterbasen mit 〈Bi 〉=F1 . Man sieht hier, dass Filterbasen nicht minimal sein müssen
bzgl. ihres erzeugten Filters. Jedes Filter ist zugleich auch eine seiner Filterbasen:

          〈F 〉=F .

          Alle offenen Umgebungen von x0∈M ( (M , T ) topologischer Raum) bilden eine 
Filterbasis. Das davon erzeugte Filter ist die Menge aller Umgebungen von x0 :

          U
∘
(x0)={O∈T / x0∈O } U (x0)={U⊆M / ∨

O∈T
x∈O⊆U } 〈U∘ (x0)〉=U ( x0)

:

          U
∘
(x0)≠∅ , da M offene Umgebung von x0. ∅∉U

∘
( x0) , da x0 in jeder Umgebung von 

x0. Mit O1 ,O2∈U
∘
(x0)  ist auch O1∩O2∈U

∘
(x0) . Da zum erzeugten Filter alle Elemente 

der Filterbasis gehören und alle ihre Obermengen, ist 〈U∘ (x0)〉=U ( x0) .

Beispiel 4:  Ist f : M → N eine Abbildung zwischen zwei nichtleeren Mengen. Sei F ein Filter auf
        M. 

          f (F ) heißt der von der Filterbasis B={ B∈℘(N )/ ∨
F∈F

f (F )=B}={ f (F )/F∈F }  

            erzeugte Filter, der so genannte

Bildfilter von f: f (F )={ B∈℘(N )/ ∨
F∈F

f (F )⊆B } .

 
            B ist eine Filterbasis, da ∅∉B ,  sonst müsste f (A)=∅ sein. B≠∅ , denn da  F 

Filter, gibt es ein . Für B1 ,B2∈B⇒ B1= f (F 1) , B2= f (F2) mit F 1 , F2∈F .
            Da F Filter ist auch F 1∩F 2∈F .  

Es gilt: B1∩B2= f (F1)∩ f (F 2)⊇ f (F1∩F2) mit f (F 1∩F 2)∈B . Also ist B 
Filterbasis.



Es gilt stets: B⊆ f (B) .

konkretes Bsp.: M= { a ,b , c} , N={1 , 2 , 3} f (a )=1 ; f (b)= f (c)=2 f ist nicht 
surjektiv.  Sei F={{ a ,b } , { a , b , c }} Filter auf M. Dann ist B={{1 ,2} } zugehörige 

            Filterbasis auf N. Das Bildfilter ist dann f (F )={ {1,2 } {1 , 2 ,3 }} .

Beispiel 5:  Ist M eine unendliche Menge, so heißt { A⊆M /A  endlich } Fréchet-Filter von M.

Satz:  Sei F Ultrafilter auf M und A⊆M , so gilt: A∈F∨A∈F .

Bew.: Ist A∈F , dann fertig. Sei also A∉F . Es gibt eine Menge B, die in F liegt, notfalls M.

        B⊈A (sonst wäre auch A in F). A∩B≠∅ ,G :={ G / ∨
B∈F

G⊇B∩A } ist Filter, denn   

        ∅∉G und M ∈G . Seien G1 ,G 2∈G⇒G1∩G 2⊇B1∩A∩B2∩A=B∩A also  
        G1∩G2∈G .
          Sei G∈G  und H⊇G⇒H⊇G⊇B∩A⇒H ∈G , also ist  G Filter. 
        B∈F⇒ B⊇B∩A⇒ B∈G . Also G⊇F . Da F Ultrafilter, ist G = F. Da auch A⊇B∩A
          also A∈G⇒ A∈F .

Def.:  Sei (M , T ) ein topologischer Raum und x∈M.  Ein Filter F heißt konvergent gegen x,
          wenn F feiner ist als der Umgebungsfilter U(x). Man schreibt: F→ x .

Beispiel:  Sei M={ a , b , c}  und T={∅ , {a ,b} , { a , b , c}} Topologie auf M.
   U (a)={{ a , b} ,{ a ,b , c}} ist Umgebungsfilter von a.

               F={ {a } ,{ a , b } , {a , c} , {a , b , c }} ist Filter, das feiner ist als das Umgebungsfilter.
     Also konvergiert F gegen a. Natürlich konvergiert auch jedes Umgebungsfilter gegen 
     seinen Punkt.
     Da U (a)=U (b) konvergiert U (a)={{ a ,b } ,{ a , b , c}} sowohl gegen a als auch 
     gegen b. Konvergenz ist hier noch nicht eindeutig. (M , T ) ist kein Hausdorff-Raum,

                 da sich die Punkte a und b nicht durch Umgebungen trennen lassen. In Hausdorff-
                 Räumen sind die Grenzwerte jedoch eindeutig, wie der übernächste Satz zeigt.

Satz:  Eine Funktion f : M → N zwischen zwei topologischen Räumen (M , T M )  und (N , T N )
          ist genau dann stetig, wenn für jeden Filter F mit F→ x auch der  Bildfilter f (F ) gegen
          f(x) strebt: f (F )→ f ( x) .

Bew.: Sei f stetig und F Filter mit F→ x . Sei f (F ) der Bildfilter von f. Zu zeigen ist
         f (F )⊇U ( f ( x)) . Sei also U ( f (x ))∈U ( f (x)) zu zeigen bleibt U ( f (x ))∈ f (F ) .
         f (x )∈ON⊆U ( f ( x)) , ON∈T N⇒ x∈ f −1(ON )⊆ f −1(U ( f (x ))) Umgebung von x. Also ist
         f −1(U (( f ( x))))∈F⇒ f −1(U (( f ( x))))=F⇒U (F (x))= f (F ) . Da
         f (F )∈B  (Filterbasis) und B⊆ f (F ) ist auch f (F )∈ f (F ) und damit  
         U ( f (x ))∈ f (F ) .

           Sei umgekehrt für jeden Filter F mit F→ x auch f (F )→ f ( x) . Sei nun ON∈T N . Zu 
           zeigen ist f −1(ON )∈T M . Sei f −1(ON )≠∅ sonst fertig (da es dann offen ist). Sei also  

         x∈ f −1(ON ) . Sei weiter U (x) Umgebungsfilter von x ⇒ f (U ( x)) konvergiert gegen
           f(x), also ist U ( f (x ))⊆ f (U (x)) . Da f (x )∈ON ist und ON offen, ist ON

           Umgebung von f (x ) , also ist ON∈ f (U ( x)) , d.h. es existiert eine Umgebung
         U (x )∈U (x ) mit f (U (x ))⊆ON (*) und da U (x ) Umgebung von x, existiert eine



          offene Menge OM∈T M mit x∈OM⊆U ( x) .
         f (x )∈ f (OM )⊆ f (U (x ))⊆ON (wegen(*)) . Also f (x )∈ f (OM )⊆ON  und damit
         x∈OM⊆ f −1(ON ) , also ist x innerer Punkt von f −1(ON ) und damit ist f −1(ON) offen.

In topologischen Räumen, die keine Hausdorff-Räume sind, kann ein Filter gegen mehrere Punkte 
konvergieren (s.o).

Satz: (M , T ) ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn in ihm kein Filter existiert, der gegen 
mehr als einen Punkt konvergiert.

Bew.: ⇒: Sei zunächst (M , T ) Hausdorff-Raum und F ein Filter, der gegen x1≠ x2

            konvergiert. Dann ist U (x1)⊆F  und U ( x2)⊆F . Wegen Hausdorff-Raum gibt es zwei
            Umgebungen U 1(x1)  und U 2(x2)mit U 1(x1)∩U 2(x2)=∅ . Laut Definition von
            Umgebung gibt es jeweils offene Mengen O1  und O2 mit
          x1∈O 1⊆U 1(x1)∈F  und x2∈O2⊆U 2( x2)∈F Weiter gilt
          O1∩O 2⊆U 1(x1)∩U 2( x2)=∅ also muss gelten O1∩O 2=∅ . Da O1∩O 2∈F , aber
          ∅∉F liegt ein Widerspruch vor. Also gibt es nur einen Grenzwert in Hausdorff-Räumen.

          ⇐: (über Kontraposition): Sei (M , T ) kein Hausdorff-Raum, also alle Umgebungen von
            zwei verschiedenen Punkten haben nichtleeren Durchschnitt. Zu zeigen, dass es einen Filter 
            F gibt, der gegen zwei Punkte x1≠ x2 konvergiert:

          B :={∩ i=1
n

U i / U i∈U (x1)∪U ( x2)} ist eine Filterbasis:

          ∅∉B : Sei B∈B  beliebig ⇒ B=U1∩ ...∩U n∩U n+ 1∩ ...∩U m sei so angeordnet, dass
          U i∈U (x1)  für i=1... n und U j∈U ( x2)  für j=n+ 1...m . Dann ist
          U :=U 1∩ ...∩U n∈U ( x1) und V :=U n+ 1∩ ...∩U m∈U ( x2) . Falls B rein aus U (x1)
            ist oder rein aus U (x2) so ist klar, dass B nicht leer ist, weil es entweder x1 oder x2 enthält.
            Da der Raum kein Hausdorff-Raum ist, ist B=U∩V≠∅ , also ∅∉B .
            Da M sowohl Umgebung von x1 als auch von x2 ist, ist B nicht leer.
            Ist B1 , B2∈B , so ist auch B1∩B2∈B . Also ist B Filterbasis.

          F := 〈B 〉 Zu zeigen bleibt F⊇U (x1) (und analog F⊇U (x 2) ).
            Sei U∈U (x1)⇒U∈B . Da B⊆ 〈B 〉 ist also U auch in F. Demnach gilt 
          F→ x1  und F→ x2 .

Zusammenhang

Def.: Ein topologischer Raum heißt zusammenhängend, wenn er sich nicht in zwei nichtleere,    
         disjunkte und offene Mengen zerlegen lässt, andernfalls heißt er unzusammenhängend.

Das lässt sich auch anders formulieren: Der Raum M ist zusammenhängend, wenn M  und ∅
die einzigen zugleich offen und abgeschlossenen Mengen sind.

Beweis der Äquivalenz der beiden Definitionen:

Sei die zweite Definition erfüllt. Und seien A  und B  nicht leer und offen und disjunkt .

Wäre M=A∪
⋅

B⇒∅=A∩B⇒ A=B  und B=A . Da aber

A  offen und wegen B=A  und B offen muss A auch abgeschlossen sein. Das gleiche gilt für B.
Da aber M  und ∅ die einzigen Mengen dieser Art sind, muss gelten: A=∅  oder B=∅ im 



Widerspruch zur zweiten Definition. Also gibt es eine solche Zerlegung nicht.

Sei nun die erste Definition erfüllt. Sei A≠∅  und A≠M eine dritte Menge, die offen und 
abgeschlossen ist. A≠∅⇒ A≠M . A≠M ⇒ A≠∅ . Es gilt aber M=A∪

⋅
A . Also gäbe es 

eine Zerlegung von M aus zwei nichtleeren, disjunkten und offenen Mengen A , A im 
Widerspruch zur Voraussetzung. Demnach gibt es keine dritte Menge, die sowohl offen und 
abgeschlossen ist.

Def.: Eine Teilmenge N⊆M heißt zusammenhängend in (M ,T ) genau dann, wenn der 
Teilraum (N ,T |N) zusammenhängend ist.

Beispiel 1: Jedes Intervall I⊆ℝ ist zusammenhängend. Sei I mit der Relativtopologie T bzgl.
                ℝ (mit der Standardtopologie) versehen.

Annahme: I nicht zusammenhängend ⇒
Def es gibt eine Menge A⊆ I mit A offen und 

abgeschlossen und A≠∅  und A≠ I . Sei x0∈A und y0∈ I ∖ A . OBdA sei x0< y0 .
Sei C :={ x∈I / x∈A∧x< y0 }⊆A. C≠∅ ,  da x0∈C y0 ist obere Schranke von C, also 
existiert ein Supremum von C. s :=supC ⇒ s≤ y0 s ist Berührpunkt von C ⇒ s∈C -⊆A-=A
da A abgeschlossen ⇒ s∈A . ] s , y0[⊂I ∖ A : sei s< x< y0 . Wäre

x∈A⇒ x∈C .  Da s obere Schranke von C⇒ x≤s⇒ x≤s< x⇒ x< x  Wid., also x∉A . Da

s∈A⊂I  und y0∈I ⇒
I Intervall

] s , y0 [⊆ I.   Also auch x∈I ,  also insgesamt x∈ I ∖A. .

 Damit ist ] s , y0 [⊂ I ∖A ⇒[ s , y0 ]=] s , y0 [-⊆( I ∖A)- =I ∖A  abgeschlossen 
I ∖A⇒ s∈I ∖ A . Das ist 

ein Widerspruch zu s∈A . Also Annahme, dass I nicht zusammenhängend ist, ist falsch.

Gegenbeispiel:  Der Unterraum N=[ 1,2]∪] 4,5 [⊂ℝ ist nicht zusammenhängend. Denn
                         A=[1,2 ] und B= ]4,5 [ sind disjunkt, beide offen und nicht leer. B ist in T |N ,
                          der Relativtopologie, offen, denn B ist in ℝ offen und B=B∩ℝ . Aber auch A
                          ist offen, zwar nicht in ℝ , aber in T |N , da [1,2 ]=N∩]0,3 [ und ]0,3 [
                          offen in ℝ .

Beispiel 2: M mit der Klumpentopologie ist zusammenhängend. Denn außer ∅  und M gibt es
                   keine zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen, da sie die einzigen offenen 
                   Mengen sind.

Gegenbeispiel 2: ∣M∣≥2 . Dann ist M, versehen mit der diskreten Topologie nicht
                               zusammenhängend.
                               Sei a∈M ⇒{ a } offen .∅≠{ a}  offen ⇒ {a }  abgeschlossen.

Gegenbeispiel 3: ℚ versehen mit der Relativtopologie bzgl. ℝ . A={ x / x∈ℚ , x> √2} ist 
                               wegen A=ℚ∩]√2 ,∞[=ℚ∩[√2 ,∞[ zugleich offen und abgeschlossen.

Beispiel 3: Für jeden topologischen Raum (M , T ) sind die einelementigen Teilmengen 
zusammenhängend. Ebenso die leere Menge.



Denn sei { x } mit x∈M eine einelementige Teilmenge. Die Relativtopologie hierzu ist
{∅ ,{ x} } . Also sind ∅  und { x } die einzigen zugleich offenen und abgeschlossenen 

Mengen. Die Relativtopologie der leeren Menge ist {∅} .

Satz: Seien M und N topologische Räume. f : M → N surjektiv und stetig und M
          zusammenhängend, so ist auch N zusammenhängend.

Bew.: Annahme: N nicht zusammenhängend ⇒N=A∪B , A∩B=∅ , A≠∅ ,B≠∅ , A offen und  
          B offen ⇒M= f −1(N )= f −1(A)∪ f −1(B) mit f −1(A)∩ f −1(B)=∅ , weil f Funktion.
          Wegen der Stetigkeit von f sind f −1(A)  und f −1(B)  offen. Widerspruch zu M   
          zusammenhängend. Also ist N zusammenhängend.

Beispiel:  Sei Mat (n ,ℝ) die Menge aller quadratischen (n x n)-Matrizen mit Einträgen aus ℝ .
                Sie sei mit der diskreten Topologie des ℝn 2

versehen.
              O(n) sei die Teilmenge (Gruppe) der orthogonalen Matrizen mit der Relativtopologie R,
                also auch der diskreten Topologie in O(n) . Ihre Determinanten sind entweder 1 oder 
                -1. Die Menge {−1,1 } sei ebenfalls versehen mit der diskreten Topologie. Die  
                Abbildung det :O(n)→ {−1,1} ist dann surjektiv und stetig. {−1,1 } ist aber nicht     
                zusammenhängend, denn {−1 , 1 }= {−1 }∪{1 } ist eine disjunkte Vereinigung von   
                nicht leeren offenen Mengen.
                Also kann auch O(n) nicht zusammenhängend sein (zumindest mit diesen Topologien).

Def.:  Sei (M , T ) topologischer Raum und A⊂M , B⊂M. A und B heißen separiert,
          wenn sie disjunkt sind und darüber hinaus A keine Häufungspunkte von B und B keine von A 
          enthält, wenn also gilt: A∩B-=∅ und A-∩B=∅ .

Beispiel: ℝ mit der Standardtopologie. ℝ=]−∞ , 1[∪[1,∞ [ . Die beiden Intervalle sind zwar  
                 disjunkt, aber nicht separiert, da ]−∞ , 1[-∩[1 ,∞ [=]−∞ , 1 ]∩[1 ,∞ [={1} .

Satz: Sei (M , T ) ein topologischer Raum und A⊂M , B⊂M. Sind A und B in T separiert, so
         sind A und B im Teilraum A∪B mit der Relativtopologie R sowohl offen als auch   
         abgeschlossen.

Bew.: A-R=A-T∩(A∪B)=A-T∩A∪A-T∩B=A∪∅=A , wegen der Separiertheit. A ist also in R  
            abgeschlossen. Aus Symmetriegründen folgt B in R abgeschlossen.
            Da A∩B=∅⇒(A∪B)∖A=B  und (A∪B)∖B=A . Als gegenseitige Komplemente in 
          A∪B sind demnach A und B auch offen in R.

Satz: Sei (M , T ) topologischer Raum und (N , R) Unterraum von (M , T ) . A , B⊆N .
          A und B sind separiert in R genau dann, wenn sie in T separiert sind.

Bew.:  A-R∩B=(A-T∩N )∩B=A-T∩B . B-R∩A=(B -T∩N )∩A=B-T∩A .

Man kann den Zusammenhang eines Raums auch über separierte Mengen definieren:

Satz: Ein topologischer Raum (M ,T ) ist genau dann zusammenhängend, wenn er sich
         nicht als Vereinigung von zwei nichtleeren separierten Mengen darstellen lässt.

Bew.: ⇐ indirekt: Sei also M nicht zusammenhängend ⇒  es existierte eine Menge A⊆M mit
          A≠∅ , A≠M und A offen und abgeschlossen



          ⇒ A , A  nicht leer und separiert und M=A∪A .

          ⇒ indirekt: Sei M=A∪B , A , B≠∅ und separiert ⇒ A, B sowohl offen als auch
            abgeschlossen in der Relativtopologie von A∪B , also in T, da M=A∪B . Da 
          B≠∅  und A, B disjunkt ⇒ A≠M also gibt es mit A eine weitere Teilmenge, die offen und 
            abgeschlossen ist. Daher kann M nicht zusammenhängend sein.

Jetzt lässt sich aufgrund der beiden letzten Sätze der Zusammenhang einer Teilmenge auch ohne 
Bezug auf die Relativtopologie angeben:

Satz: Sei (M , T ) topologischer Raum. Eine Teilmenge N⊆M ist zusammenhängend genau
         dann, wenn N sich nicht als Vereinigung zweier nicht leerer in T (!) separierter Mengen
         darstellen lässt.

Satz:  Sei (M , T ) topologischer Raum. Seien Z1 ,Z 2 nicht separierte zusammenhängende
          Teilmengen von M. Dann ist auch Z1∪Z 2 zusammenhängend,
          allgemeiner: Sei Z eine Teilmenge von ℘(M ) aus lauter zusammenhängen Mengen, die   

          paarweise nicht separiert sind, dann ist ∪
Z∈Z

Z zusammenhängend.

Korollar: Sei (M ,T ) topologischer Raum, x∈M . Das Mengensystem 
               H={ H⊂M /H  zusammenhängend und x∈H } ist bezüglich der Inklusion geordnet  

                 und erfüllt die Voraussetzungen des letzten Satzes. Damit ist ∪
H ∈H

H die größte  

                 zusammenhängende Menge, die x enthält, also die Zusammenhangskomponente zu x  
                (siehe unten).

Satz:  Ist ((M i , T i))i∈I eine Familie zusammenhängender topologischer Räume. Dann ist auch der

           Produktraum ∏
i∈ I

M i zusammenhängend.

Satz:  Sei (M , T ) topologischer Raum. Ist N⊂M zusammenhängend, dann ist auch N -

          zusammenhängend.

Bew.  indirekt: Sei N -=A∪B und A und B seien nicht leere separierte Teilmengen von M.
          Da N⊆N - ist N=N -∩N=(A∪B)∩N=(A∩N )∪(B∩N ) . A∩N  und B∩N sind  
          separiert, weil (A∩N )-∩(B∩N )⊆(A-∩N -)∩(B∩N )=(A-∩B)∩(N -∩N )=∅ , da 
        A-∩B=∅ .
          Analog zeigt man (B∩N )-∩(A∩N )=∅ . Da N zusammenhängend ist, muss A∩N oder
        B∩N leer sein. Sei oBdA A∩N=∅ ⇒ N=B∩N⇒ N⊆B⇒ N -⊆B- .
        B⊆N -⇒B -⊆(N -)-=N -  mit dem obigen N -⊆B-  folgt N -=B - . Aus N -=A∪B⇒   
        N -∩B-=(A∪B)∩B-=(A∩B-)∪B∩B -=∅∪B=B . Da N -=B-⇒ N -∩B-=B- . Also mit
          vorigem Ergebnis folgt B=B-⇒ N -=B. Da A∩B=∅⇒ A=∅ . Widerspruch zur  
          Voraussetzung.

anderer Bew.: Sei N -=U∪V U∩V=∅  und U  offen und V  offen. ⇒ N=(U∪V )∩N =
                      (U∩N )∪(V∩N ) disjunkt und jeweils offen in N und N -=(N -∩U )∪(N -∩V )
                       disjunkte Vereinigung offener Mengen in N - . Sei U∩N≠∅⇒V∩N=∅ weil
                       N zusammenhängend ⇒ N⊆V (mit V abgeschlossen in M)



                     ⇒ N -⊆V ⇒ N -∩V=∅ , also ist N - zusammenhängend.

Def.: Sei (M , T ) topologischer Raum und x∈M.
         Z heißt Zusammenhangskomponente von x, wenn x∈Z und Z zusammenhängend ist und
         für jede weitere zusammenhängende Teilmenge N von M, die x enthält gilt: N⊆Z .
         Z ist also die größte zusammenhängende Teilmenge, die x enthält.

Satz:  (1) Jeder Punkt x∈M liegt in einer Komponente.
          (2) Jede zusammenhängende Teilmenge von M liegt in einer Komponente.
          (3) Jede Komponente ist abgeschlossen.
          (4) Je zwei verschiedene Komponenten sind separiert.

Bew. von (3):  Sei K Komponente von x∈M . Mit K ist auch K -⊇K zusammenhängend. Da
         K die größte zusammenhängende Menge ist, die x enthält, folgt K -=K . Also ist K  
         abgeschlossen.
         von (4):  Seien K 1 , K2 zwei verschiedene Komponenten aus M, die nicht separiert sind.
        Dann ist die Menge K 1∪K 2 zusammenhängend. Da sie jedoch echt größer ist als K 1 ,
        kann K1 nicht Komponente eines Punktes sein.

Ein topologischer Raum ist genau dann zusammenhängend, wenn es in ihm nur eine Komponente 
gibt.

Def.: Ein topologischer Raum heißt total unzusammenhängend, wenn es außer der leeren Menge
         und den einelementigen Teilmengen keine weiteren zusammenhängenden Teilmengen gibt.

Satz:  Ein topologischer Raum ist total unzusammenhängend genau dann, wenn es es nur
          einelementige Zusammenhangskomponenten gibt.

Beispiel 1:  Jeder diskrete Raum ist total unzusammenhängend. Alle Punkte liegen in ihm isoliert,
                   denn die einelementigen Mengen { x } sind Umgebungen von x , in denen kein
                   weiterer Punkt liegt. Sei N  Teilmenge mit mindestens zwei Punkten, x , y .
                 N={ x}∪N ∖{ x} ist Vereinigung von zwei disjunkten, offenen Teilmengen, wobei
                 N ∖{ x} nicht leer ist, da y∈N ∖{ x} . Also ist N nicht zusammenhängend.
 
Beispiel 2: ℚ ist nicht nur nicht zusammenhängend, sonder sogar total unzusammenhängend.
                     Sei wieder N eine Teilmenge von ℚ mit mindestens zwei Elementen x , y .
                     Dann gibt es eine irrationale Zahl z mit x< z< y , falls oBdA x< y . Also ist der
                     Teilraum N Vereinigung zweier disjunkter Teilmengen A={r∈N /r< z} und
                   B={r∈N /r> z} . A=]−∞ , z [∩A und B=] z ,∞ [∩B , also beide offen in der
                     Relativtopologie.

Beispiel 3: Die Cantor-Menge ist total unzusammenhängend.



Satz: Ist (M , T ) zusammenhängend und N eine Menge mit f : M → N lokal konstant (d.h. zu
         jedem x∈M gibt es eine Umgebung U (x ) , so dass f |U (x) konstant ist), dann ist f auf
         ganz M konstant.

Bew.: Sei x0∈M  und y0= f (x0)∈N . A :={ x∈M / f ( x)= y0} A={ x∈M / f ( x)≠ y0}

         A≠∅ ,  da x0∈A . A ist offen, denn sei x∈A beliebig, dann gibt es eine (offene)   
          Umgebung U (x ) , in der f konstant, also y0 ist, also ist U (x )⊆A und x innerer Punkt  
          von A. Demnach ist jeder Punkt von A innerer Punkt und A also offen. Annahme A≠∅ .  
         Sei x∈A  beliebig. Hierzu gibt es wieder eine (offene) Umgebung U (x ) , in der f  
          konstant y1≠ y0 ist. Also ist wieder U (x )⊆A . Also ist auch A offen. Das ist ein  
          Widerspruch dazu, dass M zusammenhängend ist, da M=A∪A . Also ist A=∅ und  
          damit A=M , also f in ganz M konstant.

Oftmals lässt sich dieser Satz auf folgende interessante Weise verwenden.
Ist M eine zusammenhängende Menge und x∈M und bedeutet E (x )=w : x hat die Eigenschaft
E und E (x )= f , dass x sie nicht hat. Dann sei E : M →{ w , f } ; x↦E ( x) Funktion. Gibt es 

nun zu jedem x∈M eine Umgebung U (x ) , sodass E |U (x) konstant, d.h. hat x mit einer 
Umgebung die Eigenschaft und falls es ein x ohne die Eigenschaft gibt, und dann auch für eine 
Umgebung, dann ist E konstant. D.h. gibt es tatsächlich ein x mit E, dann haben alle x aus M diese 
Eigenschaft. Oder gibt es ein x, das diese Eigenschaft nicht hat, dann hat kein Element von M diese 
Eigenschaft.

Ein typisches Beispiel:

Sei (ℝn , S ) mit Standardtopologie S. Eine Teilmenge G⊆ℝn heißt Gebiet, wenn G offen und 
zusammenhängend ist.
Eine stetige Funktion f :G→ℝ heißt subharmonisch auf G, wenn für jede offene Kugel 

K (x0 , r )={ x∈ℝn/ x−x0< r }⊆G mit dem Volumen V (K ( x0 , r )) gilt:

∫
K (x 0 , r)

f ( x)dV≥ f (x0)⋅V (K ( x0 , r )) . Gilt das Gleichheitszeichen, so heißt f harmonisch auf G.

Satz: Eine auf einem Gebiet subharmonische Funktion, die dort ihr Supremum annimmt, ist
          konstant.

Einen stärkeren Zusammenhangsbegriff liefert der Wegzusammenhang.

Def.: Eine Teilmenge N eines topologischen Raum (M , T ) heißt wegzusammenhängend, wenn 
es zu je zwei Punkten x , y∈N eine stetige Funktion (Weg) p : [ 0,1 ]→M gibt, sodass

p (0)= x (Anfangspunkt) und p (1)= y (Endpunkt) und p ([0,1 ])⊂N .

Satz:  Eine wegzusammenhängende Teilmenge N eines topologischen Raums M ist auch
          zusammenhängend.



Bew.: Annahme, N sei nicht zusammenhängend, dann gibt es offene Mengen A, B in M mit
        A∩N≠∅  und B∩N≠∅ und A∩N∩B=∅ und N=(A∩N )∪(B∩N ) (*). Es gibt
          also Punkte x∈A∩N  und y∈B∩N und einen Weg p in N, der x mit y verbindet:
        p (0)= x ; p(1)= y . Da das Intervall [0,1 ] zusammenhängend ist und p stetig, so ist auch 
        C := p([ 0,1 ])⊂N zusammenhängend. Es gilt aber
        C=C∩N=

(*)
(C∩N∩A)∪

°
(C∩N∩B)=(C∩A)∪

°
(C∩B) mit C∩A  und C∩B offen in C.

          Da x∈C∩A  und y∈C∩B , läge damit eine offene Disjunktion von C vor im Widerspruch
          zum Zusammenhang von C. Also muss N zusammenhängend sein.

Die Umkehrung des Satzes gilt aber nicht: Sei f :ℝ+→ℝ , x↦ sin( 1
x
) ,

A=G f und B={(0, y )∈ℝ2/0≤ y≤1} . Die Teilmenge C=A∪B ist zwar 
zusammenhängend, aber nicht wegzusammenhängend.
A ist wegzusammenhängend, B auch, also ist sind beide zusammenhängend. Beide sind nicht leer 
und haben einen leeren Durchschnitt. A und B sind nicht separiert, da A-=A∪B und also

A-∩B=B≠∅ ⇒C zusammenhängend. C ist aber nicht wegzusammenhängend, da es vom 

Ursprung aus keinen Weg zu einem Punkt von A gibt.

Es gilt jedoch der

Satz:  Ist N⊆ℝn zusammenhängend und offen und N≠∅ , so ist N wegzusammenhängend.

Bew.: Sei x0∈N , dann sei A :={ x∈N /  es gibt einen Weg von x0  nach x}⊆N .
         A≠∅ ,  da x0∈A . N=A∪

°
N ∖A . Kann gezeigt werden, dass sowohl A als auch sein

           Komplement in N offen sind, dann muss wegen des Zusammenhangs von N N ∖A=∅ sein
           und damit N=A . Dann ist aber N wegzusammenhängend.

           1. A  offen: Sei y∈A⊆N , also gibt es einen Weg von x0 nach y. Da N offen, gibt es  
           eine offene Kugel K r( y )⊆N . Sei x∈K r( y) . Dort gibt es einen Weg von y nach x, also  
           gibt es einen zusammengesetzten Weg von x0 nach x, und damit ist x∈A⇒ K r( y )⊆A  
           und also ist A offen.

           2. N ∖A  offen: Ist N ∖A=∅⇒N ∖ A offen. Sei N ∖A≠∅ und y∈N ∖A. Es gibt also
           keinen Weg von x0 nach y (*).
           Da N offen, gibt es wieder eine offene Kugel K r( y )⊆N . Sei x∈K r( y ) . Gäbe es einen  
           Weg von x0 nach x, so gäbe es über einen Weg von x nach y auch einen Weg von x0  
           nach y im Widerspruch zu (*). Also gibt es keinen Weg von x0 nach x und demnach ist 
         x∉A⇒ x∈N ∖ A . Also ist K r( y )⊆N ∖A und damit N ∖A offen.



Def.: Sei (M , T ) ein topologischer Raum. Sei für x , y∈M : x∼ y⇔ es gibt einen Weg von x  
         nach y. Die Menge [ x ]:={ y∈M / y∼x } ist eine Äquivalenzklasse und heißt     
         Wegzusammenhangs-Komponente von x.

Gibt es in M nur eine Wegzusammenhangs-Komponente, dann ist M wegzusammenhängend.

Beispiel 1:

Die einzelnen Mengen A, B und C sind Wegzusammenhangs-Komponenten von M=A∪B∪C .
M ist also nicht wegzusammenhängend.

Beispiel 2: Sei f :ℝ+→ℝ , x↦ sin( 1
x
) A=G f B={(0, y )∈ℝ2/0≤ y≤1 } C=A∪B

                   ist nicht wegzusammenhängend, wie bereits oben gesagt, A und B sind die
                  Wegzusammenhangs-Komponenten.

Def.: Seien (M , T M )  und (N ,T N ) topologische Räume und f , g : M → N zwei stetige
         Abbildungen.
         Eine stetige Abbildung H : M×[0,1 ]→ N ;( x , t)↦H ( x , t) mit
       H (x ,0)= f (x )  und H (x ,1)=g (x ) heißt Homotopie zwischen f und g.  Das zweite
         Argument t ist der Homotopie-Parameter.

Man sagt dann auch, f sei homotop zu g ( f ∼g ) . Homotopie ist eine Äquivalenzrelation auf der 
Menge der stetigen Abbildungen M → N . Die Menge der Äquivalenzklassen wird mit [M, N] 
bezeichnet.

Beispiel 1: M=S1 , N=ℝ2 Sei f :M→N ; f (x )=x die Einbettung
                  von M in N. und g :M→N ; g( x)=0 die jeden Punkt der

      Sphäre auf den Ursprung abbildet.
                H : M×[0,1 ]→ N , H ( x , t)=(1−t)⋅ f ( x) ist stetig und

    H (x ,0)= f (x ) ; H (x ,1)=g (x ) . Also sind f und g homotop.
                  Man sagt auch, f sei nullhomotop, da g eine konstante Abbildung 

      (Punkt) ist, auf die f stetig durch H deformiert wird.

Beispiel 2:  Eine Homotopie, die eine Kaffeetasse in einen Volltorus deformiert.

                         (aus Wikipedia)



Def.: Ist A eine Teilmenge eines topologischen Raums (M ,T M ) und (N ,T N ) ein weiterer
         topologischer Raum und f , g : M → N zwei stetige Abbildungen. Gibt es eine Homotopie
       H : M×[0,1 ]→ N zwischen f und g, also H (x ,0)= f (x )  und H (x ,1)=g (x )  mit dem   
         Zusatz, dass H (a ,t ) für jedes a∈A unabhängig von t ist, so heißen f und g relativ  
         homotop zu A.

Beispiel: (N ,T N ) topologischer Raum und M=[ 0,1] mit Relativtopologie zur 
Standardtopologie des ℝ . Die Wege p,q: M → N mit p (0)=q(0)=x  und p (1)=q (1)= y
sind homotop relativ zu {0,1 }⊂M durch die Homotopie

H : M×[0,1 ]→ N , H (t ,0)=p (t) , H (t ,1)=q( t) mit H (0, s)= x  und H (1, s)= y . Die 
Homotopie lässt also den Anfangs- und Endpunkt fest bzgl. des Homotopie-Parameters s.

Ein Weg, bei dem Anfangspunkt und Endpunkt identisch sind, nennt man Schleife oder Loop.

Einen Weg p nennt man nullhomotop, wenn er homotop zum konstanten Weg q mit q (t)=c ist.
Er lässt sich dann also stetig zu einem Punkt c zusammenziehen.
Die Schleifen sind also homotop relativ zu {0,1} und x= y=c .

Def.:  Ist (M ,T M ) ein topologischer Raum und x0∈M , so heißt (M , x0) punktierter Raum
          mit dem Basispunkt x0.

          Sei (N ,T N ) ein weiterer punktierter Raum mit y0∈N .
          Eine stetige Abbildung f : M → N mit f (x0)= y0 heißt punktierte Abbildung von 
         (M , x0) nach (N , y0) .

Zwei punktierte Abbildungen f , g :(M , x0)→(N , y0) heißen homotop, wenn es eine stetige 
Abbildung (Homotopie) H : M×[0,1 ]→ N mit H (x ,0)= f (x )  und H (x ,1)=g (x ) mit

H (x0 ,t )= y0 für alle t∈[ 0,1] .

Beispiel 1:  Das Bild zeigt einen Torus mit Basispunkt p.
Durch ihn gehen zwei aufeinander orthogonal stehende
Schleifen. Die vertikale Schleife p1 und die horizontale 
Schleife p2 sind jeweils nicht nullhomotop. p1  und p2

sind nicht homotop zueinander, sie können nicht ineinander



stetig deformiert werden. Aber alle horizontalen Schleifen sind zueinander homotop, sowie auch 
alle vertikalen Schleifen.
Die Klasse aller zu p1 homotopen Schleifen nennt man Homotopieklasse [ p1 ] .
Die Klasse der zu p2 homotopen Schleifen ist [ p2 ] .
Man kann auch anstatt nur einmal den Torus zu umrunden, das auch mehrmals tun. Die zweifachen 
Umrundungen bilden eine eigene Homotopieklasse, ebenso die dreifachen etc. Man nennt die 
Anzahl der Umrundungen die Windungszahl.
Eine Schleife r, die auf dem Torus weder vom Typ p1  noch p2 ist , gehört zur Klasse

[ [0,1 ]→T 2/ t↦ p ] der Nullschleife.

Zwei Schleifen können verknüpft werden zu einer neuen Schleife, indem der Endpunkt der ersten 
Schleife mit dem Anfangspunkt der zweiten Schleife zusammenfällt. Das neutrale Element ist die 
Klasse der Nullschleife. Zu jeder Klasse gibt es eine inverse Klasse, deren Repräsentant man 
dadurch erhält indem man die Durchlaufrichtung eines Repräsentanten der ursprünglichen Klasse 
umkehrt.
Die Homotopieklassen der Schleifen bezüglich des Basispunktes bilden daher eine Gruppe. Man 
nennt sie die Fundamentalgruppe π1(T

2 , p) von T 2 mit dem Basispunkt p. π1(T
2 , p)=ℤ2 .

Die beiden Schleifen p1  und p2 bilden ein Erzeugendensystem.
Genauer ist hier M=[ 0,1] mit Basispunkt x0=0 und N=T 2 mit dem Basispunkt p∈T 2 .

Eine Schleife p1:[ 0,1]→T 2 ; t↦ p1(t ) mit p1(0)= p1(1)=p ist homotop zur Schleife

p2 : [0,1 ]→T 2 ; t↦ p2(t) mit p2(0)= p2(1)= p , wenn die Homotopie

H : [ 0,1 ]×[ 0,1]→T 2 ;(s , t)↦H (s ,t) ( s ist der Schleifenparameter und t der 

Deformationsparameter) mit H (s ,0)= p1(s) und H (s ,1)= p2(s) für alle s∈M=[ 0,1 ] und
H (0, t)= p=H (1, t) für alle t∈[ 0,1] ( x0 ist also 0 und y0= p in der Definition).
H (1, t)= p , da alle (Übergangs-) Schleifen mit Parameter t  Anfangs- und Endpunkt in p haben.

Jede Homotopieklasse der Torus lässt sich in der Form (m , n)∈ℤ2 darstellen. m ist die 
Windungszahl von p1 und n die Windungszahl von p2 . (0,0) wäre die Nullschleife.
(1,0) das einfache [ p1 ] , … , (m ,0) die Klasse des m-fach gewundenen p1 , (0,1) die Klasse
des einfachen p2 , … , (0,n) die Klasse des n-fach gewundenen p2 . (m,n) schließlich ist die 
Klasse der Hintereinanderausführung der m-fachen p1- Schleife und der n-fachen p2 - Schleife.
Negative Zahlen bedeuten, dass die Umlaufrichtung negativ ist. So ist (-3,2) die Klasse der dreifach 
im Uhrzeigersinn (mathematisch negativer Sinn) gewundenen vertikalen Schleife verknüpft mit   
der zweifach gewundene horizontale Schleife.

Def.:  Sei (N , y0 ,T ) ein punktierter topologischer Raum mit Basispunkt y0∈N und
         ([0,1 ] , x0 , R) das Einheitsintervall mit der Relativtopologie R und dem Basispunkt
         x0=0 . Zwei Schleifen p1 , p2: [ 0,1 ]→ N mit p1(0)= p1(1)=p2(0)= p2(1)= p heißen   
           homotop relativ zu {0,1 } , wenn es eine stetige Abbildung (Homotopie) 
         H : [ 0,1 ]×[ 0,1]→N ;(s , t)↦H (s , t) mit H (s , 0)= p1(s)  und H (s ,1)= p2(s ) für alle
         s∈[0,1 ] und H (0, t)=H (1,t)=p für alle t∈[ 0,1] . s heißt der Schleifenparameter 

und t der Deformationsparameter.
           Die Homotopie erzeugt Äquivalenzklassen, die Homotopieklassen heißen.
           Die Menge aller Homotopieklassen mit der Komposition der Klassen heißt
           Fundamentalgruppe π1(N , p) . 



Die Gruppenverknüpfung (Komposition) + ist definiert über:

           ( p1∘ p2)(s) :={ p1(2s) , 0≤s≤1
2

p2(2s−1) ,
1
s
≤s> 01

und [ p1 ]+ [ p2] :=[ p1∘ p2 ]

            Das neutrales Element ist 0=[n ] mit n (s)= p für alle s∈[0,1 ]
            Das zu [ p1 ] inverse Element ist [ p1 ] mit p1(s)= p1(1−s ) für alle s∈[0,1 ] .

Beispiel 2:  Die Sphären Sn mit n≥2 besitzen nur eine Klasse, nämlich die Klasse der
                   konstanten Schleifen. Ihre Fundamentalgruppe ist daher trivial: π1(S

n)={0 } .
          
Beispiel 3:  Die Fundamentalgruppe eines n-dimensionalen Torus T n ist π1(T

n)=ℤn

Beispiel 4:  π1(S
1)=π1(ℝ

2∖{ 0 })=ℤ

Beispiel 5:  π1(SO(3,ℝ))≃ℤ2

Eine Teilmenge N eines topologischen Raums (M , T ) heißt einfach zusammenhängend, wenn 
sie wegzusammenhängend ist und sich jeder geschlossene Weg (Schleife) auf einen Punkt 
zusammenziehen lässt, d.h. dass er nullhomotop ist.

Beispiel 1:  N sei Teilmenge des großen blauen Ovals M.
                   M und N sind einfach zusammenhängend, aber M ∖ N
                   nicht, da sich der Weg p nicht auf den Punkt x zusammenziehen
                   lässt.

Beispiel 2:  Auf dem blauen Torus befindet sich eine rosa Schleife p, 
                   die sich nicht stetig auf einen Punkt zusammenziehen lässt.
                   Der Torus ist also nicht einfach zusammenhängend.

Kompaktheit

Def.: Sei (M , T ) ein topologischer Raum und N eine Teilmenge. N heißt kompakt, wenn

         jede offene Überdeckung N⊆∪
i∈ I

O i Oi∈T eine endliche Teilüberdeckung

       N⊆O i!
∪O i2

∪...∪O in
mit i1 , ... ,i n∈I enthält.

Endliche Räume sind kompakt, da sie nur endlich viele offene Mengen besitzen. Ebenso Räume mit
endlicher Topologie. Mit dem Begriff der Kompaktheit versucht man sich wieder vielen 
Eigenschaften endlicher Räume anzunähern.

Beispiel 1:  Das abgeschlossene Intervall [a , b ]⊂ℝ ist kompakt.

                    Sei dazu [a ,b ]⊆∪
i∈ I

Oi eine offene Überdeckung von [a ,b ] .



                  Sei E :={ x∈[ a , b ] /[ a , x ] besitzt endliche Teilüberdeckung } . [a ,a ]={ a } . Da
                a∈[a , b ] gibt es ein i∈I mit a∈Oi⇒a∈E also E≠∅ . b ist obere Schranke,
                  also besitzt E ein Supremum s :=sup E mit a≤s≤b . Zu zeigen bleibt s=b∈E .

                  Da a∈Oi gibt es ein Intervall ]a−ϵ , a+ ϵ[∩[a ,b ]⊂O i und damit ein

                  abgeschlossenes Intervall [a ,a+ ϵ
2

]⊂Oi , das von Oi überdeckt wird, also ist

                a+ ϵ
2
∈E also a+ ϵ

2
≤s und damit a< s .

                 Da s∈[a , b] gibt es eine offene Menge der Überdeckung O k mit s∈O k , in der 
                 auch ein c< s liegt mit [c , s ]⊂O k , wegen der Offenheit. Da c< s (das  
                 Supremum), besitzt [a , c ] eine endliche Überdeckung, liegt also in E. Nimmt man 
               O k hinzu, hat [a , c ]∪  [c,s]  = [a,s] auch eine endliche Überdeckung, sodass s∈E.

                Annahme: s< b. Dann gibt es ein d mit s< d < b mit [ s , d ]⊂Ok . Da [a , s ] eine 
                endliche Teilüberdeckung besaß und [ s ,d ] durch O k überdeckt wird, hat auch  
              [a ,d ] eine endliche Teilüberdeckung, sodass d∈E . Das widerspricht der Tatsache, 
                dass s=sup E ist, wegen s< d . Also ist b=s∈E  und damit ist die Kompaktheit  
                des abgeschlossenen Intervalls gezeigt.

Satz:  In einem Hausdorff-Raum sind kompakte Mengen auch abgeschlossen.

Bew.: Sei (M , T ) ein Hausdorff-Raum und K⊂M kompakte Teilmenge. Wäre K nicht  
          abgeschlossen, so gäbe es einen Berührpunkt x0∈M von K, der nicht in K liegt, also ist
        x0∈K .
          Zu jedem x∈K und zum x0∈K gibt es, da M hausdorffsch ist, offene Umgebungen     
        U x( x) und V x (x0) mit U x( x)∩V x( x0)=∅ . Die Umgebungen U x( x) überdecken K 
          und da K kompakt ist, gibt‘s eine endliche Teilüberdeckung U :=U x1

( x1)∪...∪U xn
( xn)⊇K

          Sei V ( x0) :=V x1
( x0)∩ ...∩V xn

(x0) , dann ist die offene Umgebung V ( x0) disjunkt von U 
          laut Konstruktion der offenen Umgebungen. Da aber x0 Berührpunkt von K, ist jede offene 
          Umgebung von x0 , also auch V ( x0) nicht disjunkt zu K, also erst recht nicht zu U.  
          Widerspruch. Also ist K doch abgeschlossen.

Satz: Abgeschlossene Teilmenge kompakter Mengen sind kompakt.

Bew.: Sei M kompakt und A⊆M abgeschlossen in M. Sei ∪
i∈ I

Oi⊇A offene Überdeckung von  

          A ist. Da A abgeschlossen ist, ist A offen. Also ist (∪i∈ I
Oi)∪A eine offene Überdeckung 

          von M. Da M kompakt ist, gibt es eine endliche Teilüberdeckung von M. Und damit gibt es 
          eine endliche Teilüberdeckung von A. Also ist A kompakt.

Satz: Seien (M , T M )  und (N , T N ) topologische Räume und f : M → N eine stetige Abbildung. 
          Ist K⊆M kompakt bzgl. T M , dann ist auch f (K ) kompakt bzgl. T N .



Bew.: Sei ∪
i∈ I

Oi⊇ f (K ) eine offene Überdeckung von f (K ) . Dann ist wegen der Stetigkeit 

          von f f −1(∪
i∈ I

Oi)⊇
(9)

f −1( f (K ))⊇
(12)

K ⇔
(10)∪

i∈ I
f −1(O i)⊇K , also eine offene Überdeckung  

          von K. Da K kompakt, gibt es eine endliche Teilüberdeckung f −1(Oi1
)∪...∪ f −1(Oi n

)⊇K

          von K ⇒
(4)

f ( f −1(Oi 1
)∪...∪ f −1(O in

))⊇ f (K )⇒
(13)

Oi1
∪...∪Oin

⊇ f (K ) und damit ist f (K )
          kompakt.

Satz: Der Produktraum M×N ist genau dann kompakt (in der Produkttopologie), wenn sowohl
          M als auch N kompakt ist.

Bew.: ⇒: Die Projektionen p x : M×N→M ,(x , y )↦ x und p y : M×N →M ,(x , y)↦ y sind
            surjektiv und stetig. Also sind M und N kompakt.

          ⇐: Sei M und N kompakt und M×N=∪
i∈ I

Oi eine offene Überdeckung von M×N .

            Zu jedem (x , y )∈M×N gibt es also ein Oi (x , y) mit (x , y )∈O i( x , y) und dazu (offene)
            Umgebungen U ( x , y)∈U M( x)  und V ( x , y)∈U N ( y) , so dass U ( x , y)×V (x , y)⊆O i( x , y) . Sei
            nun y0 fest. Dann ist {U (x( y0) , y0)

/ x ( y0)∈M } eine offene Überdeckung von M. Da M
            kompakt gibt es eine endliche Teilmenge von {U (x( y0) , y0)

/ x ( y0)∈M } , die M auch schon
            überdeckt, etwa {U (x1( y0) , y0) ,... , U (xn ( y0 )

( y0) , y0)} :
          M=U ( x1( y0) , y0)∪...∪U (x n( y

0
)
( y0) , y0) . Von den dazugehörigen y0 - Umgebungen 

            wählt man die kleinste: V y0
:=V (x1( y0) , y0)∩...∩V ( xn( y

0
)
( y0) , y0) . Für alle y∈N ist die

            Vereinigung dieser V y eine offene Überdeckung von N. Wegen der Kompaktheit von N 
            überdecken schon endlich viele davon N, etwa N=V y1

∪...∪V ym
. Also überdecken alle  

            Produkte U (x i( y k) , y k)×V y k
, 1≤i≤n , 1≤k≤m ganz M×N und damit erst recht 

            die dazu gehörenden endlich vielen Obermengen Oi (x , y) .

Diesen Satz kann man per vollständiger Induktion auf endlich viele Produkte verallgemeinern.
Aber er gilt sogar für unendlich viele, wie der Satz von Tichonov zeigt.

Doch zuvor noch einen nützlichen Satz von Alexander für das Folgende.

Satz:  Sei (M , T ) topologischer Raum und S eine Subbasis von T. Wenn jede offene 

           Überdeckung von M mit Elementen der Subbasis M= ∪
S∈S '⊂S

S eine endliche  

           Teilüberdeckung besitzt, so ist (M , T ) kompakt.

Bew.: Seien die Voraussetzungen des Satzes erfüllt, d.h. M= ∪
S∈S '⊂S

S mit S Subbasis von T.

          Zuerst wird gezeigt, dass jeder Ultrafilter auf M konvergiert. Angenommen es gäbe einen  
          Ultrafilter F, der nicht konvergiert. Für jedes x∈M ist F⊉U (x ) , d.h. zu jedem x gibt es
          dann eine Umgebung und also auch eine offene Umgebung U x∈U ( x)  mit U x∉F  
         U (x )∈S ∖F

Ein System K⊂℘(M ) heiße kÜ, wenn K keine Überdeckung von M ist.
Ein System K e⊂℘(M ) heiße kÜe, wenn K e keine endliche Überdeckung von M enthält.
(M , T ) ist also genau dann kompakt, wenn jedes kÜe System offener Mengen ein kÜ System ist.



Satz:  (Tichonov)  Sei (M i)i∈ I eine Familie topologischer Räume.

           Das nichtleere kartesische Produkt ∏
i∈ I

M i ist kompakt (in der Produkttopologie) genau

           dann, wenn alle (M i)i∈ I kompakt sind.

Bew.:  ⇐: Seien die (M i)i∈ I kompakt.

           ⇒: Die Projektionen p i0
:(∏

i∈ I
M i)→M i0

;( x i)i∈I↦ x i0 sind surjektiv und stetig. Also sind

             alle (M i)i∈ I kompakt.

Beispiel 2:  Alle abgeschlossenen und beschränkten Mengen des ℝn sind kompakt.

Das Spektrum eines beliebigen stetigen linearen Operators auf einem Hilbertraum ist eine kompakte
Teilmenge der komplexen Zahlen.


