Etwas spharische Geometrie

Manfred Horz

Der Seitenkosinussatz

Figur 1
Einheitskugel mit spharischen Dreieck ABC

Man fille von A auf den Radius OB das Lot mit Lotfulfpunkt F und von C auf den selben Radius
das Lot mit Lotfupunkt G. Beide Lote schlieBen den Winkel 3 ein, da das erste Lot auf der Ebene
OBC und das zweite auf der Ebene OAB liegen, die jenen Winkel bilden. Die blauen Strecken
haben als Kugelradien alle die Lange 1.

(1) GC=0Csina=sina, FA=0Asinc=sinc und (TE'FA:GC'FACOS/J):SiHG'SiH c-cosf3.
(2) OG=0Ccosa=cosa,OF =0A cos c=cosc und mit diesem Resultat und (1) folgt

OC-OA=(0G+GC)(OF+FA)=0G-OF +OG-FA + GC-OF + GC-FA =cos acos c+sin asin ¢ cos

0 0

und da OC-OA=0A-OC-cosb=cos b, folgt cosb=cosa cosc+sinasin c cos .
Analog oder durch zyklische Vertauschung erhélt man insgesamt

cos a=cosc cosb+sincsinb cos a

cosb=cosacosc+sinasinccos £

cosc=cosbcosa+sinbsinacos y.

Das Analogon fiir den Pythagoras der ebenen Geometrie mit einem rechten Winkel in C ist in der
sphérischen Geometrie: cosc=cosb cosa.



Der Sinussatz
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Figur 2 Figur 3 Figur 4

Von A aus werden drei Lote gefallt. F ist der Lotfullpunkt auf OB, G Lotfulpunkt auf OC und
H der Lotfulipunkt auf die Ebene OBC. H werde mit den beiden anderen Lotfulpunkten verbunden.

(1) AF=0Asinc=sinc, AG=0Asinb=sinb,

(2) AH=AF'sin 8, da AH 1 HF (zum Winkel [: er ist der Winkel, den die Ebenen e;= OAB und
e,= OBC einschliefen. FA liegt in OAB und ist orthogonal zur Scheitelgeraden OB. FH liegt in
OBC und ist orthogonal zu OB, also ist  der Winkel AFH. Siehe Figur 3)

(3) AH=AGsin y, da AH 1 HG (zum Winkel y: er ist der Winkel, den die Ebenen e;= OAC und

e,= OBC einschliefen. GA liegt in OAC und ist orthogonal zu OC, GH liegt in OBC und ist

orthogonal zu OC. Siehe Figur 4)

(4) Aus (2) und (3) folgt AF sin f=AGsin y 4 sincsin f=sinbsiny = % = m
sin sinc

sing _sinf _siny
sina sinb sinc’

Analog mit den anderen Beziehungen

Ist das sphérische Dreieck in C ein rechtwinkliges, so ist

. sina . . .
sin == bzw. sin a=sin ¢-sin ¢ und
sinc
. sinb . . .
sin == oder sinb=sinc-sin f3.

simc



Flacheninhalt eines spharischen Dreiecks

(Wikipedia)

Das (siehe obige Figur), dessen Eckpunkte auf drei GroRkreisen liegt,
besitzt ein Gegendreieck A’B’C’, dessen Ecken sich durch Spiegelung am Kugelmittelpunkt M
ergeben. Die farbigen Dreiecke (auSer ABC) sind alle in der Halbkugel, die durch den Grofkreis
durch AC gegeben ist.

Das gelbe Dreieck ABC bildet mit dem griinen Nebendreieck ACB’ ein ,,Zweieck” BB’ mit dem
Winkel £ . Das blaue Dreieck AB’C’ bildet mit dem schwachgelben Nebendreieck A’B’C’ das
Zweieck AA’ mit dem Winkel « und das braunrote Dreieck A’CB’ ergdnzt sich mit dem
Nebendreieck A’B’C’ zu dem Zweieck CC’ mit dem Winkel y .

Das ,,Zweieck” mit dem Winkel sz auf einer Kugel mit dem Radius r (also die Flache der
Halbkugel) hat den Flicheninhalt 2 7 r° .

2
Das Zweieck mit dem Winkel y hat demnach den Fldcheninhalt A = 2# y=2ry.

Entsprechend hat das Zweieck mit dem Winkel # den Fldcheninhalt A ,=2 r’ 8 und schlieRlich gilt
A,=2r'a.

Der Flacheninhalt Ay des blauen Dreiecks AB’C’ ist der Flacheninhalt A, des Zweiecks AA’ minus
des Fldcheninhalts Ap des (gelben) Dreiecks ABC: A,=A,—A,. Entsprechend ist der Inhalt A des

griinen Dreiecks ACB’ der Inhalt A ; des Zweiecks BB’ minus Ap und schlieflich der Inhalt A, des
roten Dreiecks A’CB’ der Inhalt A, des Zweiecks CC’ minus Ap,

Ab a_AD
Also A=A,~A,
A=A —A,

Diese drei Dreiecke plus das in Frage stehende gelbe Dreieck ABC parkettieren die Halbkugel.
Also gilt 27 r*=A,+A,+A,+Ap=(A,—Ap)+(A;—Ap)+(A,—Ap)+Ap=A + A+ A,—2A,=

AD:%(AG+A/,,+AJ,)—ﬂrZZ%(ZrZa+2r2/3’+2r2y)—frr2=>AD:(a+/3’+y—n)r2.

Man nennt den Winkel € :=a+/+ y —a den sphdrischen Exzess. Er gibt an, um wieviel die
Winkelsumme des sphérischen Dreiecks die Winkelsumme 7 eines ebenen Dreiecks iiberschreitet.



Volumen einer spharischen dreiseitigen Pyramide

Das Volumen der Pyramide MABC heifle V,. Wie man aus der obigen Figur entnehmen kann, setzt

sich das Volumen V =§fr r’ der (oberen) Halbkugel aus den verschiedenen Volumina zusammen.

Das Volumen V, der Pyramide MAB’C’ mit dem blauen Dreieck AB’C’ ist das Volumen V', der

»Zweipyramide“ (dreiflichigen Pyramide) MA A’ minus des Volumens V.
Das Volumen V, der Pyramide MACB’ mit dem griinen Dreieck ACB’ ist das Volumen V , der

Zweipyramide MBB’ minus des Volumens V,, und schlielich ist das Volumen V., der Pyramide
MA’CB’ mit dem roten Dreieck A’CB’ das Volumen V', der Zweipyramide MCC’ minus des

Volumens V), also

V,=V.,=V,
\4
\%4

Vg /)’_Vp
V. —Vp

Y

Diese drei Pyramiden plus der Pyramide MABC fiillen vollstdndig die Halbkugel aus. Demnach gilt

2
gﬂr3=Vb+Vg+Vr+Vp:(Va—Vp)+(V/5—Vp)+(Vy—Vp)+Vp:Va+Vﬂ+Vy—2Vp:>

1% :—(Va+Vﬁ+Vy)—%ﬂ:r3 *).
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Die ,,Zweipyramide“ mit dem Winkel 7 ist gerade das Volumen %.7[1”3 der Halbkugel, die

Zweipyramide mit dem Winkel « hat demnach das Volumen V ,= a-%n r’lx =§ ar’.

In (*) eingesetzt erhélt man
VPZ%%ar3+§/jr3+§yr3)—%ﬁr3=%r3(0{+/j+y—n)=%r36.



