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1.

„Untersuchungen, bei denen eine Mannigfaltigkeit von Richtungen gerader Linien im Raume ins 
Spiel kommen, lassen sich häufig übersichtlicher und einfacher darstellen, wenn man eine 
Kugelfläche zu Hilfe nimmt, die mit dem Radius 1 um einen willkürlich angenommenen Mittelpunkt 
beschrieben ist; die verschiedenen Richtungen werden dann durch diejenigen Punkte auf der 
Oberfläche dieser Hilfskugel dargestellt, welche die Endpunkte der mit ihnen parallel gezogenen 
Radien sind.

Figur 1

1 Deutsch herausgegeben von Albert Wangerin. Leipzig, Verlag Wilhelm Engelmann 1889.



Wird die Lage eines Punktes im Raum durch drei Koordinaten bestimmt, d.i. durch seine Abstände 
von drei festen, auf einander senkrechten Ebenen, so sind vor allem die Richtungen der zu jenen 
Ebenen senkrechten Achsen ins Auge zu fassen; die Punkte der Kugelfläche, welche diese 
Achsenrichtungen darstellen, sollen mit 1, 2, 3 bezeichnet werden; ihr gegenseitiger Abstand 
beträgt 90 Grad. Übrigens sind dabei unter den Achsenrichtungen diejenigen Richtungen zu 
verstehen, nach denen hin die entsprechenden Koordinaten wachsen.“

Figur 2

2. 1.

„Der Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden wird gemessen durch den Bogen [in Figur 1
rechts blau] zwischen denjenigen Punkten welche auf der Kugelfläche den Richtungen jener 
Geraden entsprechen.“

2.2.

„Die Stellung einer beliebigen Ebene kann durch einen größten Kugelkreis dargestellt werden, 
dessen Ebene jener ersten parallel ist.“

Figur 3

2.3. 



„Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist gleich dem Winkel zwischen den beiden größten 
Kugelkreisen, durch welche jene dargestellt werden; der in Rede stehende Winkel wird daher auch 
durch den zwischen den Polen2 der beiden größten Kugelkreise liegenden Bogen gemessen [schwarz
in der unteren Grafik Figur 5].

Figur 4

Gleicherweise wird der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene durch den Bogen 
(schwarz) gemessen, der von dem der Richtung der Geraden entsprechenden Punkte der 
Kugelfläche ausgeht und auf dem größten Kreise, der die Stellung der Ebene darstellt, senkrecht 
steht.“

Figur 5

2.4.

„Bezeichnen  x , y , z ; x ' , y ' , z '  die Koordinaten zweier Punkte [P, Q], r ihren Abstand; ist ferner L 
der Punkt der Kugelfläche, welcher die Richtung der von dem ersten jener Punkte zum zweiten 
gezogenen Geraden darstellt, so wird

2 Unter Pol eines (mathematisch positiv orientierten) Großkreises dürfte Gauß den Schnittpunkt der Normalen der 
Kreisfläche, die durch den Kreismittelpunkt geht, mit der Kugelfläche meinen (im Bild rechts der Endpunkt des 
blauen Normaleneinheitsvektors).



x '=x+r cos1 L
y '=y+r cos2 L
z '=z+r cos3 L

3.“

Figur 6

Der Bogen 1L bezeichnet den Winkel a in Bogenmaß  x '−x=r cosα   im rechten Teil der Figur 6.
Analog für die beiden anderen Gleichungen.

2.5.

„Daraus folgt unmittelbar, dass allgemein

cos21 L+cos22 L+cos23 L=1

wird, dass ferner wenn L'  irgend einen anderen Punkt der Kugelfläche bezeichnet,

cos(1 L)⋅cos(1 L' )+cos(2 L)⋅cos(2 L')+cos (3 L)⋅cos(3 L')=cos(L L' )  ist.“

Die erste Gleichung folgt aus Pythagoras mit Hilfe von den Gleichungen aus 2.4.

r2=(x '−x )2+( y '− y )2+(z '−z)2=r2 cos2α+r2 cos2β +r2 cos2γ ⇒cos2α+cos2β +cos2γ=1, wenn 
mit  β  und γ   die entsprechenden Winkel 2L bzw. 3L bezeichnet werden.

Die zweite Gleichung zeige ich zunächst für das zweidimensionale Analogon. Durch L(xL/ y L) und
L' (x L ' / y L ' ) geht ein Großkreis vom Radius 1 (siehe Figur 7).

3 Unter 1L etc. ist der Großkreisbogen vom Punkt 1 (siehe 1.) zum Punkt L auf der Kugel zu verstehen.



Figur 7

Nach dem Kosinussatz gilt für das Dreieck LOL’ mit den Bezeichnungen  c :=OL ,b :=OL' ,a :=L L':
Für die Koordinaten gilt nach Pythagoras x L=cos1 L, yL=cos2 L , xL '=cos1 L' , yL '=cos2 L',

2 bc⏟
1

cos LL '=b2+c2−a2=1+1−LL '2=2−L L' 2, wobei 

L L'2=(x L '−xL)
2+( y L '− yL)

2=(cos1 L'−cos1 L)2+(cos2 L'−cos2 L)2=

=cos2(1 L')+cos2(2 L ')+cos2(1 L)+cos2(2 L)−2(cos(1 L)⋅cos(1 L ')+cos(2 L)⋅cos(2 L')) =
Gleichung 1.2.5.

=2−2(cos(1 L)⋅cos(1 L' )+cos(2 L)⋅cos(2 L' ))⇒2cos(L L' )=2(cos(1 L)⋅cos(1 L')+cos(2 L)⋅cos(2 L' )) 

und damit  cos(1 L)⋅cos(1 L' )+cos(2 L)⋅cos(2 L')=cos (L L').

     
                                              Figur 8                                             Figur 9

In Figur 9 sind die Koordinaten von L über Kosinus dargestellt in den jeweiligen in A bzw. B bzw. 
C rechtwinkligen Dreiecken OAL, OBL, OCL, wobei OL=1.
Es gelten   xL = cos 1L,   yL = cos 2L,   zL = cos 3L 
Entsprechendes gilt für die Koordinaten von L’:  x L '=cos1 L' , yL=cos2 L ' , zL=cos3 L'.

Wendet man den Kosinussatz auf das Dreieck LOL’ in Figur 8 an, erhält man wieder mit den 

Bezeichnungen  c :=OL ,b :=OL' ,a :=L L':  2 bc⏟
1

cos LL '=b2+c2−a2=1+1−LL '2  mit 

L L'2=(xL '−xL)
2+( yL '− yL)

2+(zL '− zL)
2=(cos1 L'−cos1 L)2+(cos2 L'−cos2 L)2+(cos3 L'−cos3 L)2=



=(cos1 L '−cos1 L)2+(cos2 L'−cos2 L)2+(cos3 L'−cos3 L)2=

=cos21 L '+cos22 L '+cos23 L'⏟
1

+cos21 L+cos22 L+cos23 L⏟
1

−2(cos(1 L)⋅cos (1 L ' )+cos (2 L)⋅cos(2 L' )+cos(3 L)⋅cos (3 L '))=

=2−2(cos(1 L)⋅cos(1 L')+cos(2 L)⋅cos(2 L ')+cos(3 L)⋅cos(3 L '))⇒

2 cos LL '=2−L L '2=2−2+2(cos(1 L)⋅cos(1 L ')+cos(2 L)⋅cos(2 L ')+cos(3 L)⋅cos(3 L '))  oder

cos L L'=cos(1 L)⋅cos (1 L ')+cos(2 L)⋅cos(2 L' )+cos(3 L)⋅cos(3 L' ).

2.6.

„Lehrsatz. Bezeichnen L , L' , L' ' , L ' ' '  vier auf der Kugel liegende Punkte und bezeichnet A den 
Winkel, welchen die Bogen L L' , L' ' L ' ' ' , bis zu ihrem Schnittpunkt verlängert, bilden4, so ist

cos L L' '⋅cos L' L' ' '−cos L L ' ' '⋅cos L' L' '=sin L L'⋅sin L' ' L' ' '⋅cos A

Beweis.  Der Schnittpunkt von L L'  und  L' ' L ' ' '   möge ebenfalls mit A bezeichnet werden; ferner 
sei

 AL=t , AL'=t ' , AL ' '=t ' ' , AL ' ' '=t ' ' ' .
Dann ist

cos L L' ' =cos t cos t ' '+sin t sin t ' ' cos A ,
cos L' L ' ' ' =cos t ' cos t ' ' '+ sint ' sint ' ' ' cos A ,
cos L L ' ' ' =cos t cos t ' ' '+sin t sin t ' ' ' cos A ,
cos L' L' ' =cos t ' cos t ' '+sin t ' sin t ' ' cos A ;

folglich

             cos L L' '⋅cos L' L' ' '−cos L L ' ' '⋅cos L' L' '
=cos A [cos t cos t ' ' sin t ' sin t ' ' '+cos t ' cos t ' ' ' sin t sin t ' '−cos t cos t ' ' ' sin t ' sin t ' '−cos t ' cos t ' ' sin t sin t ' ' ' ]
=cos A (cos t sin t '−sin t cos t ' ) (cos t ' ' sin t ' ' '−sin t ' ' cos t ' ' ' )
=cos A⋅sin(t '−t )⋅sin(t ' ' '−t ' ')
=cos A⋅sin L L'⋅sin L' ' L ' ' ' .

Hierbei ist noch Folgendes zu beachten. Vom Punkt A gehen je zwei Zweige der beiden größten 
Kreise aus, und dieselben bilden dort zwei Winkel, die sich zu 180° ergänzen; von diesen Zweigen 
sind, wie aus unserer Ableitung hervorgeht, diejenigen zu nehmen, deren Richtungen mit der 
Richtung des Fortschreitens vom Punkt L nach L´und vom Punkte L´´ nach L´´´ übereinstimmen. 
Daraus erkennt man zugleich, dass es gleichgültig ist,welchen der beiden Schnittpunkte der größten
Kreise man ausgewählt hat. An Stelle des Winkels A kann auch der Bogen zwischen den Polen der 
größten Kreise, von denen L L´und L´´L´´´ Teile bilden, gesetzt werden: offenbar aber muss man 
diejenigen Pole nehmen, die in Bezug auf diese Bogen gleiche Lage haben, nämlich beide Pole zur 
Rechten, wenn man von L nach L´und von L´´ nach L´´´ hin fortschreitet, oder beide zur Linken.“

In Figur 11 ist die Sachlage der Satzvoraussetzung abgebildet. Zuvor gebe ich noch die übliche 
Darstellung des Seitenkosinussatzes, den Gauß für den ersten Schritt der Beweisführung verwendet 
(siehe Figur 10).

4 Vorausgesetzt, sie schneiden sich, was nicht sein muss.



Figur 10

Seitenkosinussatz:

cos a=cosc cosb+sin c sin b cosα
cosb=cosa cosc+sin asin c cos β
cos c=cosb cosa+sin bsin acosγ .

Zunächst verwendet er das (kleine) sphärische Dreieck LAL´´ mit dem Winkel LAL´´ = A (Gauß 
bezeichnet diesen Winkel ebenfalls mit A, der in allen vier Dreiecken an gleicher Stelle vorkommt).
Das Ergebnis ist dann  cos L L' ' =cos t cos t ' '+sin t sin t ' ' cos A, wobei die Abkürzung zu 
beachten ist: AL=t , AL'=t ' , AL ' '=t ' ' , AL ' ' '=t ' ' '.

Als nächstes verwendet er das in der Figur 11 große sphärische Dreieck L´A L´´´ mit dem Resultat
cos L ' L ' ' ' =cos t ' cos t ' ' '+sin t ' sin t ' ' ' cos A . 

Dann kommt das zweitgrößte Dreieck LAL´´´zum Zug und ergibt
cos L L' ' ' =cos t cos t ' ' '+sin t sin t ' ' ' cos A,

und zum Schluss das Dreieck L´A L´´ auf das der Seitenkosinussatz angewendet
cos L ' L ' ' =cos t ' cos t ' '+sin t ' sin t ' ' cos A  ergibt.



Figur 11

Obwohl der Rest nur in algebraischen Umformungen besteht, möchte ich dennoch zur 
Überprüfbarkeit die etwas mühseligen Rechnungen ausführen. Von der drittletzten zur zweitletzten 
Zeile verwendet er lediglich das Additionstheorem  sin (α−β )=sinα cos β −cosα sin β  (*):

cos LL' '⋅cos L' L ' ' '−cos L L' ' '⋅cos L' L ' '=
=(cost cost ' '+ sin t sin t ' ' cos A)(cos t ' cos t ' ' '+sin t ' sin t ' ' ' cos A)−(cost cos t ' ' '+sin t sin t ' ' ' cos A)(cos t ' cost ' '+sin t ' sin t ' ' cos A)=
=cos t cos t ' ' cos t ' cos t ' ' '+cos t cos t ' ' sin t ' sin t ' ' ' cos A+sin t sin t ' ' cos t ' cos t ' ' ' cos A+sin t sin t ' sin t ' ' sin t ' ' ' cos2 A−
−cos t cos t ' cos t ' ' cos t ' ' '−cos t cos t ' ' ' sin t sin t ' ' cos A−sin t sin t ' ' ' cos t ' cos t ' ' cos A−sin t sin t ' ' ' sin t ' sin t ' ' cos2 A=
=cos A (cos t cos t ' ' sin t ' sin t ' ' '+cos t ' cos t ' ' ' sin t sin t ' '−cos t cos t ' ' ' sin t ' sin t ' '−cos t ' cos t ' ' sin t sin t ' ' ' )=
=cos A (cos t sin t '−sin t cos t ' ) (cos t ' ' sin t ' ' '−sin t ' ' cos t ' ' ' )=(*)

cos A sin (t '−t )sin(t ' ' '−t ' ' )=cos A sin L L ' sin L ' ' L ' ' '.

2.7.

„Es seien  L , L' , L' '  drei Punkte der Kugelfläche, und es werde zur Abkürzung gesetzt

cos1 L = x, cos 2 L = y , cos 3 L  = z ,
cos1 L' = x', cos 2 L' =y', cos 3 L' =z',
cos 1 L' ' =x'', cos 2 L' ' =y'', cos 3 L' ' =z'',

ferner
xy ' z ' '+x ' y ' ' z+x ' ' yz '−xy ' ' z '−x ' yz ' '−x ' ' y ' z=Δ

λ   möge den Pol des größten Kreises bezeichnen, von dem der Bogen LL´ ein Teil ist, und zwar 
denjenigen Pol, der in Bezug auf diesen Bogen ebenso liegt, wie der Punkt 1 in Bezug auf den 
Bogen 23. Dann ist nach dem vorhergehenden Lehrsatze

y z '− y ' z=cos1λ ⋅ sin 23 ⋅ sin L L' 

oder da 23 = 90°,
y z '− y ' z = cos1λ ⋅ sin L L' ,  und ebenso
z x '−z ' x = cos2λ ⋅ sin L L' ,
x y '−x ' y = cos3λ ⋅ sin L L' .

Multipliziert man diese Gleichungen resp. mit  x ' ' , y ' ' , z ' '  und addiert sie dann, so erhält man mit
Hilfe des zweiten in 2.5. angeführten Satzes

Δ=cos λ L' ' ⋅ sin L L' .

Nun sind drei Fälle zu unterscheiden. Erstens kann L´´ auf demselben größten Kreise liegen, von 
dem der Bogen L L’ einen Teil bildet; dann ist  λ L' '=90°  und daher Δ=0. Liegt dagegen L´´ 
außerhalb jenes größten Kreises, so tritt der zweite Fall ein, wenn L´´ und l auf derselben Seite, der
dritte, wenn beide auf entgegengesetzten Seiten des Kreises liegen: in beiden Fällen bilden die 
Punkte  L , L' , L' '  ein sphärisches Dreieck, und zwar folgen diese Punkte im zweiten Falle in 
derselben Reihenfolge auf einander wie die Punkte 1,2,3, während im dritten Falle die Reihenfolge 
die entgegengesetzte ist. Bezeichnet man die Winkel jenes sphärischen Dreiecks einfach mit
L , L' , L' '  und mit p die vom Punkte L´´ auf die Seite  L L'  gefällte sphärische Höhe, so wird

sin p=sin L ⋅ sin L L' '=sin L' ⋅ sin L' L' ' ,



ferner ist
λ L' '=90°∓ p,

wobei das obere Zeichen für den zweiten, das untere für den dritten Fall gilt. Hieraus folgt, dass

±Δ=sin L ⋅sin L L' ⋅ sin L L' '
=sin L ' ⋅sin L L ' ⋅ sin L' L' '
= sin L' ' ⋅sin L L ' ' ⋅ sin L ' L ' '

ist. Übrigens kann man den ersten Fall als sowohl im zweiten wie im dritten enthalten ansehen; und
ebenso erkennt man leicht, dass  ±Δ  das sechsfache Volumen der Pyramide darstellt, deren Ecken 
die Punkte L , L' , L' ' und der Kugelmittelpunkt sind. Endlich schließt man hieraus unmittelbar, dass

derselbe Ausdruck  ± 1
6
Δ  allgemein das Volumen einer beliebigen Pyramide darstellt, deren Ecken 

im Koordinatenanfangspunkte und in den Punkten mit den Koordinaten x, y, z; x´, y´, z´;
x´´, y´´, z´´ liegen.“

Figur 12

Die beiden Normalenvektoren der Großkreise (Figur 12) schließen den Winkel „A“, hier 1λ ein. 
Die rechte Figur zu Satz 2.6. ist nochmals dargestellt, damit die Anwendung des Satzes 2.6 leichter 
fällt. Ohne die Abkürzungen lautet die erste Behauptung (in gleicher Anordnung wie im vorigen 
Satz)                cos2 L⋅ cos3 L' −cos2 L '⋅cos3 L =sin 23⋅ sin L L '⋅ cos1λ .
Vgl. Satz 2.6   cos L ' ' L⋅cos L' ' ' L '−cos L' ' L '⋅cos L' ' ' L=sin L ' ' L' ' '⋅sin L L'⋅cos A.

Man sieht hier die Entsprechungen klar: L´ ´=2 , L´ ´ ´=3 , A=1λ .

Da mit dem Winkel 23 = 90°  sin 23 = 1 wegfällt, wird die Gleichung zu
cos2 L⋅cos3 L'−cos2 L'⋅cos3 L=sin L L '⋅cos1λ .

Die zweite Gleichung  z x '−z ' x= cos2λ⋅sin L L' lautet ohne die Abkürzungen:

cos1 L = x, cos 2 L = y , cos 3 L  = z ,
cos1 L' = x', cos 2 L' =y', cos 3 L' =z',
cos 1 L' ' =x'', cos 2 L' ' =y'', cos 3 L' ' =z'',

  folgendermaßen:



cos3 L⋅cos1 L'−cos3 L'⋅cos1 L=sin L L'⋅cos2λ   mit den Punkten L, L´, 3, 1 mit  sin 31=1.
 
cos L ' ' L⋅cos L' ' ' L '−cos L' ' L '⋅cos L' ' ' L=sin L ' ' L' ' '⋅sin L L'⋅cos A, mit L' '=3 , L ' ' '=1

Figur 13

Die letzte Gleichung   xy '−x ' y=cos3λ⋅sin L L'  lautet ohne Abkürzungen

cos1 L ⋅cos2 L ' −cos1 L' ⋅cos2 L =sin L L' ⋅cos3λ , sin 12= 1 fällt weg.
cos L ' ' L⋅cos L' ' ' L '−cos L' ' L '⋅cos L' ' ' L=sin L ' ' L' ' '⋅sin L L'⋅cos A  mit  L' '=1 , L ' ' '=2.

Figur 14

Damit hat man wieder  mit den Abkürzungen die drei Gleichungen aus Satz 2.6. hergeleitet:

y z '− y ' z = cos1λ ⋅ sin L L' ,
z x '−z ' x = cos2λ ⋅ sin L L' ,
x y '−x ' y = cos3λ ⋅ sin L L' .

. Multiplikation mit bzw.  x ' ' , y ' ' , z ' ':

x ' ' y z '−x ' ' y ' z = x ' ' cos1λ ⋅ sin L L' ,
y ' ' z x '− y ' ' z ' x = y ' ' cos2λ ⋅ sin L L ' ,
z ' ' x y '−z ' ' x ' y = z ' ' cos3λ ⋅ sin L L' .

,  diese aufaddiert, ergibt:

x ' ' yz '−x ' ' y ' z+ y ' ' zx '− y ' ' z ' x+ z ' ' xy '−z ' ' x ' y=sin L L' (x ' ' cos1λ+ y ' ' cos2λ+ z ' ' cos3λ ),

mit  xy ' z ' '+x ' y ' ' z+x ' ' yz '−xy ' ' z '−x ' yz ' ' x ' ' y ' z=Δ wird die linke Seite oben zu Δ,



die rechte Seite oben wird nach Ersetzung der Abkürzungen in Originalform zu 

sin L L' ( x ' ' cos 1λ+ y ' ' cos2λ+z ' ' cos3λ )=sin L L' (cos1 L' ' cos1λ+cos 2 L' ' cos2λ+cos 3 L' ' cos 3λ ). 

Setzt man nun im Satz 2.5, 2. Gleichung cos (1 L)⋅cos (1 L')+cos(2 L)⋅cos (2 L')+cos(3 L)⋅cos (3 L')=cos (L L')

L=L ' '  und L'=λ , bekommt man rechts  sin L L'⋅cos (λ L' ' ) und damit die Gleichungen

Δ=cos λ L' ' ⋅ sin L L' .

Gauß unterscheidet die drei Fälle: 

Fall 1:

Figur 15

L´´ liegt auf Großkreis durch LL´. Dann ist λ L' '=90° und also  cos λ L' '=0, was Δ=0 bedeutet.

Fall 2:

Figur 16



L´´ liegt außerhalb des Großkreises durch LL´, aber so, dass er auf der gleichen Seite bzgl. des 
Großkreises liegt wie λ.

Der Sinussatz für rechtwinklige sphärische Dreiecke lautet sin a=sin c⋅sinα  (siehe Figur 17).

Figur 17

Für das rechte rechtwinklige Dreieck in Figur 16 gilt entsprechend für a = p, c = LL´´ und a = L:
sin p=sin L L ' '⋅sin L. Und für das linke rechtwinklige Dreieck für a = p, c = L´L´´ und a = L´:
sin p=sin L' L' '⋅sin L' ,

also : sin p=sin L ⋅ sin L L' '=sin L' ⋅ sin L' L' '.

Zieht man den Bogen p weiter über L´´ hinaus bis zum Pol l des Großkreises, so hat man den 
Winkel 90°, also p+L' ' λ=90°  oder λ L' '=90 °−p.

Fall 3: 

Figur 17

L´´ liegt außerhalb des Großkreises durch LL´, aber so, dass er auf der anderen Seite bzgl. des 
Großkreises liegt wie λ.

Da die beiden rechtwinkligen Dreiecke in sich die gleichen sind wie im Fall 2 gilt wieder

sin p=sin L ⋅ sin L L' '=sin L' ⋅ sin L' L' ' (*)

Geht der Bogen p von L´´ über den Kreis hinaus bis zum Pol λ, so wird zu p noch eine rechter 
Winkel addiert, so dass gilt  L' ' λ= p+90°.



Es gilt in den beiden letzten Fällen  cos λ L' '=cos(90°∓ p)=±sin p  und also 

Δ=±sin p⋅sin L L'=(*)±sin L⋅sin L L' '⋅sin L L'  oder

Δ=±sin p⋅sin L L'=(*)±sin L'⋅sin L ' L ' '⋅sin L L' . 

Die dritte seiner Gleichungen erzeugt Gauß, indem er die Bezeichnungen des Dreiecks L L´L´´ 
zyklisch vertauscht und so die Bezeichnungen L´´ L L´ erhält. Auf die erste Gleichung angewandt, 
bekommt man so die dritte:
Δ=±sin L⋅sin L L' '⋅sin L L'⇒Δ=±sin L' '⋅sin L' ' L'⋅sin L' ' L

Figur 18

Für eine sphärische Pyramide mit den Winkeln L, L´und L´´ gilt V p=
1
3

r3(L+L'+L' '−π )=1
3

r3ϵ .

sin L⋅sin L L' '⋅sin L L'=! 6 V p =
r=1

2(L+L'+L' '−π ), also 

sin L⋅sin L L' '⋅sin L L'=! 2(L+L'+L' '−π ) 

3.

„Von einer krummen Fläche sagt man, dass sie in einem auf ihr gelegenen Punkte A eine stetige 
Krümmung besitzt, wenn die Richtungen der Geraden, die von A nach den verschiedenen dem 
Punkte A unendlich nahen Punkten der Fläche gezogen werden können, sämtlich von ein und 
derselben durch A gehenden Ebene unendlich wenig abweichen. Diese Ebene berührt, wie man zu 
sagen pflegt, die krumme Fläche in A. Sobald dieser Bedingung in einem Punkte nicht genügt 
werden kann, wird die Stetigkeit der Krümmung unterbrochen, wie es z.B. an der Spitze eines 
Kegels stattfindet. Die folgenden Untersuchungen sollen auf solche krummen Flächen oder auf 
solche Teile von Flächen beschränkt werden, bei denen die Stetigkeit der Krümmung nirgends 
unterbrochen wird. Wir bemerken nur noch, dass die Methoden, welche zur Bestimmung der Lage 
der Berührungsebene dienen, für singuläre Punkte, in denen die Stetigkeit der Krümmung 
unterbrochen wird, ihre Bedeutung verlieren und auf Unbestimmtes führen müssen.“

Die eindimensionale Analogie: Eine Kurve hat eine stetige Krümmung im Punkt A, wenn die 
Steigungen der Geraden (Sekanten) s, die von A zu dem Punkt A infinitesimal nahen (dx) Punkten P
auf der Kurve gezogen werden können, von der Tangente t durch A nur infinitesimal (dy) 
abweichen.



Figur 19

In Figur 19 rechts gibt es keine eindeutige Tangente, also nicht mehr die von der Mathematik 
geforderte Bestimmtheit. Im Zweidimensionalen siehe Figur 20.

Figur 20

4.

„Die Lage der Berührungsebene wird am bequemsten durch die Lage des auf ihr im Punkte A 
errichteten Lotes bestimmt: man nennt dasselbe eine Normale der krummen Fläche. Die Richtung 
dieser Normalen soll durch den Punkt L auf der Oberfläche der Hilfskugel dargestellt werden und

cos1 L=X ,cos2 L=Y ,cos3 L=Z

gesetzt werden, während mit x, y, z die Koordinaten des Punktes A bezeichnet werden sollen. Es 
seien ferner  x+dx , y+dy , z+dz  die Koordinaten eines anderen Punktes A’ der krummen Fläche, ds
der unendlich kleine Abstand desselben von A; endlich sei λ  der Punkt der Kugelfläche, welcher die
Richtung des Bogenelements AA’ darstellt. Dann wird

dx=ds⋅cos1λ ,dy=ds⋅cos2λ ,dz=ds⋅cos3λ ,

und da λ L=90° sein soll,

X cos1λ+Y cos2λ+Z cos3λ=0.

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit den vorhergehenden ergibt sich

Xdx+Ydy+Zdz=0.“

A



Figur 21

Figur 22

In Figur 22 ist L der Punkt mit den Koordinaten  X=−1 /3 ,Y=2 /3 ,Z=2 /3, X, Y, Z sind also die 
konventionellen Koordinaten eines Punktes im dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem.

Figur 23 (Bogenelement und rechts Repräsentation seiner Richtung)

In Figur 23: Punkt A (1 /2 /0,765), A ' (1,25 /2,3 /0,708)  dx=0,25 , dy=0,3 dz=0,057.
                   der NV der Ebene ist  (−0,49 /0,35 /1)T.



Das Bogenelement AA´liegt offensichtlich auf der krummen Fläche, das als infinitesimales als 
Strecke vorstellbar ist. Die Richtung dieser Strecke wird gemäß 1. „Richtungen werden dann durch 
diejenigen Punkte auf der Oberfläche dieser Hilfskugel dargestellt, welche die Endpunkte der mit 
ihnen parallel gezogenen Radien sind.“

 λ  heißt also der Endpunkt auf der Kugeloberfläche desjenigen Radius’, der parallel zur Strecke des
Bogenelements ist. Da es aber zwei parallele Radien gibt, ist es sinnvoll auch eine Orientierung 
anzugeben, sodass man Eindeutigkeit gewinnt. Das (infinitesimale) Bogenelement sollte also durch 

einen Vektor angegeben werden:  d⃗s= A⃗A '=(dx
dy
dz),  ds2=dx2+dy2+dz2.

Das Bogenelement in Figur 32 wäre also A⃗A '=( 0,25
0,3

0,057). Wird der Vektor  normiert, dann ist der 

Punkt λ  gerade der Endpunkt des Vektors, wenn der Anfangspunkt der Ursprung ist (Figur 23 
rechts)

    

Figur 24 (rechts in gekrümmter Fläche)

Im rechten Bild von Figur 24 ist dx=ds cosα . Da im linken Bild  ds und Ol parallel sind, sind auch
die Winkel zwischen λ  und x-Achse einerseits und zwischen ds und dx gleich: cos1λ=α .  Also ist
dx=ds cos1λ . Die beiden anderen Gleichungen folgen ganz analog.

Da das Bogenelement auf der gekrümmten Fläche bzw. der Tangentialebene liegt und der 
Normalenvektor senkrecht darauf steht, si stehen auch laut Konstruktion die Darstellungen auf der 
Kugelfläche senkrecht: OL⊥Oλ  und der Bogen λ L=90°.

Aus Satz 2.5, 2.Gleichung  cos(1 L)⋅cos(1 L' )+cos(2 L)⋅cos(2 L')+cos (3 L)⋅cos(3 L')=cos(L L' ) 
folgt für L'=λ  :  cos(1 L)⋅cos(1λ)+cos(2 L)⋅cos(2λ)+cos(3 L)⋅cos (3λ)=cos(Lλ )=0 und
da  cos1 L=X ,cos2 L=Y ,cos3 L=Z   folgt  X⋅cos(1λ)+Y⋅cos(2λ )+Z⋅cos(3λ)=0.

Oder mit  
dx
ds
=cos1λ , dy

ds
=cos2λ , dz

ds
=cos3λ   gilt 

 
X⋅dx
ds

+Y dy
ds
+Z dz

ds
=0⇒  X dx+Y dy+Z dz=0 (*).



Nun geht es weiter mit Gauß direkt:

„Nun gibt es zwei allgemeine Methoden, eine krumme Fläche analytisch darzustellen. Die erste 
Methode benutzt eine Gleichung zwischen Koordinaten x, y, z; diese Gleichung soll, wie wir 
annehmen wollen, auf die Form W=0 gebracht sein, wo W eine Funktion der Veränderlichen x, y, z 
ist. Es sei das vollständige Differential der Funktion W

dW=Pdx+Qdy+Rdz,

so wird auf der krummen Fläche

Pdx+Qdy+Rdz=0

und daher auch 

P cos1λ+Q cos2λ+R cos3λ=0.

Da diese Gleichung, ebenso wie die oben aufgestellte, für die Richtungen aller auf der Fläche 
liegenden Bogenelemente ds gelten soll, so übersieht man leicht, dass X, Y, Z den Größen P, Q, R 
proportional sein müssen: und in Folge dessen wird , da noch

X 2+Y 2+Z2=1

ist, entweder

X= P

√P2+Q2+R2
,Y= Q

√P2+Q2+R2
,Z= R

√P2+Q2+R2

oder

X= −P

√P2+Q2+R2
,Y= −Q

√P2+Q2+R2
,Z= −R

√P2+Q2+R2
.

Die zweite Methode stellt die Koordinaten als Funktionen von zwei neuen Veränderlichen p, q dar.
Durch Differentiation dieser Funktionen mögen die Gleichungen entstehen

dx=a dp+a ' dq,
dy=bdp+b' dq ,
dz=c dp+c ' dq;

dann erhält man durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die oben aufgestellt Formel:

(aX+bY +cZ )dp+(a' X+b' Y +c ' Z )dq=0.

Da nun diese Gleichungen stattfinden soll unabhängig von demWert der Differentiale dp, dq, so 
muss offenbar



aX+bY +cZ=0 ,a ' X+b' Y +c ' Z=0

sein: daraus schließt man, dass X, Z, Y den Größen

bc '−cb ' ,ca '−ac ' , ab '−ba'

proportional sein müssen.

Setzt man noch zur Abkürzungen

√(bc '−cb ')2+(ca '−ac ')2+(ab '−ba ')2=Δ ,

so wird entweder

X=bc '−cb '
Δ ,Y= ca '−ac '

Δ , Z=ab '−ba '
Δ

oder

X= cb '−bc '
Δ ,Y= ac '−ca '

Δ , Z=ba'−ab '
Δ .

Zu den beiden eben besprochenen allgemeinen Methoden kommt noch eine dritte, bei welcher eine 
der Koordinaten, z.B. z, als Funktion der beiden anderen x, y ausgedrückt wird. Diese Methode ist 
augenscheinlich nichts anderes, als ein Spezialfall der ersten oder zweiten Methode. Setzt man 
daher hier

dz=tdx+udy

so wird entweder

X= −t

√1+t2+u2
,Y= −u

√1+t2+u2
,Z= 1

√1+t2+u2

oder

X= t

√1+t2+u2
,Y= u

√1+t2+u2
,Z= −1

√1+t2+u2
.“

Da  dx=ds cos1λ , dy=dscos2λ ,dz=dscos3λ , folgt aus  Pdx+Qdy+Rdz=0

P ds cos1λ+Q dscos 2λ+R dscos3λ=0⇒P cos1λ+Q cos2λ+R cos3λ=0.

Zur ersten Methode: 

Das totale Differenzial der Funktion W(x,y,z)=0 ist: dW=∂W
∂ x

dx+∂W
∂ y

dy+∂W
∂ z

dz mit



∂W
∂ x
=P , ∂W

∂ y
=Q , ∂W

∂ z
=R und dW=(PQR)(

dx
dy
dz)=0 d⇒(PQR)d⃗s=0, d.h  

1

√P2+Q2+R2(PQR)  ist

Normaleneinheitsvektor der Tangentialebene des Punktes A.

„Die oben aufgestellt Gleichung“ ist  X dx+Y dy+Z dz=0⇔(X
Y
Z)d⃗s=0, da X 2+Y 2+Z2=1

(X ,Y ,Z ) ist ja ein Punkt auf der Kugeloberfläche und der Vektor ist der normierte Normalenvektor 

der Tangentialebene, also ist  
1

√P2+Q2+R2(PQR)=(
X
Y
Z) oder, da es zwei normierte NV (die 

Gegenvektoren) einer Ebene gibt, kann auch gelten, 
−1

√P2+Q2+R2(P
Q
R)=(

X
Y
Z).

Oder eine andere Begründung: Die Tangentialebene hat als Ebene die Gleichung 

W (x , y , z)=n1 x+n2 y+n3 z−c=0  und daher dW=n1dx+n2 dy+n3dz=0 mit P=n1 ,Q=n2 , R=n3 

der normierte Normalenvektor ist  n°= 1

√n1
2+n2

2+n3
3
(n1 ,n2 ,n3)

T=(X ,Y , Z)  oder

n°= 1

√P2+Q2+R2
(P ,Q , R)=(X ,Y ,Z), woraus sich ergibt 

X= P

√P2+Q2+R2
,Y= Q

√P2+Q2+R2
,Z= R

√P2+Q2+R2
. Ist der Normalenvektor anders orientiert, also

n°= 1

√n1
2+n2

2+n3
3
(−n1 ,−n2 ,−n3)

T=(X ,Y , Z), dann ist 

X= −P

√P2+Q2+R2
,Y= −Q

√P2+Q2+R2
,Z= −R

√P2+Q2+R2
. 

noch eine andere Begründung, die gleichzeitig das totale Differenzial herleitet:

Den Normalenvektor einer Tangentialebene konstruiert man am besten, indem man ihre 
Richtungsvektoren aufbaut, und zwar am einfachsten zunächst in x-Richtung und y-Richtung.
Geht man ein infinitesimales Stück dx in x-Richtung, so gibt die partielle Ableitung fx  die z-
Steigung an:  z−z0=f x (x−x0)  oder dz=f x dx. Ist  A (x0 , y0. zo) der Startpunkt dann ist 

B(x0+dx , y0 , z0+f x dx ) der diesbezügliche Endpunkt. A⃗B=(dx ,0 , f x dx)T   ist also der erste 
Richtungsvektor. Hält man nun in B den x-Wert fest und geht in y-Richtung, so ist die partielle 
Ableitung fy die z-Steigung  z−(z0+ f x dx)=f y( y− y0)  oder dz '=f y dy  und der z-Endwert ist
z=z0+ f x dx+ f y dy  und der schließlich Endpunkt  A ' (x0+dx , y0+dy , z0+ f x dx+ f y dy) und damit

der Bogenelementvektor  d⃗s= A⃗A '=(dx ,dy , f x dx+f y dy )T  oder  d⃗s=(dx ,dy ,dz)T=(dx , dy ,df )T .



Geht man nochmal vom Punkt A aus in y-Richtung, so ist  C (x0 , y0+dy , z0+ f y dy )  und 

A⃗C=(0 ,dy , f y dy)T   der zweite Richtungsvektor. Durch Linearkombinationen erhält man alle 
möglichen Richtungsvektoren der Tangentialebene und damit alle möglichen 
Bogenelementvektoren. 
Den Normalenvektor erhält man jetzt über das Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren

A⃗B , A⃗C: n⃗=( dx
0

f x dx)×(
0

dy
f y dy)=(

−f x dx dy
−f y dx dy

dxdy )=−dxdy(f x

f y

1 ), seine Länge ist dxdy √ f x
2+f y

2+1

also ist der Normaleneinheitsvektor n⃗0= −1

√f x
2+f y

2+1 (f x

f y

1 )=(
X
Y
Z) bzw. wenn man den 

entgegengesetzten Normaleneinheitsvektor wählt:  n⃗0= 1

√f x
2+f y

2+1 (f x

f y

1 )=(
X
Y
Z). Hier wurde in einer 

Umgebung des Punktes A eine Fläche gewählt, deren Gleichung eindeutig nach z aufgelöst werden 
kann: z=f (x , y ).
Man erhält so mit W (x , y , z)=f (x , y )−z=0: W x=f x ,W y=f y ,W z=1 und damit

P=f x ,Q=f y , R=1 und somit 
1

√P2+Q2+R2(PQR)=(
X
Y
Z).

Ein Beispiel sei das elliptische Paraboloid mit  W (x , y , z)=x2+ y2−z=0  und

dW=2 x dx+2 y dy−dz=0.

Figur 25

Für einen Punkt A des Paraboloids, etwa  A (1 /1/2) ist P=2 ,Q=2 , R=−1, der normierte 
Normalenvektor der Tangentialfläche in A ist  n=(−0,667 /−0,667 /0,333)T , das sind die 
Koordinaten des Punktes L auf der Kugeloberfläche, also

X=cos1 L=−0,667 ,Y=cos 2 L=−0,667 , Z=cos3 L=0,333.

Demnach sind  
X
P
=−0,667

2
=−0,333 , Y

Q
=−0,333 , Z

R
=−0,333  mit der Proportionalkonstanten



 -0,333, das ist gerade der Kehrwert von √P2+Q2+R2=√4+4+1=3 ,also 1 /3 bis auf das 
Minuszeichen. Es gilt hier

X=−0,667=−2
3
= −P

√P2+Q2+R2
,Y=−0,667=−2

3
= −Q

√P2+Q2+R2
, Z=0,333=

−(−1)
3

= −R

√P2+Q2+R2

Beispiel: W (x , y , z)=sin(x )⋅sin ( y )−z=0  mit  dW=sin y⋅cos x dx+sin x cos y dy−dz=0.

Figur 26

P=sin y⋅cos x ,Q=sin x cos y , R=−1.

1) A (0/2/0)⇒P=sin 2=0,909 ,Q=0 , R=−1, Normaleneinheitsvektor auf Tangentialebene durch 
A ist n=(−0,673 /0/0,74)T , also X=−0,673 ,Y=0 ,Z=0,74 mit den Verhältnissen

X=P⋅(−0,673
0,909

)=P⋅(−0,74 ),Y=Q=0 , Z=R⋅0,74
−1

=R⋅(−0,74), wobei

√(P2+Q2+R2)=√0,9092+11=1,35, also X=−0,673=−0,909
1,35

= −P

√P2+Q2+R2
 etc.

Beispiel Ellipsoid 

Figur 27: a=3, b=2, c=1

W (x , y , z)= x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
−1=0    dW=∂W

∂ x
dx+ ∂W

∂ y
dy+ ∂W

∂ z
dz=0  mit



P=∂W
∂ x
= 2

a2
x =a=3 2

9
x ,Q=∂W

∂ y
= 2

b2
y =b=2 1

2
y , R=∂W

∂ z
= 2

c2
z =c=1

2 z,  

A (1 /1/ 1
6
√23)⇒ P=2 /9 ,Q=1 /2 , R=1

3
√23  Normalenvektor auf Tangentialebene durch A:

Im Beispiel ist n⃗0= 1

√ 4
81
+ 1

4
+1 (

2/9
1 /2
1 )= 1

√ 421
324
(P
Q
R)=(

0,1949
0,4386
0,8773)=(

X
Y
Z).

Zur zweiten Methode:  Gauß stellt die Koordinaten x, y, z der Ebene als Funktionen von zwei 
Parametern p und q dar, was eine Erfindung von Gauß ist:

x=k1 (p ,q )⇒dx=
∂k1

∂ p
dp+

∂k1

∂q
dq  mit den Abkürzungen a=

∂k1

∂ p
, a '=

∂ k1

∂ q

y=k2( p ,q)⇒ dy=
∂k2

∂ p
dp+

∂k2

∂q
dq  mit den Abkürzungen  b=

∂k2

∂ p
, b '=

∂ k2

∂ q
 und

z=k3 (p ,q )⇒dz=
∂ k3

∂ p
dp+

∂k3

∂q
dq  mit den Abkürzungen  c=

∂k3

∂ p
,c '=

∂ k3

∂ q

Das nennt man heute Parametertransformation.

Beispiel: Ellipsoid

erste Methode  
x2

Dx
2
+ y2

D y
2
+ z2

D z
2
=1  dagegen die zweite Methode  

x=Dx⋅sin p⋅cosq
y=Dy⋅sin p⋅sin q
z=Dz⋅cos p

, wobei heute 

üblicherweise  p=θ ,q=φ  gewählt werden.

∂k 1

∂ p
=Dx cosq⋅cos p ,

∂k 1

∂q
=−Dx sin p⋅sin q⇒ dx=Dx cosq⋅cos p dp−D x sin p⋅sin q dq

also in der Notation von Gauß:  a=Dx cosq⋅cos p ,a '=−Dx sin p⋅sin q

∂k 2

∂ p
=Dy cos psin q,

∂k2

∂ q
=D y sin p cosq⇒ dy=Dy cos psin q dp+D y sin p cosq dq, in der

Gaußschen Notation: b=Dy cos psin q, b '=Dy sin pcos q  und schließlich

∂k 3

∂ p
=−D z sin p=c ,

∂k3

∂q
=0=c '⇒dz=−D z sin p d p+0dq. Damit sind seine drei Gleichungen:



dx=Dx cos q⋅cos p⏟
a

dp+−Dx sin p sin q⏟
a'

dq

dy=Dy cos psin q⏟
b

dp+D y sin p cosq⏟
b

' dq

dz=−D z sin p⏟
c

dp+0⏟
c '

dq

Damit hat Gauß die sogenannten krummlinigen Koordinaten eingeführt, die Einstein so große 
Schwierigkeiten bereiteten, um sich von der Vorstellung zu lösen, dass Koordinaten immer 
Abstände bedeuten5.
Da ist sinnvoll, da Flächen zweidimensionale Gebilde sind und ihre Punkte demnach nur von zwei 
Variablen abhängen. Eine ökonomische Sicht.

Ist das Ellipsoid eine Kugel mit (festem) Radius r, also  Dx=D y=D z=r , dann gilt 
x=r⋅sin p⋅cosq
y=r⋅sin p⋅sin q
z=r⋅cos p

das sind bekanntlich die sphärischen Koordinaten oder Kugelkoordinaten p, q.

Entsprechend sind p und q mit der Transformationsgleichung in kartesische Koordinaten 

x=Dx⋅sin p⋅cosq
y=Dy⋅sin p⋅sin q
z=Dz⋅cos p

  auch Ellipsoidkoordinaten.

Setzt man die Differentiale in die Gleichung  X dx+Y dy+Z dz=0  ein; ergibt dasselbe

X (adp+a' dq)+Y (bdp+b' dq)+Z (c dp+c ' dq)  oder nach dp und dq geordnet:

(aX+bY +cZ )dp+(a' X+b' Y +c ' Z)dq=0.

Da p, q unabhängige Größen sind, gilt das auch für dp und dq. Also sind die Klammerausdrücke 0: 

aX+bY +cZ=0 , a ' X+b' Y +c ' Z=0  oder  (X
Y
Z)(

a
b
c)=0  und  (X

Y
Z)(

a '
b '
c ')=0.

Die weitere Argumentation geht analog zur vorigen.

Das sind Gleichungen der Tangentialebene T , da  n⃗ °=(XYZ)  Normaleneinheitsvektor der

Tangentialebene T ist. Also sind die Vektoren  (abc) und (a'
b '
c ')  Richtungsvektoren der Ebene T und 

ihr Vektorprodukt wieder einer ihrer Normalenvektoren:

5 Die gedankliche Geschichte dazu ist älter. Es war Euler, der zuerst Polarkoordinaten korrekt einführte. Und vor ihm
gab es schon viele Ansätze bspw. von Cavalieri. 



(abc)×(
a '
b '
c ')=(

bc '−cb '
ca '−ac '
ab'−ba '), der normiert mit n⃗ °  oder −n⃗ ° identisch sein muss, also gilt

1

√(bc '−cb ')2+(ca '−ac ')2+(ab '−ba ')2 (bc '−cb '
ca '−ac '
ab '−ba')=n⃗ °  oder =−n⃗ °. Kürzt man mit Gauß die 

Wurzel mit  Δ  , hat man 

X=bc '−cb '
Δ ,Y= ca '−ac '

Δ , Z=ab '−ba '
Δ   oder  X=− bc '−cb '

Δ ,Y=− ca '−ac '
Δ , Z=− ab'−ba'

Δ .

zurück zum Beispiel: 

Figur 28: Graphen zu den drei Koordinatenfunktionen  x=3sin p cosq , y=2 sin psin q , z=cos p

Zur dritten Methode:  z=f (x , y ) oder W (x , y , z)=f (x , y )−z=0

Das totale Differenzial ergibt  dz=df= ∂ f
∂ x⏟

t

dx+ ∂ f
∂ y⏟

u

dy  oder  
∂ f
∂ x⏟

t

dx+ ∂ f
∂ y⏟

u

dy−1dz=0 mit 

(1. Methode)  P=t ,Q=u, R=−1: X= t

√t 2+u2+1
, Y= u

√t2+u2+1
, Z= −1

√t2+u2+1
 bzw.

X= −t

√t 2+u2+1
, Y= −u

√t2+u2+1
, Z= 1

√t2+u2+1
.

(2. Methode): von  Xdx+Ydy+Zdz=0  ausgehend und dz=t dx+udy einsetzend, hat man

Xdx+Y dy+Z (tdx+udy )=0⇒(X+tZ )dx+(Y +uZ)dy=0; nun setzt man aus 2. ein

dx=a dp+a ' dq, dy=bdp+b' dq und hat (X+tZ )(adp+a ' dq)+(Y +uZ)(bdp+b' dq)=0 und ordnet 
um: (aX+atZ+bY +buZ)dp+(a' X+a' tZ+b' Y +b' uZ)dq=0, was wegen der Unabhängigkeit von



 dp und dq ergibt:( a
b

at+bu)(
X
Y
Z)=0 und ( a'

b '
a ' t+b ' u)(

X
Y
Z)=0 mit dem normierten Vektorprodukt 

beider Richtungsvektoren und demnach normiertem NV der Tangentialebene

1

√t2+u2+1 ( t
u
−1)=±(

X
Y
Z) und man hat damit wieder das gleiche Ergebnis.

5.

„Die beiden im vorhergehenden Artikel gefundenen Lösungen beziehen sich, wie leicht ersichtlich 
ist, auf entgegengesetzte Punkte der Kugelfläche oder auf entgegengesetzte Richtungen;
und naturgemäß rühren diese davon her, dass die Normale auf einer oder der anderen Seite der 
Fläche errichtet werden kann. Wenn man nun von jetzt an die beiden Seiten der Fläche 
unterscheidet und die eine die äußere, die andere die innere nennt, so kann man mit Hilfe des in 
Artikel 2.76 abgeleiteten Satzes für jede der beiden Normalen die zugehörige Lösung angeben, 
sobald sich ein Kriterium zur Unterscheidung der einen Seite von der anderen aufstellen lässt.

Bei der ersten Methode lässt sich ein solches Kriterium aus dem Vorzeichen des Wertes der Größe 
W ableiten. Denn, allgemein zu reden, scheidet die krumme Fläche die Teile des Raumes, in denen 
W einen positiven Wert hat, von denen, in denen der Wert von W negativ ist. Aus dem vorher 
angeführten Satze aber ergibt sich leicht, dass, wenn W einen positiven Wert auf der äußeren Seite 
annimmt, und wenn die Normale nach außen gezogen ist, die erste Lösung zu nehmen ist. Übrigens 
wird man in jedem Einzelfalle leicht beurteilen, ob in Bezug auf das Vorzeichen von W dieselbe 
Regel für die ganze Fläche gilt oder ob für verschiedene Teile verschiedene Regeln Platz greifen; so
lange die Koeffizienten P, Q, R endliche Werte haben und nicht alle drei gleichzeitig verschwinden, 
schließt das Gesetz der Stetigkeit einen Wechsel aus.

Benutzt man die zweite Methode, so kann man auf der krummen Fläche zwei Systeme von krummen 
Linien ins Auge fassen, eins, für welches p veränderlich, q konstant ist, während für das andere q 
veränderlich und p konstant ist: die gegenseitige Lage dieser Linien in Bezug auf die äußere Seite 
muss entscheiden, welche der beiden Lösungen zu nehmen ist. Sobald nämlich die folgenden drei 
Linien, 1) der vom Punkt A ausgehende Zweig einer Linie des ersten Systems, für den p wächst, 2) 
der ebenfalls von A ausgehende, dem zweiten System zugehörige Zweig, für den q wächst, 3) die in 
A nach außen errichtete Normale, ähnlich liegen, wie am Anfangspunkt die Koordinatenachsen x,y, 
z (z.B. wenn sowohl von jenen drei Linien als von diesen die erste nach links, die zweite nach rechts,
die dritte nach oben gerichtet ist), so muss die erste Lösung genommen werden; sobald aber die 
gegenseitige Lage der ersten drei Linien der gegenseitigen Lage der Achsen x, y, z entgegengesetzt 
ist, wird die zweite Lösung gelten.

Bei der dritten Methode ist zu ermitteln, ob, wenn z einen positiven Zuwachs erhält, während x und 
y unverändert bleiben, der betrachtete Flächenpunkt nach der äußeren oder inneren Seite übergeht.
Im ersten Falle gilt für die nach außen gerichtete Normale die erste Lösung, im anderen Falle die 
zweite.“

6 Ich habe ohne große Umstände anstatt 2 (VII) geschrieben 2.7



zur ersten Methode: Da muss sich Gauß irren, denn sein W ist per Definition immer 0. Er meint 
wahrscheinlich das Vorzeichen von  Δ  aus 2.7.; den Satz nennt er ja auch hier. Ist dort nämlich Δ>0
so bildet L L' L' '  ein Linkssystem (in meiner Notation). Und das entspricht der 2. Methode (siehe 
unten).

Bild 29

zur zweiten Methode: 

Figur 30: Parametrisierung eines Flächenstücks mit Koordinatenlinien



Figur 31 (1. Lösung: bei mir Linkssystem)

6. 

„Wie durch Übertragung der Richtung der Normalen einer krummen Fläche auf die Oberfläche der
Hilfskugel jedem Punkte der ersten Fläche ein bestimmter Punkt der zweiten zugeordnet ist, so wird
auch jede Linie resp. jede Figur auf der ersteren durch eine entsprechende Linie oder Figur auf der 
Kugel dargestellt werden. Die Vergleichung zweier derart einander entsprechender Figuren, deren 
eine gleichsam ein Bild der anderen ist, kann man auch von allen Größenbeziehungen abstrahieren 
und nur die Lage in Betracht ziehen.
Der erste Gesichtspunkt bildet die Grundlage einiger Begriffe, deren Einführung in die Lehre von 
den krummen Flächen von großem Nutzen sein wird. Wir schreiben jedem bestimmt abgegrenzten 
Teile einer krummen Fläche eine Totalkrümmung oder Gesamtkrümmung zu, die durch den 
Flächeninhalt derjenigen Figur auf der Kugelfläche gemessen werden soll, welche jenem Teile 
entspricht. Von dieser Gesamtkrümmung ist wohl zu unterscheiden die gewissermaßen spezifische 
Krümmung, die wir das Krümmungsmaß nennen wollen. Dieses letztere bezieht sich auf einen 
Punkt einer Fläche und soll den Quotienten bezeichnen, der entsteht, wenn die Gesamtkrümmung 
des an dem Punkte liegenden Oberflächenelements durch den Flächeninhalt des Elements selbst 
dividiert wird; dasselbe gibt also das Verhältnis unendlich kleiner Flächen an, die einander auf der 
krummen Fläche und der Hilfskugel entsprechen. Der Nutzen dieser neuen Begriffe wird, wie wir 
hoffen, aus den folgenden Untersuchungen noch deutlicher hervorgehen. Was die Terminologie 
betrifft, so haben wir unser Augenmerk vor allem darauf richten zu sollen geglaubt, dass jeder 
Doppelsinn ausgeschlossen werde; deswegen haben wir es auch nicht für zweckmäßig gehalten, die
in der Lehre von den ebenen Kurven gewöhnlich benutzten (obwohl nicht allseitig als angemessen 
angesehenen) Ausdrücke ohne weiteres auf unsern Fall zu übertragen; denn dann hätte das 
Krümmungsmaß einfach Krümmung, die Gesamtkrümmung aber Amplitude genannt werden 
müssen. Aber warum sollen wir uns in der Wahl der Worte nicht frei bewegen, wenn dieselben nur 
nicht inhaltsleere Dinge bezeichnen und der Ausdruck zu einer irrigen Auslegung verführt?



Der erste Satz ist zunächst etwas verwirrend. Gemeint ist wahrscheinlich, dass ein Punkt A auf einer
krummen Fläche, der eine Normale definiert (insofern sie nach außen zeigt), die wiederum einen 
Punkt L auf der Kugeloberfläche festlegt (sodass die Richtung der Normalen mit der des Vektors 
OL übereinstimmt), dadurch diesem Punkt A einen Punkt L zuordnet. Die Zuordnung nenne ich ζ .

Figur 32: Zuordnung von Flächenpunkt A zu Kugelpunkt L über Normale n

Figur 33: Zuordnung von Punkten und Figuren

Der „bestimmt abgegrenzte Fläche“, die Dreiecksfläche ABC in der linken Grafik, soll eine 
„Gesamtkrümmung“ zugeordnet werden, die als der Inhalt des entsprechenden Kugeldreiecks
LA LB LC definiert wird. Der Flächeninhalt eines sphärischen Dreiecks ist μ(LA LB LC)=α+β +γ−π
wobei α ,β ,γ  die Innenwinkel des sphärischen Dreiecks sind. Der Winkel α=∢(LB LA LC) ist der 
Winkel, den die Ebenen LAOLB und LAOLC einschließen. Die anderen analog.
Dazu betrachtet man am einfachsten den Winkel, den die Normalen einschließen. In der Figur 
haben die Punkte folgende Koordinaten: 

LA(0,387 /0 /0,922), LB(−0,382/0,594 /0,708), LC(−0,07 /0/0,998)

 nL A OLB
=O⃗LA×O⃗LB=(0,387

0
0,922)×(

−0,382
0,594
0,708 )=(

−0,548
−0,626

0,23 ) und 

normiert nL A OLB
°=(−0,635

−0,725
0,266 ). nL A OLC

=O⃗LA×O⃗LC=(0,387
0

0,922)×(
−0,07

0
0,998 )=(

0
4,057

0 ), also

ist nL A OLC
°=(010).  cosα=(−0,635

−0,725
0,266 )⋅(

0
1
0)=−0,725⇒α=2,382.



nLC O LB
=O⃗LC×O⃗LB=(−0,07

0
0,998 )×(

−0,382
0,594
0,708 )=(

−0,593
−0,332
−0,042)⇒nLC O LB

°=(−0,871
−0,488
−0,062),

cos β =(−0,635
−0,725
0,266 )⋅(

−0,871
−0,488
−0,062)=0,89⇒β=0,473,  cosγ=(010)⋅(

−0,871
−0,488
−0,061)=−0,488⇒γ=2,081 

 μ(LA LB LC )=α+β +γ−π=2,382+0,473+2,081−3,141=1,8 FE, also rund 14% der 
Kugeloberfläche.,

Die Gesamtkrümmung des Dreiecks ABC wäre also  k g=1,8.

Von der Gesamtkrümmung, die also auf der Kugel gemessen wird, unterscheidet Gauß eine lokale 
infinitesimale Krümmung eines Oberflächenelements (Umgebung) U(A) eines Punktes A. Diese 
definiert er als Quotient aus der Gesamtkrümmung von U(A) durch den Flächeninhalt μ(U )  von 

U(A) auf der krummen Fläche:  k l(U )=
kg(U )
μ (U )

, wenn ich ihn richtig verstanden habe.

Jedes Oberflächenelement U eines Punktes auf der Einheitskugel hätte daher stets die lokale 
Krümmung 1, also die Maßeinheit. Eine Kugel mit größerem Radius müsste demnach für jedes 
ihrer Oberflächenelemente eine konstante lokale Krümmung kleiner 1 haben.
Als Oberflächenelement nehme ich eine Kalotte auf einer Kugel vom Radius r.

Figur 34: Kalotte

Sie ist auf der Kugel mit Radius r und Mittelpunkt O durch zwei verschiedene Punkte A und B 
eindeutig bestimmt, wobei A der Pol sein soll. Die Ebene mit Normalenvektor O⃗A , die durch B 
geht, schneidet aus der Kugeloberfläche einen Kreis mit Mittelpunkt M und Radius a aus, der 
Basiskreis. h ist die Höhe der Kalotte, d.h. de Länge der Strecke MA. Die Mantelfläche der Kalotte 
hat als Inhalt den Wert 2π r h.  Bildet man diese Fläche über ζ  auf die Einheitskugel, deren 
Mittelpunkt auch in O liegen soll, ab, so erhält man auf der Einheitskugel die Punkte
A '=ζ (A), B '=ζ (B), die auf den Geraden OA und OB liegen.

Die Tangentialebene von A ist durch den Normalenvektor O⃗A  gegeben, der bei gleicher Richtung 
auf die Einheitskugel den Punkt A’ erzeugt. Das Analoge gilt für B’.



Figur 35: Ähnliche Figuren

Man sieht, dass folgende Verhältnisse wegen der Ähnlichkeit (Strahlensätze) gelten:

a '
a
=1

r
= h'

h
⇒ 2π r ' h '

2π r h
= 1h'

r h
= 1

r2
.

Das lokale Krümmungsmaß der Kalotte U der Kugel mit Radius r ist also 
k g(U )
μ (U )

=2π r ' h '
2π r h

= 1

r2 .

Das lokale Krümmungsmaß einer Kugel ist natürlich in jedem Kugeloberflächenpunkt das gleiche.

Die Gaußsche Definition stimmt also mit der Anschauung überein. Geht der Radius der Kugel 
gegen Unendlich, so geht die Kugel in eine Ebene über und ihre lokale Krümmung wird zu 0.

Nimmt man als gekrümmte Fläche die Oberfläche eines Zylinder mit Radius r, so ist klar, dass die 
Krümmung in jedem Punkt A der Zylinderoberfläche gleich groß ist. Um das (global) lokale 
Krümmungsmaß zu bestimmen, nehme ich ein Quadrat, auf dem Zylinder dessen Längsseiten in 
Richtung der Länge des Zylinders gehen und die Breitseite ein Kreisbogen des Zylinderkreises ist.

Figur 36

Die beiden „linken“ Normalenvektoren (Figur 36) sind identisch und die beiden rechten unter sich 
auch. Das heißt aber, dass die Bildpunkte der beiden linken Punkte des Zylinderquadrats auf der 
Kugeloberfläche zusammenfallen, wie auch die Bildpunkte der rechten Zylinderpunkte. Demnach 
ist das abgebildete Quadrat auf der Kugel nur ein Bogen, der den Flächeninhalt 0 hat. Also ist der 
Quotient aus den beiden Flächeninhalten 0 und demnach ist die lokale Krümmung des 
Zylinderpunktes ebenfalls 0. Da aber zweifelslos die Zylinderfläche lokal gekrümmt ist, ist die 
Gaußsche lokale Krümmung keine, die vom externen Raum aus wahrgenommen wird. Sie muss 
also die sogenannte intrinsische Krümmung sein.

Was ist aber in diesem Fall? Ich wähle ein ebenes Rechteck und auf ihm einen Punkt A, der der 
Mittelpunkt eines gleichseitigen infinitesimalen Dreiecks PQR ist. Die lokale Krümmung ist 
sicherlich 0, da alle Normalenvektoren gleichgerichtet und gleichorientiert sind, sodass das Bild auf



der Kugelfläche zu einem Punkt zusammenfällt. Ich biege nun das Rechteck zu einem Zylinder, und
zwar so, dass die Achse AP fest bleibt. Der Normalenvektor auf P bleibt unverändert, aber die 
beiden anderen Normalenvektoren biegen sich nach außen, der eine nach links, der andere nach 
rechts. Das Bild dieses gebogenen Dreiecks ist auf der Kugelfläche wieder ein infinitesimales 
Dreieck P´Q´R´ mit drei Punkten, die nicht auf nur einem Bogen liegen. Sein Flächeninhalt ist also 
nicht Null. Also ist auch die lokale Krümmung von A auf dem Zylinder nicht Null?

Wird ein ebenes Blatt Papier zu einem Zylinder gekrümmt, so verändert sich die Gaußsche 
Krümmung also nicht? Und das Quadrat auf dem Blatt Papier hat dann einen Flächeninhalt der 
genau so groß ist wie auf dem zum Zylinder gebogenen Blatt. Und die Seitenlängen haben sich 
nicht verändert7. Kann das sein?8

Noch ein anderes Problem. Stellt man sich eine rechteckige biegsame Folie der Dicke 1 mm vor, in 
der ein Einheitskubus integriert ist und dreht sie zu einem Zylinder, so ist der Innenkreis des 
Zylinders kleiner als der Außenkreis und die innere Basislinie des Quadrats (in Aufsicht) ist kleiner 
als die entsprechende äußere.

Figur 37

Man scheint diesem Problem dadurch entgehen zu können, indem man die Dicke der Folie 
gedanklich auf Null reduziert, so wie man es in der Mathematik zu machen pflegt um eine 
eindimensionale Strecke bzw. einen eindimensionalen Kreis anstatt den Kreisring zu bekommen. 
Betrachtet man den Ring (rechts in Figur 37), wie soll man die Dicke auf Null bringen. Wird der 
kleine Kreis so ausgedehnt bis er mit dem großen zur Deckung kommt, so ist das Resultat die obere 
Länge. Wird es umgekehrt gemacht, dann hat man die untere kleinere Länge. Beide Methoden (und 
viele weitere) sind aber gleichberechtigt und das heißt: die Länge ist unbestimmt. Die Bestimmtheit 
kann man dadurch zurückgewinnen, indem man eine minimale reale Dicke zulässt. Aber dann ist 
eben die obere Seite länger als die untere. Und das kann man intrinsisch messen.

Nun weiter mit Gauß zur Lage der Figuren:

„ Die Lage einer Figur auf der Hilfskugelfläche kann mit der Lage der entsprechenden Figur auf 
der krummen Fläche entweder übereinstimmend, oder ihr entgegengesetzt (die umgekehrte) sein. 
Der erste Fall findet statt, wenn zwei auf der krummen Fläche von demselben Punkt nach 
verschiedenen, jedoch nicht entgegengesetzten Richtungen gezogene Linien auf der Kugelfläche 
durch ähnlich liegende Linien ebenfalls rechts liegt. Der zweite Fall tritt ein, wenn das 
Entgegengesetzte gilt. Beide Fälle wollen wir durch das positive oder negative Vorzeichen des 
Krümmungsmaßes unterscheiden. Diese Unterscheidung kann offenbar nur insofern statthaben, als 
wir auf beiden Flächen eine bestimmte Seite auswählen, auf der wir die Figur liegend denken. Auf 
der Hilfskugel wollen wir stets die äußere, vom Mittelpunkt abgewandte Seite nehmen: auf der 

7 Das behauptet auch Rovelli in seinem neuen Buch über Allgemeine Relativitätstheorie: „General Relativity: The 
Essentials. Cambridge Univ. Press, 2021,. S.20.

8 Dass das aufgrund der Infinitesimalrechnung so ist, zeigt auch mein Artikel „Krümmung“ auf Seite 39.



krummen Fläche kann ebenfalls die äußere Seite, oder die, die als äußere angesehen wird, gewählt 
werden, oder besser dieselbe Seite, auf der die Normale errichtet wird: augenscheinlich wird 
nämlich hinsichtlich der Übereinstimmung der Lage der Figuren nichts geändert, wenn man auf der
Fläche sowohl die Figur, als die Normale auf der entgegengesetzten Seite gezogen denkt, falls nur 
ihr Bild immer auf derselben Seite der Kugelfläche beschrieben wird.
Das positive oder negative Vorzeichen, das wir je nach der Lage einer unendlich kleinen Figur dem 
Krümmungsmaß zuschreiben, können wir auch auf die gesamte Krümmung einer endlichen Figur 
auf der Fläche ausdehnen. Wollen wir jedoch den Gegenstand in seiner vollen Allgemeinheit 
abhandeln, so sind noch einige Erörterungen nötig, die hier nur kurz berührt werden sollen. Wenn 
die Figur auf der krummen Fläche so beschaffen ist, dass den einzelnen in ihr liegenden Punkten 
verschiedene Punkte auf der Kugelfläche entsprechen, so bedarf die Definition keiner weiteren 
Erörterung. Falls aber eine derartige Bedingung nicht stattfindet, wird es nötig sein, gewisse Teile 
der auf der Kugelfläche gelegenen Figur zweimal oder mehrmals in Rechnung zu ziehen. Dadurch 
kann, je nachdem die Lage übereinstimmend oder entgegengesetzt ist, eine Vergrößerung oder ein 
gegenseitiges Aufheben entstehen. Am einfachsten verfährt man in einem solchen Falle 
folgendermaßen: man denke die Figur auf der krummen Fläche in solche Teile geteilt, die, jeder für
sich betrachtet, der obigen Bedingung genügen, man bestimme sodann für die einzelnen Teile die 
Gesamtkrümmung vermittelst der Größe der Fläche der entsprechenden Figur auf der Kugel, wobei
für das Vorzeichen die Lage maßgebend ist, und man nehme endlich als Gesamtkrümmung der 
ganzen Figur denjenigen Wert an, welcher durch Addition der den einzelnen Teilen entsprechenden 
Gesamtkrümmungen entsteht. Allgemein ist daher die Gesamtkrümmung einer Figur

∫ k dσ ,

falls  dσ   das Flächenelement, k das Krümmungsmaß in einem beliebigen Punkte bezeichnet. Was 
die geometrische Darstellung dieses Integrals betrifft, so kommt es dabei hauptsächlich auf das 
Folgende an. Dem Umfang einer Figur auf der krummen Fläche wird (unter der in Art. 3 
angegebenen Einschränkung) auf der Kugelfläche stets eine in sich zurückkehrende Linie 
entsprechen. Wenn dieselbe sich selbst nirgends durchschneidet, so wird durch sie die ganze 
Kugelfläche in zwei Teile geteilt, deren einer der Figur auf der krummen Fläche entspricht; der 
Flächeninhalt dieses Teils, positiv oder negativ genommen, je nachdem derselbe hinsichtlich seines 
Umfangs dieselbe Lage hat wie die Figur auf der krummen Fläche oder die entgegengesetzte, wird 
dann die Gesamtkrümmung der zuletzt genannten Figur ausdrücken. Sobald aber jene Linie sich 
selbst einmal oder mehrmals schneidet, ist die Gestalt der Figur zwar eine komplizierte, jedoch 
kann man ihr noch einen bestimmten Flächeninhalt mit demselben Rechte zuschreiben, wie einer 
Figur ohne Knoten; und dieser Flächeninhalt, richtig verstanden, liefert stets den rechten Wert der 
Gesamtkrümmung. Indessen müssen wir die weitere Erörterung dieses Gegenstandes, der die 
allgemeinste Auffassung von Figuren betrifft, und für eine andere Gelegenheit vorbehalten.“



Figur 38

Figur 38 zeigt eine Figur, das Dreieck ABC, auf der krummen Fläche und ihr Bild auf der Kugel, 
das sphärische Dreieck LA LBLC. Auf dem Dreieck ABC hat man die „äußere“ Seite, die sichtbare in 
der Figur, von der die Normalenvektoren „nach oben“ gehen. Auf der Kugel ist die äußere Seite 
auch diejenige, die wir sehen. Verlängert man die Radialvektoren OLA, OLB, OLC , so zeigen sie 
nach außen und bilden ebenfalls die (nicht normierten) Normalenvektoren der genannten Punkte.

Figur 39

In Figur 39 sind die „inneren Seiten“ der krummen Fläche und der Kugelfläche in türkis gezeichnet.
Grau sind die negativen Werte, Magenta die positiven Werte der „äußeren“ Seite.

In Figur 38 (linke Grafik) sieht man vom Punkt A aus zwei Linien AB, AC, die nicht in 
entgegengesetzter Richtung verlaufen, nach „rechts“.  Vom entsprechenden Punkt LA auf der 
Kugelfläche verlaufen die entsprechenden Linien (Bögen) nach „links“. Gauß will in diesem Fall 
das Krümmungsmaß als negativ ansehen oder definieren. Das Krümmungsmaß ist zunächst aber 
natürlich nichtnegativ, da der Quotient zweier Flächeninhalte immer nichtnegativ ist. 
Die Krümmung der äußeren Kugelfläche ist also positiv gekrümmt, die Innenseite negativ, da die 
Punkte mit ihren Bildern übereinstimmen, bzw. bei anderen konzentrischen Kugeln Streckungen 
sind.
Konvexe Figuren haben also positive Krümmung und konkave negative.

Figur 40

Das Dreieck ABC ist konvex wie auch das gleichorientierte sphärische Dreieck LALBLC.. Die lokale 
Krümmung ist hier also positiv.

A. Wangerin berichtet, dass Gauß eine Anzeige in den „Göttinger gelehrten Anzeigen“ vom 5. 11. 
1827 veröffentlicht hat und er darin seine Begriffe der Gesamtkrümmung und des 
Krümmungsmaßes motiviert: „Je geringer die Abweichung eines Stückes einer krummen Fläche 
von der Ebene ist, desto kleiner wird der entsprechende Teil der Kugelfläche sein, und es ist mithin 
ein sehr natürlicher Gedanke, zum Maßstabe der Totalkrümmung, welche einem Stück einer 
krummen Fläche beizulegen ist, den Inhalt des entsprechenden Stücks der Kugelfläche zu 
gebrauchen. Außer der Größe kommt aber zugleich noch die Lage der Teile in Betracht, die, ganz 
abgesehen von dem Größenverhältnis, in den beiden Stücken entweder eine ähnliche, oder eine 



verkehrte sein kann: diese beiden Fälle werden durch das der Totalkrümmung vorzusetzende 
positive oder negative Zeichen unterschieden werden können. […] Die Vergleichung des Inhalts 
zweier einander korrespondierender Stücke der krummen Fläche und der Oberfläche der Hilfskugel
führt nun (auf dieselbe Art, wie z.B. aus der Vergleichung von Volumen und Masse der Begriff von 
Dichtigkeit hervorgeht) zu einem neuen Begriffe“ [dem des Krümmungsmaßes].

Figur 41

Illustration zu Gauß’ Bemerkung: „Je geringer die Abweichung eines Stückes einer krummen 
Fläche von der Ebene ist, desto kleiner wird der entsprechende Teil der Kugelfläche sein […]“
Kalotte als auch Halbkugelausschnitt jeweils in Frontalsicht.

Wangerin bemerkt dazu: „Die in Rede stehende Definition des Krümmungsmaßes, deren 
Aufstellung zu den wertvollsten wissenschaftlichen Leistungen von Gauß gehört, ist allseitig 
akzeptiert, während eine abweichende, von Sophie Germain vorgeschlagene Definition, die als Maß
der Flächenkrümmung in einem Punkte das arithmetische Mittel der reziproken Hauptkrümmungs-
radien (die sogenannte mittlere Krümmung) ergibt, verworfen ist.“ 
Dann schreibt Wangerin weiter:
„Seit etwa zwei Jahrzehnten hat man den Begriff des Krümmungsmaßes auch auf drei- und 
mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten ausgedehnt. Doch sind hier verschiedene Erweiterungen 
möglich. Die wichtigsten derselben sind die von Riemann („Über die Hypothesen, welche der 
Geometrie zu Grunde liegen“, 1868), […] ferner die von Kronecker („Über Systeme von 
Funktionen mehrerer Variabeln“, 1869) […], die auch von Lipschitz adoptiert ist.“

Eine andere Möglichkeit ein Krümmungsmaß zu bestimmen, wäre eventuell das Vektorfeld der 
Normalenvektoren in einer Umgebung der krummen Fläche zu nehmen und als Maß die Divergenz 
dieses Vektorfeldes zu definieren. Ist die Fläche eine Ebene, so ist die Divergenz 0, ist die Fläche 
konvex, so ist die Divergenz positiv und im konkaven Fall negativ. Je größer die Krümmung desto 
stärker die Divergenz. Bei einer Einheitskugel sind die Normalenvektoren gerade die 
Radialvektoren.

Wenn Gauß in der Anzeige sagt, dass er das Krümmungsmaß analog zur Massendichte ρ (x)= d m
d V

definiert, dann steht in der Analogie für die Masse hier der der krummen Fläche korrespondierende 
Flächeninhalt auf der Einheitskugel und dem Volumen der Inhalt des krummen Flächenstücks:

k (x)=
d μ(U (Lx))
d μ(U (x))

, wobei μ das Maß ist, hier Flächenmaß.

Diese Analogie kommt mir sehr entgegen, da ich die sog. Raumzeitkrümmung als Energiedichte 

verstehe, also  k (x)=
d E(U (x))
dμ (U (x ))

. Wird die durchschnittliche Energie des Quantenvakuum als 0 



gesetzt, so wäre die Krümmung im nicht erregten Zustand überall 0. Bei einer größeren 
Energiedichte würde die „Krümmung“ positiv und bei einer Energiedichte, die unterhalb des 
Durchschnittswerts liegt, wäre die „Krümmung“ negativ. Da meines Erachtens jede Energie auf 
Photonen reduzierbar erscheint, ginge es also um die (virtuelle) Photonendichte, die wir als 
Krümmung wahrnehmen, in Wirklichkeit aber gar keine ist, sondern auf einer Zeitverzögerung 
basiert.

Aber weiter mit Gauß:

7.

„Wir wollen nun eine Formel für das Krümmungsmaß in einem beliebigen Punkte einer krummen 
Fläche ableiten. Bezeichnet  dσ   den Flächeninhalt des betrachteten Oberflächenelements, so ist 
Z dσ   der Flächeninhalt der Projektion dieses Elements auf die xy-Ebene; und ebenso ist, wenn
d Σ  der Flächeninhalt des entsprechenden Elements der Kugelfläche ist,  Z d Σ  der Flächeninhalt 
seiner Projektion auf dieselbe Ebene: das positive oder negative Vorzeichen von Z aber zeigt an, ob 
die Lage der Projektion mit der des projizierten Elements übereinstimmt oder die entgegengesetzte 
ist; offenbar haben daher jene Projektionen dasselbe Größenverhältnis und zugleich dieselbe 
gegenseitige Lage wie die Elemente selbst. Wir wollen jetzt ein Element der Oberfläche betrachten, 
das die Gestalt eines Dreiecks hat, und annehmen, dass die Projektionen der drei Eckpunkte die 
Koordinaten haben

x , y ,
x+dx , y+dy
x+δ x y+δ y .

der doppelte Flächeninhalt dieses Dreiecks ist

dx⋅δ y−dy⋅δ x ,

und zwar gibt dieser Ausdruck den doppelten Inhalt mit positiven oder negativen Vorzeichen, je 
nachdem die Seite, die vom ersten zum drittem Punkte führt, in Bezug auf die Seite, die den ersten 
mit dem zweiten verbindet, ebenso liegt, wie die Koordinatenachse y zur Koordinatenachse x oder 
entgegengesetzt.
Sind ferner die Koordinaten der drei Punkte, welche die Ecken der Projektion des entsprechenden 
Elements der Kugelfläche sind, auf das Zentrum der Kugel als Anfangspunkt bezogen,

X , Y ,
X+dX , Y +dY
X+δ X Y +δ Y ,

so wird der doppelte Flächeninhalt dieser Projektionen

dX⋅δ Y−dY⋅δ X ,

und von dem Vorzeichen dieses Ausdrucks gilt dasselbe wie oben. Daher ist das Krümmungsmaß an
der betrachteten Stelle der krummen Flächenelement

k= dX⋅δ Y−dY⋅δ X
dx⋅δ y−dy⋅δ x

.



Figur 42

   
Figur 43

Ich veranschauliche den Fall 3:

Ist t die Tangentialebene der krummen Fläche im Flächenpunkt A(x0, y0, z0) , z0=f (x0 , y0),die durch
die Richtungsvektoren A⃗B und A⃗C  bestimmt ist, so ist die der Inhalt des Flächenelement
dσ =|⃗AB× A⃗C|.  B erhält man über die Richtungsableitung fx:  B(x0+dx , y0 , z0+f x dx ), so dass der 

Richtungsvektor ist  A⃗B=(dx ,0 , f x dx )T.  C erhält man zu C (x0 , y0+dy , z0+ f y dy ) , somit ist der 

zweite Richtungsvektor A⃗C=(0 ,dy , f y dy)T . Damit wird der Normalenvektor zu

 ± A⃗B× A⃗C=±( dx
0

f x dx)×(
0
dy

f y dy)=±(
−f x dx dy
−f y dx dy

dx dy )=±dx dy(−f x

−f y

1 ) und seine Länge zu 

 dx dy √f x
2+f y

2+1  . Somit ist das infinitesimale Flächenelement diese Länge, die den Flächeninhalt 
des Parallelogramms ABC angibt

dσ =dx dy √f x
2+f y

2+1.

Die Projektion der Richtungsvektoren auf die xy-Ebene ergibt natürlich  (⃗AB)'=d⃗x  und

(⃗AC)'=d⃗y  mit dem Flächeninhalt  dx dy .



Gauß nennt das Verhältnis Z:  Z dσ =dx dy , sodass in diesem Fall gilt  Z= 1

√ f x
2+ f y

2+1
.

Sei eine beliebige krumme Fläche gegeben in der Form  z=f (x , y ) und  A (x0 , y0 , f (x0 , y0)) ein 
beliebiger Punkt auf dieser Fläche. Dann ist der Normalenvektor der Fläche in diesem Punkt A

n⃗=±dx dy(−f x

−f y

1 ) , seine Länge  dσ =dx dy √f x
2+f y

2+1  der Inhalt des Flächenelements und der 

Normaleneinheitsvektor  n⃗ °=± 1

√ f x
2+f y

2+1 (−f x

−f y

1 ).
Die Koordinaten von n⃗ °  sind die Koordinaten von L auf der Kugel, also der Kugelpunkt, der den 

Punkt A repräsentiert: L=(XYZ)=±(
−f x

√f x
2+f y

2+1
−f y

√f x
2+f y

2+1
1

√f x
2+f y

2+1
) (+ für oben, - für unten).

Die Gleichung der oberen Kugelfläche ist  F (X ,Y )=√1−X2−Y 2 , die der unteren  

F (X ,Y )=−√1−X2−Y 2  und  FX=
−X

√1−X2−Y 2
  und  FY=

−Y

√1−X2−Y 2
 (oben), bzw. unten

FX=
X

√1−X2−Y 2
  und  FY=

Y

√1−X2−Y 2
.

Der Normalenvektor in L ist  N⃗=±dX dY (−FX (X ,Y ,Z)
−FY (X ,Y , Z)

1 ) 
√1−X2−Y 2=√1−

f x
2

f x
2+f y

2+1
−

f y
2

f x
2+ f y

2+1
= 1

√f x
2+f y

2+1
 und damit FX=±

f x

√ f x
2+ f y

2+1

1

√ f x
2+f Y

2 +1

=±f x, (+ für 

oben, - für unten) ebenso  FY=±f y.

Also für oben:  N⃗=dXdY (−f x

−f y

1 ) und unten  N⃗=−dXdY( f x

f y

1 ).
Der Inhalt des entsprechenden Flächenelements auf der Kugelfläche ist die Länge von N⃗ :



also für beide Fälle  d Σ=|dX dY|√f x
2+f y

2+1.  Die Projektion des Flächenelements auf die xy-Ebene 

(oder XY-Ebene, was das Gleiche ist) ist dX dY , also ist Z d Σ=dX dY ⇒Z= dX dY
|dXdY|

1

√f x
2+f y

2+1
 oder

Z=sgn(dXdY ) 1

√[ f x
2+f y

2+1]
 und  Z= ±1

√ f x
2+ f y

2+1
.  Z ist also tatsächlich die Z-Koordinate von L.

Ist Z positiv, dann ist dXdY >0, d.h. die Dreiecke ABC und LALBLC  sind gleichorientiert, d.h. 
entweder dX>0  und dY >0 wie per Definition dx, dy oder dX<0  und dY <0. In beiden Fällen sind 
die NV (von der krummen Fläche in A und der Kugelfläche in LA) gleichgerichtet und die krumme 
Fläche in A konvex. 

Ist Z negativ, dann ist dXdY <0 und die Dreiecke ABC und LALBLC  sind entgegengesetzt orientiert  
und entweder ist dX<0  und dY >0 oder dX>0  und dY <0. Die NV sind entgegengesetzt gerichtet 
und die krumme Fläche in A konkav.

Die lokale Krümmung (oder das Krümmungsmaß) der krummen Fläche in A ist demnach

k= d Σ
dσ
=|dX dY|

dx dy
 , d.h. k ist so immer nichtnegativ. Gauß muss also nicht nur die Flächeninhalte 

nehmen, sondern präziser die orientierten Flächeninhalte, d.h. k= dX dY
dx dy

.

Gauß führt aber k etwas anders ein wie anfänglich in 2.6. behauptet, als er für die lokale Krümmung
den Quotienten von Flächeninhalten, die nichtnegativ sind, angibt.

Auf der xy-Projektionsebene wählt er ein Dreieck A’B’C’ mit  A ' (x , y) , B '(x+dx , y+dy ) und
C '(x+δ x , y+δ y), das die gleiche Orientierung hat wie das entsprechende Dreieck ABC auf der 
krummen Fläche. Um den Flächeninhalt des projizierten Dreiecks zu berechnen, bildet er das 

Vektorprodukt (dx
dy
0 )×(

δ x
δ y
0 )=(

0
0

dx δ y−dyδ x)=n⃗ dessen Betrag (bzw. dessen Norm) der doppelte 

Inhalt des Dreiecks ist, also |dxδ y−dy δ x|. 

Wenn ich es in meinem Linkssystem darstelle, sieht es etwa folgendermaßen aus, wenn alle 
infinitesimalen  dx , dy ,δ x ,δ y  sinnvollerweise nichtnegativ gewählt werden:



Figur 44

Gauß sagt also 

„der doppelte Flächeninhalt dieses Dreiecks ist

dx⋅δ y−dy⋅δ x ,

und zwar gibt dieser Ausdruck den doppelten Inhalt mit positiven oder negativen Vorzeichen, je 
nachdem die Seite, die vom ersten zum drittem Punkte führt, in Bezug auf die Seite, die den ersten 
mit dem zweiten verbindet, ebenso liegt, wie die Koordinatenachse y zur Koordinatenachse x oder 
entgegengesetzt.“ 

und hat dadurch die Orientierung eingeführt. Figur 44 2. Grafik ist der entgegengesetzte Fall und 3. 
Grafik der gleichorientierte Fall mit der Orientierung wie die der Achsen (1.Grafik).

Dann wählt er die Projektion des entsprechenden Dreiecks LALBLC auf der Kugelfläche mit gleicher
Bezeichnung nur mit Großbuchstaben.

dX⋅δ Y−dY⋅δ X   ist auch wieder der orientierte Flächeninhalt des projizierten Dreiecks.

Mit  k= dX⋅δ Y−dY⋅δ X
dx⋅δ y−dy⋅δ x

.  hat er nun die lokale Krümmung über orientierte Flächeninhalte und 

damit auch negative Krümmungen.

Weiter mit Gauß: 

„Nehmen wir nunmehr an, die Fläche sei in der dritten Art in Art.1 betrachteten Formen gegeben, 
so sind X und Y Funktionen von x und y, und es ist daher

dX=∂X
∂ x

dx+∂ X
∂ y

dy

δ X=∂X
∂ x
δ x+ ∂ X

∂ y
δ y

dY=∂Y
∂ x

dx+∂Y
∂ y

dy

δ Y=∂Y
∂ x
δ x+ ∂Y

∂ y
δ y .

Durch Substitution dieser Werte geht der obige Ausdruck in folgenden über:

k=∂ X
∂ x
⋅∂Y
∂ y
−∂ X
∂ y
⋅∂Y
∂ x

.

Setzen wir, wie oben [4.]

∂ z
∂ x
=t , ∂ z

∂ y
=u,



außerdem
∂2 z

∂ x2
=T , ∂

2 z
∂ x∂ y

=U , ∂
2 z

∂ y2
=V

oder

dt=T dx+U dy ,
du=U dx+V dy ,

so geben die obigen Formeln

X=−tZ , Y=−uZ , (1+t 2+u2)Z 2=1 ,

und daher

dX=−Z dt−t dZ ,
dY=−Z du−u dZ ,

(1+t2+u2)dZ+Z(t dt+u du)=0 ;

oder 

dZ=−Z3(t dt+u du),
dX=−Z3(1+u2)dt+Z3 t udu ,

dY=+Z 3 tu dt−Z3(1+t2)du ,

und schließlich

∂ X
∂ x
=Z3 [−(t+u2)T+tu U ],

∂ X
∂ y
=Z3 [−(1+u2)U+t u V ],

∂Y
∂ x
=Z3 [t uT−(1+t2)U ],

∂Y
∂ y
=Z3 [t uU−(1+t2)V ].

Substituiert man diese Werte, so geht aus dem vorher aufgestellten Ausdrucke von k der folgende 
hervor:

k=Z6(TV−U2)(1+t2+u2)=Z 4(TV−U 2)= TV−U2

(1+t2+u2)2
.

Ausgehend vom Zähler von  k= dX⋅δ Y−dY⋅δ X
dx⋅δ y−dy⋅δ x

  (siehe vorigen Abschnitt) erhält man durch 

Substitution mit den vier Gleichungen:



(X x dx+X y dy )⋅(Y xδ x+Y yδ y )−(Y x dx+Y y dy)⋅(X xδ x+X yδ y )=

=X xY x dxδ x+Xx Y y dx δ y+X y Y x dy δ x+X y Y y dy δ y−Y x X x dxδ x−Y x X y dxδ y−Y y X x dy δ x−Y y X y dyδ y=

=(X x Y y−Y x X y)dxδ y−(Y y X x−X yY x)dy δ x=(dxδ y−dy δ x )(X x Y y−Y x X y)⇒

k= dX⋅δ Y−dY⋅δ X
dx⋅δ y−dy⋅δ x

=
(dxδ y−dyδ x)(X x Y y−Y x X y)

dx δ y−dyδ x
=X x Y y−Y x X y.  

Gauß verwendet wieder wie in 4.  z=z (x , y ) und demnach dz= ∂ z
∂ x⏟
=: t

dx+ ∂ z
∂ y⏟
=: u

dy und 

∂ z
∂ x
=t⇒ ∂

2 z

∂ x2
= ∂ t
∂ x⏟
=: T

 und ∂ z
∂ y
=u⇒ ∂

2 z

∂ y2
= ∂u
∂ y⏟
=: V

 und ∂
2 z

∂ x∂ y
=∂u
∂ x⏟
=: U

  und da mit z auch dessen Ableitung 

(nach x) also t, von x und y abhängt: dt= ∂ t
∂ x⏟

T

dx+ ∂ t
∂ y

dy=T dx+ ∂2 z
∂ y∂ x⏟

U

dy=T dx+U dy . Ebenso ist

mit z auch dessen Ableitung (nach y), also u, von x und y abhängig:

du=∂u
∂ x⏟

U

dx+ ∂u
∂ y⏟

V

dy=U dx+V dy, also insgesamt  dt=T dx+U dy  und  du=U dx+V dy.

Aus der 3. Methode von 4. weiß man: X= −t

√t 2+u2+1
,Y= −u

√t 2+u2+1
,Z= 1

√t2+u2+1
 oder 

X=−t Z , Y=−u Z , Z2 (t2+u2+1)=1. Über die Regeln (Summenregel, Produktregel) des totalen 

Differenzials folgt: dX=−Z dt−t dZ,  dY=−Z du−udZ  und d Z 2(t2+u2+1)+Z2 d (t2+u2+1)=0, 

d.h. 2 Z dZ(t2+u2+1)+Z2(2 t dt+2udu+0)=0⇒
:2 Z

dZ(t2+u2+1)+Z (tdt+udu)=0 , also insgesamt

dX=−Z dt−t dZ,  dY=−Z du−udZ   und  dZ (t2+u2+1)+Z(tdt+u du)=0. 

Aus der letzten Gleichung folgt: dZ=
−Z (t dt+udu)

t2+u2+1
=

Z 2= 1
t 2+u2+1

−Z 3(tdt+u du). Für die beiden 

nächsten Gleichungen muss man etwas jonglieren:  dX =letzte Gleichung für dZ −Zdt+t (tZ3(t dt+udu))=

=(−Z+t2 Z 3)dt+Z3 tu du .  Der Klammerterm lässt sich umschreiben mit Z2(t2+u2+1)=1⇒
Z2 t2−1=−Z 2(1+u2)⇒

⋅Z
Z 3 t2−Z=−Z 3(1+u2) und damit folgt in den obigen Term das eingesetzt

dX=−Z3 (1+u2)dt+Z3 t udu.  



Zur letzten Gleichung:  dY =wie oben dZ ersetzten −Zdu−u(−Z3(t dt+u du))=−Zdu+Z 3u(t dt+udu)=

=−Z+Z 3 u2 du+Z 3 tu dt=Z(Z2 u2−1)du+Z3 tu dt. Der Klammerterm wird noch etwas umgeformt; 

Z2(t2+u2+1)=1⇒Z2u2−1=−Z2(t2+1), das ergibt in der vorigen Gleichung ersetzt:

dY=Z(−Z2(t2+1))du+Z3 tu dt=Z3 tu dt−Z 3(t2+1)du. Insgesamt also

dZ=−Z3(t dt+u du),
dX=−Z3(1+u2)dt+Z3 t udu ,

dY=+Z3 tu dt−Z3(1+t2)du .

Ersetzt man in der zweiten Gleichung dt und du durch  dt=T dx+U dy  und  du=U dx+V dy, 

ergibt das dX=−Z3(1+u2)(T dx+U dy )+Z 3 tu(U dx+V dy), ausgeklammert und nach dx, dy sortiert

dX=[−Z3(1+u2)T +Z 3 tuU ]⏟
∂ X
∂ x

dx+[−Z3(1+u2)U+Z3 tuV ]⏟
∂X
∂ y

dy. Daraus folgen die beiden ersten 

Gleichungen  
∂ X
∂ x
=Z3 [−(1+u2)T +tu U ]  und  

∂ X
∂ y
=Z3 [−(1+u2)U +tu V ].

Analog ergibt die dritte Gleichung von oben mit den gleichen Ersetzungen für dt und du:

dY=Z3 tu dt−Z3 (1+t2)du=Z3 tu(T dx+U dy )−Z3 (1+t2)(U dx+V dy), nach dx und dy sortiert:

dY=[Z3 tu T−Z 3(1+t2)U ]⏟
∂Y
∂ x

dx+[Z 3 tu U−Z3(1+t2)V ]⏟
∂Y
∂ y

dy, daraus folgen die beiden letzten 

Gleichungen  
∂Y
∂ x
=Z 3 [tu T−(1+t2)U ]  und  

∂Y
∂ y
=Z 3 [tu U−(1+t2)V ]. Und jetzt noch einen langen 

Atem um k auszurechnen. Für die Differenziale gelten:

dX=Z3[−(1+u2)T+t uU⏟
=:a ]dx+Z3[−(1+u2)U+t uV⏟

=: d ]dy

δ X=Z 3[−(1+u2)T +t u U⏟
=a ]δ x+Z3[−(1+u2)U +t u V⏟

=d ]δ y

dY=Z3[ t uT−(1+t2)U⏟
=: b ]dx+Z 3[t u U−(1+t2)V⏟

=:c ]dy

δ Y=Z3[ t uT−(1+t2)U⏟
=b ]δ x+Z3[ t uU−(1+t2)V⏟

=c ]δ y

Der Zähler von k ist dX⋅δ Y−dY⋅δ X=Z6 ab dxδ x+Z6 ac dxδ y+Z 6bd dyδ x+Z6 cd dy δ y−



−Z6 ab dxδ x−Z6 bd dxδ y−Z6 ac dyδ x−Z 6 cd dyδ y=Z 6(ac−bd )dx δ y−Z6 (ac−bd )dyδ x=

=Z 6(ac−bd)(dxδ y−dy δ x), damit gilt  k=Z6(ac−bd). 

ac−bd=[−(1+u2)T+t uU ][t u U−(1+t2)V ]−[t uT−(1+t2)U ][−(1+u2)U +t uV ]=

=−(1+u2) t uT U+(1+u2)(1+t 2)T V +( t uU )2−t u(1+ t 2)U V +tu(1+u2)T U−(tu)2 T V−(1+t 2)(1+u2)U 2(1+ t 2) t uU V=

=(1+t2+u2)T V +(−1−u2−t2)U 2=(T V−U2)(1+t2+u2) , also gilt

k=Z6(T V−U2)(1+t2+u2) =
1+t 2+u2= 1

Z2

Z 4(T V−U 2) =
Z 2= 1

1+ t2+u2 T V−U 2

(1+t2+u2)2
, also ist endlich

k= T V−U 2

(1+t2+u2)2
.

8. 

„Durch geeignete Wahl des Anfangspunktes und der Koordinatenachsen kann man es leicht 
bewerkstelligen, dass für einen bestimmten Punkt A die Werte der Größen t, u, U verschwinden. Die
beiden ersten Bedingungen werden ja schon erfüllt, wenn die Berührungsebene des Punktes zur 
Koordinatenebene xy genommen wird. Legt man außerdem den Anfangspunkt der Koordinaten in 
den Punkt A, so nimmt der Ausdruck für die Koordinate z offenbar die Form an:

z=1
2

T 0 x2+U0 xy+1
2

V 0 y2+Ω0 ,

wo  Ω0  von höherer als der zweiten Ordnung ist. Dreht man dann die Achsen x, y um einen solchen 
Winkel M, dass

tan 2 M=
2U 0

T 0−V 0

ist, so sieht man leicht, dass eine Gleichung von folgender Form herauskommt:

z=1
2

T x2+ 1
2

V y2+Ω ,

und dadurch ist auch der dritten Bedingung genügt. Hieraus ergibt sich Folgendes:

I. Wenn die krumme Fläche durch eine zu ihr senkrechte Ebene geschnitten wird, welche durch die 

x-Achse geht, so entsteht eine ebene Kurve, deren Krümmungsradius im Punkte A gleich  
1
T

  wird;

dabei zeigt das positive oder negative Zeichen die Konkavität oder Konvexität gegen die Seite hin 
an, nach der die z-Koordinaten positiv sind.



II. Ebenso wird  
1
V

  der Krümmungsradius im Punkt A für diejenige ebene Kurve, die durch den 

Schnitt der krummen Fläche mit der durch die Achsen y und z gelegten Ebene entsteht.

III. Setzt man x=r cosφ , y=r sinφ , so wird

z=1
2
(T cos2φ +V sin2φ )r2+Ω .

Daraus schließt man, dass, wenn die Fläche von einer durch A gehenden, auf ihr senkrechten Ebene
geschnitten wird, die mit der Achse x den Winkel  φ   bildet, eine ebene Kurve entsteht, deren 
Krümmungsradius im Punkte A

= 1

T cos2φ +V sin2φ

ist.

IV. Wenn daher  T=V   ist, so werden die Krümmungsradien in allen ebenen Normalschnitten 
gleich. Sind aber T und V ungleich, so ist daraus, dass  Tcos2φ +V sin2φ   für jeden Wert des 
Winkels  φ   zwischen T und V liegt, leicht zu ersehen, dass die Krümmungsradien in den in I. und II.
Betrachteten Hauptschnitten die extremen Werte der Krümmung ergeben, dass nämlich der eine die 
größte, der andere die kleinste Krümmung gibt, wenn T und V mit demselben Zeichen behaftet sind, 
dagegen der eine die größte Konvexität, der andere die größte Konkavität, wenn T und V 
verschiedene Vorzeichen besitzen. Diese Schlüsse enthalten fast Alles, was Euler zuerst über die 
Krümmung von Oberflächen gelehrt hat.

V. Für das Krümmungsmaß der Fläche im Punkte A aber erhält man den sehr einfachen Ausdruck
k=T V ; wir haben daher folgenden wichtigen

Lehrsatz. Das Krümmungsmaß in einem beliebigen Punkte einer Fläche ist gleich einem Bruche,
dessen Zähler = 1, und dessen Nenner das Produkt der beiden extremen Krümmungsradien in 
den durch Normalebenen gebildeten Schnitten ist.

Zugleich erhellt, dass das Krümmungsmaß positiv wird für konkav.konkave oder konvex-konvexe 
Flächen (zwischen beiden besteht kein wesentlicher Unterschied), dagegen negativ für konkav-
konvexe. Besteht eine Fläche aus Teilen von beiden Arten, so muss an der Grenze beider das 
Krümmungsmaß verschwinden. Die Eigenschaften solcher Flächen, in denen das Krümmungsmaß 
überall verschwindet, werden weiter unten entwickelt werden.

Dreht man das Koordinatensystem so, dass die Tangentialebene durch A die xy-Ebene ist, so hat die

Tangentialebene die Form (001)(
x
y
z)=0⇔ z=0 und demnach sind die partiellen Ableitungen von z 

nach x bzw. z nach y in A Null. Also ist  t= ∂ z
∂ x
=0 , u= ∂ z

∂ y
=0  .



Die zweidimensionale Taylorreihe um die Entwicklungsstelle  0=(0,0) , A (0 ,0) und x=(x , y ) ist:

z=f (x)=z (0)⏟
0

+ zx(0)⏟
0

x+ z y(0)⏟
0

y+1
2

x2 zxx(0)+xy⋅zxy(0)+
1
2

y2 z yy (0)+...=

z=f (x)=0+0+0+ 1
2

x2 ∂2 z

∂ x2
(0)+xy ∂2 z

∂ x∂ y
(0)+ 1

2
y2 ∂2 z

∂ y2
(0)+... , also 

z=1
2

T 0 x2+U0 xy+1
2

V 0 y2+Ω0 , mit  T 0=
∂2 z

∂ x2
(0) , U0=

∂2 z
∂ x∂ y

(0) , V 0=
∂2 z

∂ y2
(0)  und Ω0 Terme ab

dritten Grades. Zur Erinnerung:  ∂
2 z

∂ x2
=T , ∂

2 z
∂ x∂ y

=U , ∂
2 z

∂ y2
=V .

Wendet man auf  z=1
2

T 0 x2+U0 xy+1
2

V 0 y2+Ω0 ,  die passive Drehung an, so wird der Vektor

(x
y
z)zu(x '

y '
z ' )=(

cosα sinα 0
−sinα cosα 0

0 0 1)(
x
y
z) oder (x

y
z)=(

cosα −sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1)(
x '
y '
z ') und die Gleichung

z=1
2

T 0 x2+U0 xy+1
2

V 0 y2+Ω0 , zu

z=1
2

T 0(x ' cosα− y ' sinα )2+U 0 (x ' cosα− y ' sinα )(x ' sinα + y ' cosα )+ 1
2

V 0(x ' sinα + y ' cosα )2+Ω ' 0

z=1
2

T 0 x '2 cos2α+ 1
2

V 0 x '2 sin2α +U 0 x ' 2 sinα cosα+1
2

T 0 y ' 2 sin2α+ 1
2

V 0 y ' 2 cos2α−U 0 y '2 sinα cosα

−T 0 x ' y ' sinα cosα−U 0(x ' y ' cos2α−x ' y ' sin2α )+V 0 x ' y ' sinα cosα+Ω0 '=

( 1
2

T 0 cos2α+ 1
2

V 0 sin2α+U0 sinα cosα )x '2+(1
2

T 0 sin2α+ 1
2

V 0 cos2α−U0 sinα cosα ) y '2+Ω0 '

(−T 0 sinα cosα−U 0cos2α +U 0sin2α+V 0sinα cosα ) x ' y ' . Damit das gemischte Glied 

herausfällt, muss gelten  −T 0sinα cosα−U 0 cos2α+U0 sin2α+V 0 sinα cosα=0 oder

2sinα cosα
2sin2α−1

=
2U 0

T 0−V 0

  und da  2sinα cosα=sin 2α  und 1−2sin2α=cos2α  folgt 

2U 0

T 0−V 0

= sin 2α
cos2α

=tan 2α . Unter dieser Bedingung ist 



z=(1
2

T 0cos2α+ 1
2

V 0sin2α+U0 sinα cosα )x '2+(1
2

T 0sin2α +1
2

V 0 cos2α−U 0sinα cosα ) y '2+Ω0 '

oder  z=c x '2+d y '2+Ω0 '  oder einfacher  z=c x2+d y2+Ω  mit den Konstanten c und d. 

Da 
∂ z
∂ x
=2c x⇒T= ∂

2 z

∂ x2
=2c⇒ c=1

2
T   und  

∂ z
∂ y
=2 d y⇒V= ∂

2 z

∂ y2
=2d⇒d=1

2
V   und damit

z=1
2

T x2+ 1
2

V y2+Ω.

Beispiel zu I.:

Figur 45

Die Fläche ist hier  z=−(x2+ y2), wählt man die orthogonale Ebene  y=0, die durch die z-Achse 
geht, so ist die Schnittkurve  c1(t )=(t ,0 ,−t2)T  und der Krümmungskreis im Ursprung hat den 
Mittelpunkt  M (0,0 ,−1 /2) mit dem Krümmungsradius r = ½ . In der Figur ist der rechte Ast dieser 
Schnittkurve (grau) eingezeichnet. Die weiße Kurve (vorne) c2(t )=(0 , t ,−t2)T ist die Kurve, die der 
Schnitt der Fläche mit der Ebene x=0 ergibt. Der Krümmungsradius ist ebenfalls ½. Die 
Krümmungen der Kurven sind im Ursprung alle -2 (wegen der Symmetrie der Paraboloidfläche).

In diesem Beispiel ist  t= ∂ z
∂ x|A=−2 x|A=0  u= ∂ z

∂ y|A=−2 y|A=0 und 

T= ∂
2 z

∂ x2|
A

=−2 , V= ∂
2 z

∂ y2|
A

=−2 , U= ∂2 z
∂ x∂ y|A=0  und man hat die Gleichung ohne Restglied

z=1
2

T x2+ 1
2

V y2 und für die Krümmung gilt  k=TV=4.



allgemein (unter Vernachlässigung von Ω): geht die Ebene durch die x-Achse, die senkrecht auf der

Tangentialebene steht, so hat sie die Gleichung y = 0 und die Schnittkurve ist  z=1
2

Tx2  mit der 

Krümmung im Ursprung k=2 (1
2

T )=T  9und ihr Krümmungsradius ist daher 
1
T

.

zu II.: Die Ebene, die senkrecht auf der Tangentialebene steht und durch die y-Achse geht hat die 

Gleichung x = 0 und die Schnittkurve ist dann  z=1
2

V y2 mit der Ursprungskrümmung  k=V   und 

dem Krümmungsradius 
1
V

.

Eine beliebige Ebene, die senkrecht auf der Tangentialebene steht hat die Gleichung  ax+by=0.
Für b = 0 folgt x = 0 und man hat den Fall II. Für  b≠0  lautet die Gleichung für die Schnittkurve

z=1
2(T + a2

b2 V)x2 und die Krümmung ist dann  k=T + a2

b2
V   mit dem Krümmungsradius

r= 1

|T+ a2

b2
V|

.

zu III. In Polarkoordinaten, also  x=r cosφ  und y=r sinφ 10, geht die Funktionsgleichung über in

z=1
2
(T cos2φ +V sin2φ ) r2+Ω , wobei  φ   der Winkel zwischen x-Achse und dem Radiusvektor ist.

Geht die orthogonale Ebene durch den Radiusvektor r⃗  mit festem  φ , so ist die Gleichung für z 
schon die Schnittkurve (Parabel) in r. Somit ist ihre Krümmung im Ursprung  k=T cos2φ +V sin2φ  

und der Krümmungsradius 
1
|k|
= 1
|T cos2φ +V sin2φ|

. Für  φ=0  hat man den Fall I. Und für

φ=π /2 den Fall II.

zu IV.:  Für T=V  (wie im obigen Beispiel) wird der Krümmungsradius für alle Winkel  
1
T
= 1

V
.

Ist  T≠V   , so ist  
dk
dφ
=2sinφ cosφ (V−T )=0⇒sinφ cosφ=0.  

d2 k

dφ 2
=2(V−T )(cos2φ−sin2φ ).

V >T⇒ φ=0  minimale Krümmung
φ=π /2  maxinale Krümmung

V <T⇒ φ=0  maximale Krümmung 
φ=π /2  minimale Krümmung

.

zu V.: Das folgt direkt aus  k= T V−U 2

(1+t2+u2)2
  für U=t=u = 0:  k=TV .

Da die Krümmung sich durch die durchgeführten Transformationen nicht ändert, gilt der Lehrsatz.

9 Zur Parabelkrümmung siehe meinen Artikel „Krümmung“.
10 r ist hier nicht mehr der Krümmungsradius



Die extremen Krümmungen sind für  φ=0  und  φ=π /2  gegeben und haben die Werte T bzw. V 

und daher haben die Krümmungsradien die Werte  r1=
1
|T|

 und r2=
1
|V|

 und also

k=TV= 1
1
T
⋅1

V

={ 1
r1⋅r2

, fallsT⋅V >0

− 1
r1⋅r2

, falls T⋅V <0

.

Im obigen Beispiel sind beide Kurven extremaler Krümmung -2 konvex (also konvex-konvex) und 
das Krümmungsmaß ist 4, also positiv. Für die Funktion  z=x2+ y2  liegt der Fall konkav-konkav 
vor mit Kurvenkrümmungen 2, also auch mit Krümmungsmaß 4.
Hat man den Fall konvex-konkav der Hauptkurven (bspw. Sattelpunkt), dann ist eine 

Kurvenkrümmung positiv, die andere negativ. Beispiel  f (x , y )=1
2

x2− 1
2

y2  hyperbolisches 

Paraboloid.

Figur 46

Die blaue Kurve ist eine Parabel  z=1
2

x2 mit der Krümmung 1 und die graue Kurve eine Parabel 

z=− 1
2

y2  mit der Krümmung -1 und den Krümmungsradien 1.  T=1 ,V=−1. k=TV=−1.

9.

Die am Schluss des Art.7 für das Krümmungsmaß aufgestellte allgemeine Formel ist von allen die 
einfachste, da sie nur fünf Elemente enthält; auf eine etwas kompliziertere, die aus neun Elementen 
gebildet ist, werden wir geführt, wenn wir die erste Art, eine krumme Fläche auszudrücken, 
anwenden wollen. Wir behalten die Bezeichnungen des Art. 4 bei und setzen außerdem

∂2 W

∂ x2
=P ' , ∂

2 W

∂ y2
=Q ' , ∂

2 W

∂ z2
=R ' ,

∂2 W
∂ y∂ z

=P ' ' , ∂
2 W

∂ x∂ z
=Q ' ' , ∂

2W
∂ x∂ y

=R ' ' ,



so dass

dP=P ' dx+R ' ' dy+Q ' ' dz
dQ=R ' ' dx+Q ' dy+P ' ' dz
dR=Q ' ' dx+P ' ' dy+R ' dz

wird. Da nun  t=−P
R

  ist, so finden wir durch Differentiation

R2 dt=−R dP+P dR
=(PQ' '−RP ')dx+(PP ' '−RR ' ')dy+(PR '−RQ ' ' )dz

oder, dass dz mit Hilfe der Gleichung

Pdx+Qdy+R dz=0

eliminiert wird,

R3 dt=(−R2 P '+2 PRQ ' '−P2 R ')dx+(PRP' '+QRQ ' '−PQR '−R2 R ' ')dy .

Auf ganz ähnliche Weise erhalten wir

R3 du=(PRP ' '+QRQ ' '−PQR '−R2 R ' ' )dx+(−R2 Q '+2QRP' '−Q2 R' )dy .

Hieraus ersehen wir, dass

R3 T=−R2 P '+2 PRQ' '−P2 R ' ,
            R3 U=PRP ' '+QRQ ' '−PQR'−R2 R ' ' ,

R3 V=−R2Q '+2QRP' '−Q2 R '

ist. Substituieren wir diese Werte in Art. 7, so erhalten wir für das Krümmungsmaß k den folgenden 
symmetrischen Ausdruck:

(P2+Q2+R2)⋅k
=P2(Q ' R '−P ' '2)+Q2(P ' R '−Q ' '2)+R2(P' Q '−R ' '2)
+QR( Q''R''-P'P'' )+2PR( P''R''-Q'Q'') +2PQ( P''Q''-R'R'' ).

Die am Schluss von Art. 7 aufgestellte Formel war  k= TV−U2

(1+t2+u2)2
.

Die erste Art, eine krumme Fläche auszudrücken war  W (x , y , z)=0  und ihr Differenzial

dW=P dx+Q dy+R dz=0.

Ich bringe nochmal das Beispiel des Ellipsoids:  x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
=1  oder in der Form oben



W (x , y , z)= x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
−1=0. Dann ist dW=∂W

∂ x⏟
=: P

dx+∂W
∂ y⏟
=:Q

dy+ ∂W
∂ z⏟
=: R

dz=0  mit

∂W
∂ x
= 2

a2
x , ∂W
∂ y

= 2

b2
y , ∂W
∂ z
= 2

c2
z, also  dW= 2

a2
x
⏟

P

dx+ 2

b2
y
⏟

Q

dy+ 2

c2
z
⏟

R

dz.

Da P, Q, R im Allgemeinen von x, y, z abhängen, sind ihre Differenziale

dP=∂P
∂ x⏟
=: P '

dx+ ∂P
∂ y⏟
=: R ' '

dy+ ∂P
∂ z⏟
=:Q' '

dz=∂W 2

∂ x2⏟
P '

dx+ ∂W 2

∂ x∂ y⏟
R ' '

dy+ ∂W 2

∂ x∂ z⏟
Q' '

dz=hier 2

a2
dx+0dy+0 dz,

dQ=∂Q
∂ x⏟
=: R ' '

dx+ ∂Q
∂ y⏟
=: Q'

dy+ ∂Q
∂ z⏟
=: P ' '

dz=hier
0 dx+ 2

b2
dy+0 dz,

dR= ∂R
∂ x⏟
=: Q' '

dx+ ∂R
∂ y⏟
=: P ' '

dy+∂R
∂ z⏟
=: R'

dz=hier
0 dx+0 dy+ 2

c2
dz.

t :=∂ z
∂ x

, Da  dW=0⇒ dW
dx
=0  und  

dW
dx
=∂W
∂ x

∂ x
∂ x
+∂W
∂ y

∂ y
∂ x
+ ∂W
∂ z

∂ z
∂ x

  folgt  

0=∂W
∂ x

∂ x
∂ x⏟

1

+∂W
∂ y

∂ y
∂ x⏟

0

+∂W
∂ z

∂ z
∂ x⏟

t

⇒0=P+R⋅t⇒ t=−P
R

.  Wendet man nun die Quotientenregel für 

den rechten Term an, erhält man  dt=
−(R dP−P dR )

R2 ⇒R2 dt=P dR−R dP  und mit den obigen 

Differenzialen  R2 dt=P (Q ' ' dx+P ' ' dy+R ' dz)−R (P ' dx+R ' ' dy+Q ' ' dz )=

=(PQ' '−RP ')dx+(PP ' '−RR ' ')dy+(PR '−RQ ' ' )dz,  da wegen  Pdx+Qdy+Rdz=0  gilt

dz=− P
R

dx−Q
R

dy,  wird R2 dt=(PQ ' '−RP ')dx+(PP ' '−RR ' ')dy+(PR '−RQ ' ')(− P
R

dx−Q
R

dy)⇒
R3 dt=(2 RPQ ' '−R2 P'−P2 R' )dx+(PP ' ' R−R2 R' '−PR ' Q+RQQ ' ' )dy.

u := ∂ z
∂ y

,  0= dW
dy
=∂W
∂ x

∂ x
∂ y⏟

0

+∂W
∂ y

∂ y
∂ y⏟

1

+ ∂W
∂ z

∂ z
∂ y⏟

u

⇒ ∂W
∂ y

+u ∂W
∂ z
=0⇒u=−Q

R
, das abgeleitet ergibt

du=−R dQ+Q dR

R2
⇒R2du=QdR−R dQ=Q (Q ' ' dx+P ' ' dy+R ' dz )−R (R ' ' dx+Q ' dy+P ' ' dz)⇒

R2 du=(QQ ' '−RR ' ' )dx+(QP' '−RQ')dy+(QR '−RP ' ' )dz⇒



R2 du=(QQ ' '−RR ' ' )dx+(QP' '−RQ')dy+(QR '−RP ' ' )(− P
R

dx−Q
R

dy)⇒
R3 du=(QQ ' ' R−R2 R ' '−QR ' P+RP ' ' P)dx+(2QP' ' R−R2Q '−Q2 R ')dy.

Mit  dt=Tdx+Udy  und du=U dx+Vdy (siehe Seite 40):

R3(Tdx+Udy)=(2 RPQ' '−R2 P '−P2 R ')dx+(PP ' ' R−R2 R ' '−PR ' Q+RQQ ' ' )dy⇒

R3 T=2 RPQ ' '−R2 P'−P2 R '  und R3U=PP ' ' R−R2 R ' '−PR ' Q+RQQ' '. 

Aus R3(U dx+Vdy)=(QQ' ' R−R2 R ' '−QR' P+RP' ' P)dx+(2QP' ' R−R2Q '−Q2 R ')dy⇒

R3 V=2QP' ' R−R2Q '−Q2 R' , also insgesamt:

R3 T=2 RPQ' '−R2 P '−P2 R '
R3 U=PP ' ' R−R2 R ' '−PR ' Q+RQQ ' '
R3V=2QP' ' R−R2Q '−Q2 R '

.

 Aus Art. 7 Ende hatte man k= T V−U 2

(1+t2+u2)2
 oder (1+t2+u2)2⋅k=TV−U 2⇔(1+P2

R2+
Q2

R2)
2

⋅k=TV−U 2

oder  (R2+P2+Q2)2⋅k=R4(TV−U 2)⇔(P2+Q2+R2)2⋅k=R2T⋅R2V−(R2U )2⇔

R2(P2+Q2+R2)2⋅k=R3 T⋅R3 V−R3 U⋅R3 U=
(2 RPQ' '−R2 P '−P2 R ')(2QP ' ' R−R2Q '−Q2 R ')−(PP ' ' R−R2 R ' '−PR ' Q+RQQ ' ' )2

=4 R2 PQP' ' Q ' '−2 R3 PQ' Q ' '−2 R P Q2 Q ' ' R '−2 R3QP' P ' '+R4 P ' Q '+R2 Q2 P ' R '
−2 R P2Q R ' P ' '+R2 P2 R' Q '+P2Q2 R '2−P2 P' '2 R2−R 4 R ' '2+2 PP ' ' R3 R ' '−P2 R '2Q2

+2 P2 P ' ' RR ' Q−2 R2 R ' ' P R ' Q−R2 Q2 Q ' '2−2 PP ' ' R2Q Q ' '+2 R3 R ' ' Q Q ' '+2 PR ' Q2 R Q ' '

=2 R2 PQP' ' Q ' '−2 R3 PQ' Q ' '−2 R3 QP' P ' '+R4 P' Q '+R2Q2 P' R '+R2 P2 R ' Q '−P2 P ' '2 R2

−R4 R' '2+2 PP ' ' R3 R ' '−2 R2 R' ' P R' Q−R2Q2Q ' '2+2 R3 R ' ' Q Q ' '⇒

(P2+Q2+R2)2⋅k=2 PQP' ' Q ' '−2 R PQ' Q ' '−2 R QP' P ' '+R2 P' Q '+Q2 P' R '+P2 R ' Q '−P2 P ' '2

−R2 R ' '2+2 PP ' ' R R ' '−2 R ' ' P R ' Q−Q2Q ' '2+2 R R ' ' Q Q ' '⇒

(P2+Q2+R2)2⋅k=P2(R ' Q '−P' '2)+Q2(P ' R'−Q ' '2)+R2(P' Q '−R ' '2)+2QR (Q ' ' R' '−P ' P ' ')
+2 PR(P ' ' R ' '−Q ' Q ' ')+2 PQ (P' ' Q ' '−R ' R ' ' ).

10.

Eine noch kompliziertere Formel, nämlich eine aus fünfzehn Elementen zusammengesetzte, erhalten
wir, wenn wir die zweite allgemeine Methode der Darstellung einer Fläche benutzen. Es ist jedoch 
von großer Wichtigkeit, auch diese Formel zu entwickeln. Wir wollen wieder die Bezeichnung des 
Art. 4 festhalten und außerdem setzen



∂2 x

∂ p2
=α , ∂2 x

∂ p∂q
=α ' , ∂

2 x

∂q2
=α ' ' ,

∂2 y

∂ p2=β ,
∂2 y
∂ p∂q

=β ' ,
∂2 y

∂q2=β ' ' ,

∂2 z

∂ p2
=γ , ∂2 z

∂ p∂q
=γ ' , ∂

2 z

∂q2
=γ ' ' .

Sodann wollen wir folgende Abkürzungen einführen

bc '−cb '=A ,
ca '−ac '=B ,
ab '−ba '=C .

Zuerst beachten wir, dass

A dx+B dy+C dz=0

oder 

dz=− A
C

dx−B
C

dy

ist; insofern daher  z  als Funktion von  x  und  y  angesehen wird, wird

∂ z
∂ x
=t=− A

C
,

∂ z
∂ y
=u=− B

C
.

Ferner schließen wir aus den Formeln

dx=a dp+a ' dq, dy=b dp+b' dq ,

dass

C dp=b ' dx−a ' dy ,
C dq=−bdx+a dy

ist. Daraus erhalten wir für die vollständigen Differentiale von t und u

C3dt=(A
∂C
∂ p
−C

∂ A
∂ p )(b' dx−a' dy )+(C ∂ A

∂ q
−A

∂C
∂q )(b dx−ady ),

C3du=(B ∂C
∂ p
−C

∂B
∂ p )(b' dx−a' dy )+(C ∂B

∂ q
−B

∂C
∂q )(b dx−ady ).

Setzen wir in diesen Formeln



∂ A
∂ p
=c ' β +bγ '−c β '−b'γ ,

∂ A
∂q
=c ' β '+bγ ' '−c β ' '−b 'γ ' ,

∂B
∂ p
=a 'γ +cα '−aγ '−c 'α ,

∂B
∂q
=a 'γ '+cα ' '−aγ ' '−c 'α ' ,

∂C
∂ p
=b 'α+aβ '−bα '−a' β ,

∂C
∂q
=b'α '+aβ ' '−bα ' '−a ' β ' ;

und erwägen, dass die Werte der so entstehenden Differentiale dt, du den Größen  T dx+U dy  resp.
U dx+V dy  gleich sein müssen, und zwar für beliebige Werte der Differentiale dx, dy, so finden wir 
nach einigen nahe liegenden Transformationen:

C3T=α A b'2+β B b'2+γ C b '2−2α ' A b b'−2β ' B b b'−2γ ' Cbb '+α ' ' Ab2+β ' ' B b2+γ ' ' C b2 ,
C 3U=−α A a' b '−β Ba' b '−γ Ca' b '+α ' A(ab '+ba' )+β ' B(ab '+ba ' )+γ ' C (ab '+ba ')−α ' ' A ab−β ' ' B ab−γ ' ' C ab ,

C3V=α A a '2+β B a' 2+γ C a '2−2α ' A a a '−2 β ' B a a'−2γ ' C a a '+α ' ' A a2+β ' ' B a2+γ ' ' C a2.

Wenn wir jetzt noch zur Abkürzung setzen

(1) Aα+B β +Cγ=D ,
(2) Aα '+B β '+Cγ '=D ' ,
(3) Aα ' '+B β ' '+Cγ ' '=D ' ' ,

so wird 

C3T=D b '2−2 D ' bb '+D ' ' b2 ,
C3U=−D a' b '+D (ab'+ba')−D ' ' ab ,
C3V=Da'2−2 D ' aa'+D ' ' a2 .

Daraus folgt nach Ausführung der Rechnung

C6(TV−U2)=(DD ' '−D '2)(ab '−ba ')2=(DD' '−D '2)C2 ,

und mithin wird die Formel für das Krümmungsmaß

k= DD' '−D '2

(A 2+B2+C2)2
.



Zur Erinnerung: (bc '−cb '
ca '−ac '
ab '−ba ') ist ein Normalenvektor der Tangentialebene und (dx

dy
dz) der 

Verbindungsvektor vom Punkt A(x, y, z) der krummen Fläche zum infinitesimal benachbarten Punkt
derselben Fläche A´(x+dx, y+dy, z+dz). Also ist der Verbindungsvektor Richtungsvektor der 

Tangentialebene, sodass  (bc '−cb '
ca '−ac '
ab '−ba ')⋅(

dx
dy
dz)=0, oder wenn der Normalenvektor abgekürzt wird zu

(ABC), wird  (ABC)⋅(
dx
dy
dz)=0.  Löst man diese Gleichung nach dz auf, erhält man  dz=− A

C
dx−B

C
dy.

Da gilt  dz=∂ z
∂ x

dx+ ∂ z
∂ y

dy , insofern z von x und y abhängt, folgt  
∂ z
∂ x
=t=− A

C
  und  

∂ z
∂ y
=u=− B

C
.

In Art. 4 wurden  a, a’, b, b’ definiert durch  dx=a dp+a ' dq  und dy=b dp+b ' dq. Multipliziert man
die erste Gleichung mit b’ und die zweite mit a’ folgt:

b ' dx−a ' dy=ab ' dp+a ' b ' dq−a ' bdp−a' b ' dq=(ab '−a' b)dp=C dp  und multipliziert man dann
die erste Gleichung mit -b und die zweite mit a, bekommt man:
−bdx+a dy=−badp−ba ' dq+abdp+ab' dq=(ab '−ba')dq=Cdq, also insgesamt:

C dp=b ' dx−a ' dy ,
C dq=−bdx+a dy

Da die Koordinaten x, y, z der krummen Fläche von p und q abhängen, so auch die 
Richtungsvektoren der Fläche und also auch die Normalenvektoren, also hängen A, B, C von p und 
q ab.

Es gilt: t=− A
C
⇒dt=−d( A

C )= A dC−C dA

C2 ⇒C2 dt=A dC−C dA,

dC=∂C
∂ p

dp+ ∂C
∂q

dq  und  dA=∂ A
∂ p

dp+∂ A
∂q

dq⇒C2 dt=A(∂C
∂ p

dp+∂C
∂ q

dq)−C(∂ A
∂ p

dp+∂ A
∂q

dq)
C3 dt=(A

∂C
∂ p
−C

∂ A
∂ p )C dp+(A

∂C
∂q
−C

∂ A
∂q )C dq=

=(A ∂C
∂ p
−C

∂ A
∂ p )(b' dx−a' dy )+(−A

∂C
∂q
+C
∂ A
∂ q )(b dx−ady ).  Analog die zweite Gleichung:

u=−B
C
⇒ du=−d(B

C )=−CdB+BdC

C2 ⇒C2du=B dC−C dB,  

dC=∂B
∂ p

dp+ ∂B
∂ q

dq⇒C2 du=B(∂C
∂ p

dp+ ∂C
∂q

dq)−C(∂B
∂ p

dp+ ∂B
∂ q

dq)  sortieren



C2du=(B ∂C
∂ p
−C

∂B
∂ p )dp+(B ∂C

∂q
−C

∂B
∂q )dq⇒C3du=(B ∂C

∂ p
−C

∂B
∂ p )C dp+(B ∂C

∂q
−C

∂B
∂q )C dq

C3 du=(B ∂C
∂ p
−C

∂B
∂ p )(b' dx−a' dy )+(−B

∂C
∂q
+C
∂B
∂ q )(b dx−a dy).

Art. 4 Seite 17 definiert Gauß a, a’, b, b’, c, c’ über  
dx=a dp+a ' dq,
dy=bdp+b' dq ,
dz=c dp+c ' dq;

, d.h.

a :=∂ x
∂ p

, a ' :=∂ x
∂q

, b :=∂ y
∂ p

, b ' :=∂ y
∂q

, c := ∂ z
∂ p

, c ' := ∂ z
∂q

,

Es gilt  
∂ A
∂ p
=
∂(bc '−cb ')

∂ p
=
∂(b c ')
∂ p

−
∂(cb ')
∂ p

=c ' ∂ b
∂ p
+b ∂c '
∂ p
−b' ∂ c

∂ p
−c ∂ b'

∂ p
=

                  =c ' ∂
∂ p
( ∂ y
∂ p
)

⏟
=:β

+b ∂
∂ p
( ∂ z
∂q
)

⏟
=:γ '

−b' ∂
∂ p
( ∂ z
∂ p
)

⏟
=:γ

−c ∂
∂ p
( ∂ y
∂q
)

⏟
=:β '

=c ' β +bγ '−b 'γ−c β '.

∂ A
∂ q
=
∂(bc '−cb ')

∂ q
=
∂(b c ')
∂q

−
∂(cb ')
∂q

=c ' ∂b
∂ q
+b ∂c '
∂q
−b ' ∂c

∂ q
−c ∂b '

∂q
=

      =c ' ∂
2 y

∂q∂ p⏟
=:β '

+b ∂
2 z

∂q2⏟
=:γ ' '

−b ' ∂
2 z

∂q∂ p⏟
=:γ '

−c ∂
2 y

∂q2⏟
=:β ' '

=c ' β '+bγ ' '−b' γ '−c β ' '

∂B
∂ p
=
∂(ca '−ac ')

∂ p
=
∂(ca ')
∂ p

−
∂(ac ')
∂ p

=a ' ∂c
∂ p
+c ∂a'
∂ p
−a ∂c '

∂ p
−c ' ∂ a

∂ p
=

     =a' ∂
2 z

∂ p2⏟
γ

+c ∂2 x
∂ p∂q⏟
α '

−a ∂2 z
∂ p∂q⏟
γ '

−c ' ∂
2 x

∂ p2⏟
α

=a'γ +cα '−aγ '−c 'α .

∂B
∂q
=
∂(ca '−ac ')

∂q
=
∂(ca ')
∂ q

−
∂(ac ')
∂ q

=a ' ∂c
∂q
+c ∂a '
∂q
−a ∂c '

∂q
−c ' ∂a

∂q
=

      =a' ∂2 z
∂q∂ p⏟
γ '

+c ∂
2 x

∂q2⏟
a ' '

−a ∂
2 z

∂ q2⏟
γ ' '

−c ' ∂
2 x

∂q∂ p⏟
α '

=a'γ '+cα ' '−aγ ' '−c 'α '.

∂C
∂ p
=
∂(ab'−ba')

∂ p
=
∂(ab ')
∂ p

−
∂(ba' )
∂ p

=b' ∂a
∂ p
+a ∂b'
∂ p
−b ∂ a'

∂ p
−a' ∂b

∂ p
=

      =b' ∂
2 x

∂ p2⏟
α

+a ∂2 y
∂ p∂ q⏟
β '

−b ∂2 x
∂ p∂ q⏟
α '

−a' ∂
2 y

∂ p2⏟
β

=b'α +aβ '−bα '−a ' β .

∂C
∂q
=
∂(ab'−ba')

∂ q
=
∂(ab ')
∂q

−
∂(ba' )
∂ q

=b' ∂a
∂q
+a ∂b '
∂q
−b ∂a'

∂ q
−a' ∂b

∂q
=



      =b' ∂
2 x

∂q∂ p⏟
α '

+a ∂
2 y

∂ q2⏟
β ' '

−b ∂
2 x

∂q2⏟
α ' '

−a' ∂
2 y

∂q∂ p⏟
β '

=b 'α '+aβ ' '−bα ' '−a ' β ' .

In das Differentiale dt eingesetzt:

C3 dt=(A
∂C
∂ p
−C

∂ A
∂ p )(b' dx−a' dy )+(−A

∂C
∂q
+C
∂ A
∂ q )(b dx−ady )⇒

C3dt=( A(b 'α+aβ '−bα '−a' β )−C (c ' β +bγ '−b 'γ−cβ '))(b ' dx−a ' dy)+
+(C (c ' β '+bγ ' '−b 'γ '−c β ' ' )−A(b 'α '+a β ' '−bα ' '−a' β '))(bdx−a dy ) nach dx, dy sortiert

C3 dt=( A b ' (b 'α+aβ '−bα '−a' β )−C b' (c ' β +bγ '−b' γ−c β '))dx+
(C b(c ' β '+bγ ' '−b 'γ '−c β ' ')−A b(b'α '+a β ' '−bα ' '−a' β '))dx−
(A a' (b'α +aβ '−bα '−a ' β )−C a' (c ' β +bγ '−b 'γ−cβ '))dy−
(C a(c ' β '+bγ ' '−b 'γ '−c β ' ')−A a(b'α '+a β ' '−bα ' '−a' β '))dy

C3dt=(Ab '2α+Ab' a β '−Ab ' bα '−Ab ' a ' β−Cb ' c ' β −Cb' bγ '+Cb '2γ +Cb' c β '+
Cbc ' β '+Cb2γ ' '−Cbb 'γ '−Cb c β ' '−Abb 'α '−Aba β ' '+Ab2α ' '+Aba' β ' )dx+

          (−Aa ' b 'α−Aa ' aβ '+Aa' bα '+Aa '2β +Ca ' c ' β +Ca' bγ '−Ca ' b 'γ−Ca' c β ' +
            −Cac ' β '−Cabγ ' '+Cab 'γ '+Cac β ' '+Aab 'α '+Aa2β ' '−Aabα ' '−Aaa ' β ' )dy

andrerseits gilt nach Art. 7 (Seite 40)  dt=T dx+U dy  oder  C3dt=C3T dx+C3U dy, also gilt

C3 T=α A b '2+β (−A a ' b '−Cb' c ' )+γ Cb'2−2α ' A bb '+β ' (A ab '+Cb' c+Cbc '+Aba ')−2γ ' C bb '+α ' ' Ab2−β ' ' (Cbc+ Aab)+γ ' ' Cb2

Es gilt: −A a' b '−Cb ' c '=(cb '−bc ' )a' b '+(ba'−ab' )b' c '=ca ' b '2−ba ' b ' c '+ba' b ' c '−ac b'2=
b '2(ca '−ac ')=b '2 B  und  

A ab'+A ba'+Cb' c+Cbc '=(bc '−cb ')ab'+(bc '−cb ')ba'+(ab '−ba ')b ' c+(ab '−ba' )bc '=
abb ' c '−acb '2+b2a' c '−bca ' b '+acb '2−bca ' b '+abb ' c '−b2 a' c '=2 bb' ac '−2bb ' c a '=
−2 bb' (ca '−ac ' )=−2bb' B  und  

Cbc+A ab=(ab'−ba')bc+(bc '−cb ')ab=abcb '−b2 ca '+ab2 c '−abcb '=b2(ac '−ca ')=−b2 B

Daraus folgt in die obige Gleichung eingesetzt:

C3T=α A b'2+β B b'2+γ Cb'2−2α ' Abb '−2β ' B bb'−2γ ' Cbb '+α ' ' Ab2+β ' ' Bb2+γ ' ' Cb2.

Aus dem dy-Anteil von C3dt folgt:

C3U=−α A a ' b '+β (A a '2+C a' c ' )−γ C a ' b '+α ' A (a ' b+ab' )+β ' (−2 A aa '−C a ' c−C ac ' )+γ ' C (a ' b+ab' )
          −α ' ' A ab+β ' '(C ac+A a2)−γ ' ' C ab

Es gilt:

A a '2+C a ' c '=(bc '−cb ')a '2+(ab'−ba')a' c '=a '2 bc '−a '2 cb '+aa' b ' c '−a '2 bc '=a' b '(ac '−c a ')



=−a' b ' B⇒β (A a '2+C a' c ')=−β B a ' b '  und es gilt:

−2 A aa'−C a' c−C ac '=−2(bc '−cb ')aa '−(ab'−ba ')a' c−(ab '−ba ')ac '=
=−2aba ' c '+2aca ' b '−aca ' b '+bca '2−a2b ' c '+aba' c '=aca ' b '−aba ' c '+bca '2−a2b ' c '=
=(ca '−ac ' )(ab '+ba ' )=B(ab '+ba ')⇒β ' (−2 A aa '−C a' c−C ac ')=β ' B(ab '+ba ').

C ac+A a2=(ab '−ba ')ac+(bc '−cb ')a2=a2 cb '−abca '+a2 bc '−a2 cb '=(ac '−ca ')ab=−B ab⇒
β ' ' (C ac+A a2)=−β ' ' B ab.  Eingesetzt in obige Gleichung ergibt:

C3 U=−α A a ' b '−β B a ' b '−γ C a ' b '+α ' A (ab'+ba')+β ' B(ab'+ba')+γ ' C (ab'+ba')
−α ' ' A ab−β ' ' B ab−γ ' ' C ab

Und nun analog in das Differential du eingesetzt:

C3 du=(B(b'α+a β '−bα '−a' β )−C(a 'γ +cα '−aγ '−c 'α ))(b' dx−a' dy )+
           (C (a'γ '+cα ' '−aγ ' '−c 'α ')−B(b'α '+aβ ' '−bα ' '−a' β '))(b dx−ady )

C3 du=(Bb' (b'α +aβ '−bα '−a ' β )−Cb '(a 'γ +cα '−aγ '−c 'α ))dx+
            (C b(a'γ '+cα ' '−aγ ' '−c 'α ')−B b(b 'α '+aβ ' '−bα ' '−a ' β ' ))dx−  

            (Ba '(b 'α+aβ '−bα '−a' β )−Ca ' (a 'γ +cα '−aγ '−c 'α ))dy−
            (C a(a'γ '+cα ' '−aγ ' '−c 'α ')−B a(b 'α '+aβ ' '−bα ' '−a ' β ' ))dy

C3du=(α (B b '2+C b' c ')+β B a' b '−γ C a' b '+α '(−B bb'−C cb '−C bc '−B bb'))dx
             +(β ' (B ab '+Bba')+γ '(C ab'+C ba ')+α ' ' (C bc+B b2)−β ' ' B ab−γ ' ' C ab)dx+
             (α (−B a ' b '−C a' c ')+β Ba'2+γ C a'2+α ' (B a' b+C a' c+C ac '+B ab '))dy
             +(β ' (−B aa '−B aa')+γ ' (−C aa'−C aa ')+α ' ' (−C ac−B ab)+β ' ' B a2+γ ' ' C a2)dy

andrerseits gilt nach Art. 7 (Seite 40)  du=U dx+V dy  oder  C3du=C3U dx+C3V dy.

Nach Vergleich der Koeffizienten von dy folgt:

C3V=α a' (−B b '−C c' )+β B a'2+γ Ca'2+α ' (B a' b+B ab'+C ac '+C a ' c)−2β ' B aa'
−2γ ' C aa'+α ' ' (−B ab−C ac )+β ' ' B a2+γ ' ' Ca2.

Es gilt:

−B b '−C c'=(ac '−ca ' )b '+(ba'−ab ' )c '=ab ' c '−ca ' b '+ba ' c '−ab ' c '=a ' (bc '−cb ')=a' A
also  α a' (−B b '−C c ')=α A a'2

B a' b+B ab '+C ac '+C a' c=a' (B b+C c )+a(B b'+C c ')=a' (bca '−abc '+ab ' c−bca ' )−aa ' A
=a' a(b' c−bc ' )−a a' A=−a' a A−a a' A=−2 A aa '

−B ab−C ac=−a(Bb+C c )=−a(ab' c−abc ' )=−a2(b' c−bc ' )=A a2.

Diese Ergebnisse in die Gleichung mit  C3V   eingesetzt:



C3V=α A a'2+β B a'2+γ C a '2−2α ' A aa'−2β ' B aa '−2γ ' C aa'+α ' ' A a2+β ' ' B a2+γ ' ' C a2..

Mit den Abkürzungen11 
(1) Aα+B β +Cγ=D ,
(2) Aα '+B β '+Cγ '=D ' ,
(3) Aα ' '+B β ' '+Cγ ' '=D ' ' ,

 in die drei Gleichungen:

C3T=D b '2−2 D ' bb '+D ' ' b2

C3U=−D a' b '+D ' (ab'+ba')−D ' ' ab
C3V=D a '2−2 D ' aa '+D ' ' a2

ES gilt: C6(TV−U2)=C3 T⋅C3 V−(C3 U )2=

(Db '2−2 D ' bb '+D ' ' b2)⋅(Da'2−2 D ' aa'+D ' ' a2)−[−Da ' b '+D ' (ab'+ba')−D ' ' ab ]2=
D2 a'2 b'2−2 DD ' aa' b '2+DD' ' a2 b'2−2 DD ' ba '2b '+4 D '2 aba' b '−2 D ' D ' ' a2 bb '+DD ' ' b2a'2

−2 D ' D ' ' ab2 a'+D ' '2 a2 b2−D2a '2 b'2−D '2 a2b '2−D '2b2a'2−2 D '2ab a' b '+2 DD ' a a' b '2

+2 DD ' ba '2b '−D ' '2 a2 b2−2 DD' ' aba ' b '+2 D ' D ' ' a2 bb'+2 D ' D ' ' ab2a'=
=DD' ' a2 b'2+2 D '2 ab a' b '+DD' ' a '2b2−D '2 a2b'2−D '2b2 a'2−2 DD' ' aba ' b '=
=(DD' '−D '2)(a2 b'2+b2 a'2−2 ab a' b ')=(DD ' '−D '2)(ab'−ba')2=(DD ' '−D '2)C2, also

C6(TV−U2)=(DD ' '−D '2)C2.

Da  1+t2+u2=1+ A 2

C2
+ B2

C2
= A2+B2+C2

C2
⇒(1+t2+u2)2 C4=(A 2+B2+C2)2 gilt für das 

 

Krümmungsmaß  k= TV−U2

(1+t2+u2)2
= DD' '−D '2

(1+t2+u2)2 C4
= DD' '−D '2

(A2+B2+C2)2
.

11.

Die eben gefundene Formel bahnt nun den Übergang zu einer anderen, die als einer der 
fruchtbarsten Sätze in der Lehre von den krummen Flächen anzusehen ist. Wir führen folgende 
Bezeichnungen ein:

a2+b2+c2=E ,
aa '+bb '+c c '=F ,
a'2+b'2+c '2=G ,

(4) aα+bβ +cγ=m ,
(5) aα '+bβ '+cγ '=m ' ,
(6) aα ' '+b β ' '+cγ ' '=m ' ' ,
(7) a 'α+b' β +c 'γ=n,
(8) a'α '+b ' β '+c ' γ '=n' ,
(9) a'α ' '+b ' β ' '+c ' γ ' '=n ' ' ,

A2+B2+C2=EG−F2=Δ .

11 Die Terme D, D´und D´´ sind die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform.



Eliminieren wir aus den Gleichungen (1), (4), (7) die Größen  β ,γ , was dadurch geschieht, dass  
wir jene Gleichungen resp. mit  bc '−cb ' ,b ' C−c ' B ,c B−b C  multiplizieren und dann addieren, 
so ergibt sich

[ A(bc '−cb ')+a(b' C−c ' B)+a '(c B−bC)]α=D(bc '−cb ')+m(b' C−c ' B)+n(c B−bC) ,

eine Gleichung, die wir leicht in die folgende überführen können:

AD=α Δ+a(nF−mG)+a' (mF−nE).

Auf gleiche Weise ergibt die Elimination der Größen  α ,γ   oder  α ,β   aus denselben Gleichungen

BD=β Δ+b(nF−mG)+b' (mF−nE) ,
CD=γ Δ+c (nF−mG)+c ' (mF−nE).

Multiplizieren wird die letzten drei Gleichungen mit  α ' ' ,β ' ' ,γ ' '   und addieren sie, so erhalten 
wir

(10) DD' '=(α α ' '+β β ' '+γ γ ' ' )Δ+m ' ' (nF−mG)+n' ' (mF−nE .)

Wenn wir sodann die Gleichungen (2), (5), (8) auf gleiche Weise behandeln, so wird

AD'=α ' Δ+a (n' F−m ' G)+a' (m ' F−n' E),
BD '=β ' Δ+b(n ' F−m' G)+b' (m' F−n ' E) ,
CD '=γ ' Δ+c (n' F−m ' G)+c ' (m ' F−n' E) ,

und die Addition dieser Gleichungen, nachdem sie mit  α ' ,β ' ,γ '   multipliziert sind, liefert

D '2=(α '2+β '2+γ '2)Δ+m ' (n' F−m' G)+n' (m' F−n ' E).

Eine Kombination dieser Gleichung mit der Gleichung (10) führt zu dem Resultat

DD ' '−D '2=(α α ' '+β β ' '+γ γ ' '−α '2−β '2−γ '2)Δ+E (n '2−nn ' ' )+F (nm' '−2 m' n '+mn' ')+G(m'2−mm ' ' ).

Ferner erhellt, dass

∂E
∂ p
=2m , ∂E

∂q
=2m ' , ∂G

∂ p
=2n' , ∂G

∂q
=2n' ' , ∂F

∂ p
=m '+n , ∂F

∂q
=m ' '+n'

oder

m= 1
2
∂E
∂ p

, m '=1
2
∂E
∂q

, m ' '=∂F
∂ q
− 1

2
∂G
∂ p

,

n=∂F
∂ p
−1

2
∂E
∂ q

, n '= 1
2
∂G
∂ p

, n ' '=1
2
∂G
∂ q



ist. Wenn wir nun diese verschiedenen Ausdrücke in der Formel- für das Krümmungsmaß, die am 
Schluss des vorhergehenden Artikels entwickelt ist, substituieren, so gelangen wir zu der folgenden 
Formel, die allein aus den Größen E, F, G und deren Differentialquotienten erster und zweiter 
Ordnung zusammengesetzt ist:

4(EG−F2)2⋅k=

E[ ∂E
∂q

∂G
∂q
−2 ∂F

∂ p
∂G
∂ q
+(∂G
∂ p )

2]
+F[∂ E

∂ p
∂G
∂q
−∂ E
∂q

∂G
∂ p
−2
∂ E
∂q

∂F
∂ q
+4
∂F
∂ p

∂F
∂q
−2
∂F
∂ p

∂G
∂ p ]

+G[∂E
∂ p

∂G
∂ p
−2
∂E
∂ p

∂F
∂q
+(∂E
∂q )

2]
−2(EG−F2)[ ∂2 E

∂q2
−2 ∂2 F
∂ p∂q

+∂
2G

∂ p2 ].

Das Delta  Δ  hatte Gauß zuvor (Artikel 4) etwas anders benannt, dort galt  Δ2=A 2+B2+C2.
Und in Artikel 2.6. noch anders. Etwas irritierend. Das Delta hat also nur lokale Bedeutung,

Die erste Behauptung  A2+B2+C2=EG−F2  ist leicht zu überprüfen:

A2+B2+C2=(bc '−cb ')2+(ca '−ac ')2+(ab'−ba')2=b2 c '2+c2 b'2+c2 a'2+a2 c '2+a2 b'2+b2 a '2

−2(bcb ' c '+aca ' c '+aba ' b ')

EG=(a2+b2+c2)(a'2+b'2+c '2)=a2 a'2+b2 b'2+c2 c '2+a2 b'2+a2 c '2+b2 a'2+b2 c '2+c2 a'2+c2 b'2

F 2=(aa'+bb '+cc ')2=a2a'2+b2 b'2+c2 c '2+2(bc b' c '+aca ' c '+ab a' b ' ).

Die Gleichungen (1), (4) und (7) schreibe ich nochmal zusammen:

(1) Aα+Bβ +Cγ =D ⋅(bc '−cb ')
(4) aα+b β +cγ=m ⋅(b ' C−c ' B)
(7) a'α +b' β +c ' γ=n ⋅(cB−bC )

⇒

Aα (bc '−cb ' ) +B β (bc '−cb ')+Cγ (bc '−cb ') =D⋅(bc '−cb ' )
aα (b ' C−c ' B) +b β (b ' C−c ' B)+cγ (b' C−c ' B) =m⋅(b ' C−c ' B)

a 'α (cB−bC)+b ' β (cB−bC )+c ' γ (cB−bC) =n⋅(cB−bC)
⇒

Werden die roten Ausdrücke aufaddiert, so ergeben sie Null. Die linke bzw. rechte rote Spalte ergibt
jeweils Null:

Bbc '−Bcb '+Cbb '−Bbc '+Bcb '−Cbb '=0   Cbc '−Ccb'+Ccb'−Bcc '+Bcc '−Cbc '=0 , sodass 

bei der Addition übrigbleibt:

α [ A (bc '−cb ')+a(b' C−c ' B)+a ' (cB−bC)]=D (bc '−cb ')+m(b ' C−c ' B)+n(cB−bC).



Um zur nächsten Gleichung zu kommen, löst man die davor stehende 

[ A(bc '−cb ')+a(b' C−c ' B)+a '(c B−bC)]α=D(bc '−cb ')+m(b' C−c ' B)+n(c B−bC) ,

nach  D (bc '−cb ')=AD  auf:

AD=[A (bc '−cb '⏟
A

)+a(b ' C−c ' B)+a' (c B−bC )]α+ [m(c ' B−b' C)+n(bC−cB)].

a(b' C−c ' B)+a' (c B−bC)=ab ' C−ac ' B+ca ' B−ba' C=(ca '−ac '⏟
B

)B+(ab '−ba '⏟
C

)C=B2+C2, 

damit hat man [ A(bc '−cb ')+a(b' C−c ' B)+a '(c B−bC)]α=α (A2+B2+C2)=α Δ. Nun zu

den restlichen Summanden der behaupteten Gleichung: AD=α Δ+a(nF−mG)+a' (mF−nE), die 
ich nach n und m sortiere:

n [aF−a' E ] : aF−a' E=a (aa '+bb '+cc ')−a ' (a2+b2+c2)=a2 a'+abb'+acc '−a2 a'−b2 a'−c2 a'

In der ersten Gleichung ist der n-Teil: n [bC−cB ]:bC−cB=b(ab'−ba ')−c (ca '−ac ')=
=abb'−b2 a'−c2 a'+acc '  und man erkennt, dass  n [aF−a' E ]=n [bC−cB ].

Nun noch die beiden m-Teile:

m [a' F−aG ] : a' F−aG=a '(aa'+bb '+cc ')−a(a '2+b ' 2+c '2)=aa' 2+ba' b '+ca ' c '−aa'2−ab '2−ac ' 2

m[c ' B−b' C ]: c ' B−b ' C=c ' (ca '−ac ')−b '(ab '−ba' )=ca ' c '−ac '2−ab'2+ba' b ' . Auch diese 

sind gleich. Somit gilt die behauptete Gleichung:  AD=α Δ+a(nF−mG)+a' (mF−nE).

(1) Aα+Bβ +Cγ =D ⋅(ca '−ac ')
(4) aα+b β +cγ=m ⋅(c ' A−a ' C)
(7) a'α +b' β +c ' γ=n ⋅(aC−cA)

⇒

Aα (ca '−ac ')+B β (ca '−ac ')+Cγ (ca '−ac ' )=D(ca '−ac ')
aα (c ' A−a ' C)+b β (c ' A−a' C)+cγ (c ' A−a ' C)=m(c ' A−a' C)

a'α (aC−cA)+b ' β (aC−cA)+c 'γ (aC−cA)=n(aC−cA)

Die linke rote Spalte ergibt aufaddiert Null, ebenso die rechte rote Spalte. Bleibt übrig:

β [B(ca '−ac '⏟
B

)+b(c ' A−a' C)+b' (aC−cA)]=D (ca '−ac '⏟
B

)+m(c ' A−a' C)+n(aC−cA).

b(c ' A−a' C )+b' (aC−cA)=bc ' A−ba ' C+ab' C−cb ' A=A (bc '−b ' c⏟
A

)+C(ab'−ba'⏟
C

)

Die linke Seite der aufaddierten Gleichung ist  β [B2+A2+C2]=β Δ.



Auflösung der aufaddierten Gleichung nach BD:  BD=β Δ+m(a' C−c ' A)+n(cA−aC) und 
ausmultiplizieren der beiden letzten Summanden und sortieren nach b bzw. b’:

m(a' C−c ' A)+n(cA−aC)=m[a' (ab'−ba')−c ' (bc '−cb ')]+n [c (bc '−cb ')−a(ab'−ba')]=

=b(−ma'2−mc '2+ncc '+naa')+b ' (maa'+mcc '−nc2−na2)=

=b (n(cc '+aa'+bb' )−m(a'2+c '2+b'2))+b' (m(aa'+cc '+bb')−n(c2+a2+b2))

beim b-Term wurde  bnbb '  hinzugefügt, und beim letzten n-Term  b ' nb2  wieder abgezogen;
beim m-Term wurde  bmb '2 abgezogen, dafür am letzten m-Term wieder  b ' mbb'   hinzuaddiert.

Damit hat man  BD=β Δ+b(nF−mG)+b' (m F−n E).

Noch zur expliziten Herleitung der dritten Gleichung  CD=γ Δ+c (nF−mG)+c ' (mF−nE):

(1) Aα+Bβ +Cγ =D ⋅(ab'−ba ')
(4) aα+b β +cγ=m ⋅(a' B−b' A)
(7) a'α +b' β +c ' γ=n ⋅(bA−aB)

⇒

Aα (ab'−ba')+B β (ab'−ba')+Cγ (ab'−ba'⏟
C

)=D(ab'−ba'⏟
C

)

aα (a' B−b' A)+b β (a' B−b ' A)+cγ (a' B−b ' A)=m(a ' B−b' A)
a'α (bA−aB)+b ' β (bA−aB)+c ' γ (bA−aB)=n(bA−aB)

Wird die linke rote Spalte aufaddiert, so ist das Ergebnis Null. Das Gleiche gilt für die zweite rote 
Spalte:
Aab '−A ba '+a a' B−ab ' A+a' b A−aa' B=0,
Bab'−Bba '+ba ' B−bb' A+b ' bA−b' aB=0.

Der Rest: γ C2+γ c (a' B−b' A)+γ c ' (bA−aB)+m(b' A−a ' B)+n(aB−bA)=DC.
Es gilt

 c (a ' B−b' A)+c ' (bA−aB)=ca ' B−cb ' A+bc ' A−ac ' B=B(ca '−ac '⏟
B

)+A (bc '−cb '⏟
A

)=B2+A2.

Damit hat man  CD=γ Δ+m(b' A−a' B)+n(aB−bA).  Ausmultiplizieren der beiden letzten 
Summanden und sortieren nach c bzw. c’:

m(b' A−a ' B)+n(aB−bA)=mb ' (bc '−cb ' )−ma' (ca '−ac ')+n a(ca '−ac ')−nb(bc '−cb ' )=
mbb ' c '−mcb '2−mca'2+maa' c '+naca '−na2c '−nb2 c '+nbcb '=
c (naa'+nbb'−mb '2−ma '2)+c ' (mbb '+maa'−na2−nb2)=
c [n(aa '+bb'+cc ')−m(a'2+b'2+c '2)]+c ' [m(bb '+aa '+cc ')−n (a2+b2+c2)]=
c [nF−mG ]+c ' [mF−nE ],  das ergibt dann die gewünschte Gleichung:

CD=γ Δ+c [nF−mG]+c ' [mF−nE ].



Insgesamt hat man also die drei Gleichungen, die erste mit α ' ' , die zweite mit β ' '  und die dritte 
mit γ ' '   multipliziert:

α ' ' AD=α ' 'α Δ+α ' ' a (nF−mG )+α ' ' a ' (mF−nE)
β ' ' BD=β ' ' β Δ+β ' ' b (nF−mG )+β ' ' b ' (mF−nE)
γ ' ' CD=γ ' 'γ Δ+γ ' ' c (nF−mG)+γ ' ' c '(mF−nE).

  und aufaddiert:

D(α ' ' A+β ' ' B+γ ' ' C⏟
D ''

)=(α α ' '+β β ' '+γ γ ' ' )Δ+(aα ' '+b β ' '+cγ ' '⏟
m ''

)(nF−mG )+(a 'α ' '+b ' β ' '+c 'γ ' '⏟
n' '

)(mF−nE)

also  DD ' '=(α α ' '+β β ' '+γ γ ' ')Δ+m' ' (nF−mG)+n ' ' (mF−nE).

(2) Aα '+B β '+Cγ '=D ' ⋅(bc '−cb ' )
(5) aα '+bβ '+cγ '=m' ⋅(b' C−c ' B)
(8) a 'α '+b ' β '+c 'γ '=n' ⋅(cB−bC)

⇒

Aα ' (bc '−cb ')+B β ' (bc '−cb ')+C γ ' (bc '−cb ')=D ' (bc '−cb ' )
aα ' (b' C−c ' B)+b β ' (b ' C−c ' B)+cγ ' (b' C−c ' B)=m' (b ' C−c ' B)

a 'α ' (cB−bC )+b' β ' (cB−bC )+c 'γ ' (cB−bC)=n' (cB−bC)
  u.s.w..

Der Unterschied zum vorigen Gleichungssystem besteht nur in der Apostrophierung der 
griechischen Buchstaben, die ohnehin ausgeklammert werden und der rechten Seiten. Die Methode 
ist identisch. Zum Vergleich nochmal der Anfang von vorhin:

Aα (bc '−cb ' ) +B β (bc '−cb ')+Cγ (bc '−cb ') =D⋅(bc '−cb ' )
aα (b ' C−c ' B) +b β (b ' C−c ' B)+cγ (b' C−c ' B) =m⋅(b ' C−c ' B)

a 'α (cB−bC)+b ' β (cB−bC )+c ' γ (cB−bC) =n⋅(cB−bC)
⇒

Also ergeben sich die behaupteten Gleichungen:

AD'=α ' Δ+a (n' F−m ' G)+a' (m ' F−n' E)
BD '=β ' Δ+b (n ' F−m' G)+b' (m' F−n ' E)
CD '=γ ' Δ+c (n' F−m ' G)+c ' (m ' F−n' E)

⇒

α ' AD '=α '2Δ+α ' a(n' F−m ' G)+α ' a ' (m ' F−n' E)
β ' BD '=β '2Δ+β ' b(n' F−m ' G)+β ' b ' (m' F−n ' E)
γ ' CD '=γ '2Δ+γ ' c (n' F−m ' G)+γ ' c ' (m' F−n ' E)

⇒

(α ' A+β ' B+γ 'C)⏟
D '

D '=(α '2+β '2+γ '2)Δ+α ' a+β ' b+γ ' c⏟
m'

(n' F−m' G)+α ' a '+β ' b '+γ ' c '⏟
n'

(m' F−n' E)

also  D '2=(α '2+β '12+γ '2)Δ+m ' (n ' F−m' G)+n' (m' F−n ' E). Subtrahiert man diese Gleichung 

von Gleichung (10), so ergibt das:

DD ' '−D '2=(αα ' '+β β ' '+γ γ ' ')Δ+m ' '(nF−mG)+n' ' (mF−nE)−
                      (α '2+β '12+γ '2)Δ−m ' (n ' F−m' G)−n' (m' F−n' E)⇒ Sortierung nach E, F, G:



DD ' '−D '2=(α α ' '+β β ' '+γ γ ' '−α '2−β '2−γ '2)Δ+(n '2−n n ' ' )E+(n m ' '+mn ' '−2 m' n ' )F+(m'2−m m' ' )G

4. :a= ∂ x
∂ p
⇒ ∂ a
∂ p
= ∂

2 x

∂ p2
=:α ⇒ ∂ a2

∂ p
=2a ∂ a

∂ p
=2a ∂

2 x

∂ p2
=10.

2 aα ; 

4. :b=∂ y
∂ p
⇒ ∂ b2

∂ p
=2b ∂b

∂ p
=2b ∂ y2

∂ p2
=2b β   und  

4. :c= ∂ z
∂ p
⇒ ∂c2

∂ p
=2c ∂c

∂ p
=2c ∂ z2

∂ p2
=2cγ

insgesamt: 
∂E
∂ p
=
∂(a2+b2+c2)

∂ p
=2 aα+2bβ +2 cγ=2 (aα +b β +cγ )=

(4)
2 m⇒ ∂E

∂ p
=2m.

∂a2

∂q
=2a ∂ a

∂ q
=2a ∂2 x

∂q∂ p
=10.

2aα ',  ∂b2

∂q
=2b ∂ b

∂ q
=2b ∂2 y

∂ p∂ q
=2b β '  und  

∂c2

∂q
=2c ∂c

∂q
=2c ∂2 z

∂ p∂q
=2 cγ '⇒ 

∂E
∂q
=
∂(a2+b2+c2)

∂q
=2 aα '+2b β '+2 cγ '=

(5)
2m '⇒ ∂E

∂q
=2m ' .

∂G
∂ p
=
∂(a'2+b'2+c '2)

∂ p
: 4. :a'=∂ x

∂q
⇒ ∂ a'2

∂ p
=2 a' ∂a'

∂ p
=2a' ∂

2 x
∂ p∂q

=10.
2a'α '

4. :b'=∂ y
∂ q
⇒ ∂b '2

∂ p
=2b ' ∂b '

∂ p
=2b ' ∂

2 y
∂ p∂q

=2b' β '

4. :c '=∂ z
∂q
⇒ ∂c '2

∂ p
=2c ' ∂c '

∂ p
=2c ' ∂

2 z
∂ p∂q

=2c 'γ '⇒ 
∂G
∂ p
=2(a'α '+b ' β '+c 'γ ' )=

(8)
2n'

∂G
∂q
=
∂(a'2+b'2+c '2)

∂q
: 4. :a'=∂ x

∂q
⇒ ∂ a'2

∂q
=2 a' ∂a'

∂ q
=2a' ∂

2 x

∂q2
=10.

2 a'α ' '

4. :b'=∂ y
∂ q
⇒ ∂b '2

∂q
=2b ' ∂b '

∂q
=2b ' ∂

2 y

∂ q2
=2b ' β ' '

4. :c '=∂ z
∂q
⇒ ∂c '2

∂q
=2c ' ∂c '

∂q
=2c ' ∂

2 z

∂q2
=2 c 'γ ' '⇒ ∂G

∂q
=2 (a'α ' '+b' β ' '+c 'γ ' ')=

(9)
2n' '

∂F
∂ p
=
∂(aa'+bb '+cc ')

∂ p
:  ∂aa '
∂ p

=a ∂a'
∂ p
+a' ∂a

∂ p
=a ∂2 x
∂ p∂q

+a' ∂
2 x

∂ p2
=10.

aα '+a'α

∂bb '
∂ p

=b ∂b'
∂ p
+b' ∂b

∂ p
=b ∂2 y
∂ p∂q

+b ' ∂
2 y

∂ p2
=10.

b β '+b' β

∂cc '
∂ p

=c ∂ c '
∂ p
+c ' ∂c

∂ p
=c ∂2 z
∂ p∂q

+c ' ∂
2 z

∂ p2
=10.

cγ '+c 'γ ⇒

∂F
∂ p
=
∂(aa'+bb'+cc ')

∂ p
=aα '+a 'α+bβ '+b' β +cγ '+c 'γ =

(5) ,(7)
aα '+bβ '+cγ '⏟

m'

+a 'α+b ' β +c 'γ⏟
n

⇒

∂F
∂ p
=m'+n.

∂F
∂q
=
∂(aa'+bb '+cc ')

∂q
:  
∂aa '
∂q

=a ∂a'
∂ q
+a' ∂a

∂q
=a ∂

2 x

∂ q2
+a ' ∂

2 x
∂ p∂q

=10.
aα ' '+a 'α '

∂bb '
∂q

=b ∂b'
∂ q
+b' ∂b

∂q
=b ∂

2 y

∂q2
+b' ∂

2 y
∂ p∂q

=10.
bβ ' '+b ' β '



∂cc '
∂q

=c ∂ c '
∂q
+c ' ∂c

∂ q
=c ∂

2 z

∂q2
+c ' ∂

2 z
∂ p∂q

=10.
cγ ' '+c ' γ '⇒

∂ F
∂q
=
∂(aa '+bb '+cc ' )

∂q
=aα ' '+a 'α '+b β ' '+b ' β '+cγ ' '+c 'γ ' =

(6), ()
aα ' '+b β ' '+cγ ' '⏟

m' '

+a 'α '+b ' β '+c 'γ '⏟
n '

∂F
∂q
=m' '+n' .  Die sechs Ergebnisse der partiellen Ableitungen nach m,m´,m´´,n,n´,n´´ aufgelöst:

m= 1
2
∂E
∂ p

, m '=1
2
∂E
∂q

, m ' '=∂F
∂q
− 1

2
∂G
∂ p

, n=∂F
∂ p
− 1

2
∂E
∂ q

, n '= 1
2
∂G
∂ p

, n ' '=1
2
∂G
∂q

.

Der letzte Vorfaktor vor Δ  soll noch vereinfacht und über über partielle Ableitungen dargestellt 
werden:

∂ n
∂q
=
∂(a'α+b ' β +c 'γ )

∂q
=a' ∂α

∂q
+α ∂a '

∂q
+b '

∂ β
∂q
+β ∂b '

∂q
+c '

∂γ
∂q
+γ ∂ c '

∂q

−∂ n'
∂ p
=−

∂(a'α '+b' β '+c 'γ ')
∂ p

=−a ' ∂α '
∂ p

−α ' ∂a'
∂ p

−b'
∂ β '
∂ p

−β ' ∂b'
∂ p
−c '

∂γ '
∂ p

−γ ' ∂c '
∂ p

Es gilt: α=∂
2 x

∂ p2
= ∂
∂ p

∂ x
∂ p
=4. ∂
∂ p

a⇒α=∂a
∂ p

,

 ∂α
∂q
= ∂
∂q
∂ a
∂ p
= ∂
∂ p

∂a
∂q
=4. ∂
∂ p

∂
∂q
∂ x
∂ p
= ∂
∂ p

∂2 x
∂ p∂ q

=∂α '
∂ p

.  Daraus folgt, dass die beiden ersten roten

Terme sich aufheben. Die beiden ersten blauen Terme ergeben wegen  ∂a '
∂q
=∂

2 x

∂q2
=α ' '  und  

∂a '
∂ p
= ∂2 x
∂ p∂q

=α ':  α ∂ a'
∂a
−α ' ∂a'

∂ p
=αα ' '−α '2.  Analog heben sich die zweiten roten Terme und 

die dritten roten Terme auf. Die zweiten blauen ergeben zusammen: β β ' '−β '2 , ebenso die letzten 
blauen Terme addiert:  γ γ ' '−γ '2. Daraus folgt

∂ n
∂q
−∂n'
∂ p
=αα ' '+β β ' '+γ γ ' '−α '2−β '2−γ '2.  Andrerseits gilt nach den obigen Auflösungen 

nach n und n´:  
∂ n
∂q
= ∂
∂q (∂F

∂ p
− 1

2
∂E
∂ q )= ∂2 F

∂ p∂q
− 1

2
∂2 E

∂2 q
  und  

∂n '
∂ p
= ∂
∂ p (12 ∂G

∂ p )= 1
2
∂2G
∂ p

, sodass

α α ' '+β β ' '+γ γ ' '−α '2−β '2−γ '2=∂n
∂ q
−∂n'
∂ p
= ∂2 F
∂ p∂q

−1
2
∂2 E

∂2q
−1

2
∂2G
∂ p

.

Aus der Krümmungsmaßformel von 10. folgt:  k⋅(A2+B2+C2)2=DD' '−D '2=

(− 1
2
∂2 E

∂q2 +
∂2 F
∂ p∂q

−1
2
∂2G

∂ p2 )(EG−F 2)+E( 1
4 (∂G
∂ p )

2

−(∂F
∂ p
− 1

2
∂E
∂q ) 1

2
∂G
∂q )+



F((∂F
∂ p
−1

2
∂E
∂q )(∂F

∂q
−1

2
∂G
∂ p )−2(1

2
∂E
∂q )1

2(∂G
∂ p )+1

2
∂E
∂ p

1
2
∂G
∂q )+G((12 ∂E

∂q )
2

−1
2
∂E
∂ p (∂F

∂ q
−1

2
∂G
∂ p ))⇒

mit 4 multipliziert und Klammern auflösen:

4(EG−F2)2⋅k=E[∂E
∂q
∂G
∂q
−2
∂F
∂ p
∂G
∂q
+(∂G
∂ p )

2]+F[∂E
∂ p

∂G
∂ q
−∂E
∂q
∂G
∂ p
−2
∂E
∂q
∂F
∂q
+4
∂F
∂ p
∂F
∂q
−2
∂F
∂ p

∂G
∂ p ]

+G[∂E
∂ p

∂G
∂ p
−2
∂E
∂ p

∂F
∂q
+(∂E
∂q )

2]−2(EG−F2)[∂2 E

∂q2−2
∂2 F
∂ p∂q

+ ∂
2G

∂ p2 ].
Diese etwas unüberschaubare Gleichung für das Krümmungsmaß k kann man etwas einfacher in 
Determinantenform mit Hilfe der Formel von Brioschi schreiben, wenn man die partiellen 

Ableitungen in der üblichen Abkürzung schreibt. So etwa anstatt  ∂E
∂ p
=: Ep  und ∂

2 E

∂q2
=: Eqq  etc.:

k=− 1
(EG−F2)2(−| 0

1
2

Eq
1
2

Gp

1
2

Eq E F

1
2

Gp F G
|+|−

1
2

Eqq+F pq−
1
2

Gpp
1
2

E p F p−
1
2

Eq

Fq−
1
2

G p E F

1
2

Gq F G
|).

12.

„Da die Beziehung

dx2+dy2+dz2=E dp2+2 F dp dq+G dq2

unbeschränkt gilt, so erhellt, dass

√Edp2+2 F dp dq+G dq2

der allgemeine Ausdruck für das Bogenelement auf der krummen Fläche ist. Das im vorigen Artikel 
entwickelte Resultat zeigt daher, dass man zur Auffindung des Krümmungsmaßes der endlichen 
Formeln, welche die Koordinaten x, y, z  als Funktionen der Veränderlichen p, q darstellen, gar 
nicht bedarf, dass vielmehr dazu der allgemeine Ausdruck für die Größe eines beliebigen 
Bogenelements ausreicht. Gehen wir nun zu einigen Anwendungen dieses äußerst wichtigen 
Satzes.“

Da x, y, z als Funktionen der Parameter p und q  x=f 1 (p ,q), y=f 2( p ,q), z=f 3(p ,q)  in Artikel 4. 
(zweite Methode) für alle Flächen eingeführt wurden, so ergibt sich direkt aus den Differenzialen 
der Koordinaten



dx=a dp+a ' dq
dy=b dp+b ' dq
dz=c dp+c ' dq

  das Bogenelement  ds  bzw. ds2=dx2+dy2+dz2

dx2+dy2+dz2=a2 dp2+2aa ' dpdq+a'2dq2+b2 dp2+2bb' dp dq+b'2dq2+c2 dp2+2cc ' dp dq+c '2dq2=

(a2+b2+c2)⏟
E

dp2+2(aa '+bb'+cc ')⏟
F

dp dq+(a'2+b'2+c '2)⏟
G

dq2=E dp2+2 F dpdq+G dq2.

Für das Bogenelement ds gilt also allgemein  ds2=dx2+dy2+dz2=E dp2+2 F dpdq+G dq2.

Da das Krümmungsmaß ausschließlich als algebraischer Ausdruck, bestehend aus den partiellen 

Ableitungen der Koordinatenfunktionen  
∂ f 1

∂ p
=∂ x
∂ p

  usw. in der Form

E=( ∂ x
∂ p)

2

+(∂ y
∂ p)

2

+( ∂ z
∂ p )

2

, F=∂ x
∂ p

∂ x
∂q
+ ∂ y
∂ p
∂ y
∂ q
+ ∂ z
∂ p

∂ z
∂ q

  und  G=(∂ x
∂q )

2

+(∂ y
∂q )

2

+(∂ z
∂q )

2

und deren höheren partiellen Ableitungen (erster und zweiter Ordnung) aufgebaut ist, so kann das 
Krümmungsmaß alleine aus den Koordinatenfunktionen und ihren partiellen Ableitungen bestimmt 
werden, d.h. ohne den Umweg über die Hilfskugel, die zur Definition des Krümmungsmaßes 
verwendet wurde. Aus dem Bogenelement ersieht man also E, F und G und hieraus das 
Krümmungsmaß k.
Das ist ein sehr bemerkenswerter Satz. Gauß nannte ihn das „ theorema egregium“12. Kommt man 
aber ohne diese Definition auch zu diesem Resultat bzw. über eine andere nicht äquivalente 
Definition? Man kann mithilfe des Bogenelements Längen und Winkel bestimmen. Ist
k(t)=a(c (t)) eine Flächenkurve, dann ist die Länge dieser Kurve:

L(k )=∫
a

b

√E c1 ' 2(t)+ 2 F c1 ' ( t)c2 ' (t)+ Gc2 ' 2(t)dt

Der Winkel j , den zwei Flächenkurven k und k* einschließen 

12 Egregium heißt wörtlich außerhalb (ex) oder jenseits der Herde (grex).



ist  cosφ=
k ' (t0) ⋅k

* ' (t 0
*)

√k '2(t0)k* ' 2(t0*)
=

∂ a
∂u
( p0 , q0)

∂a
∂ v
( p0 ,q0)

√( ∂a∂u ( p0 , q0))2( ∂a∂ v ( p0 ,q0))2
=

F ( p0 , q0)

√E ( p0 ,q0)G ( p0 , q0)
.

Ich möchte die Kugelkrümmung nochmal als Beispiel verwenden, um die Formel zu überprüfen.

Eine Einheitskugel hat die Parameterdarstellung 

x =sin pcos q
y =sin p sin q
z =cos p

⇒

dx= ∂ x
∂ p

dp+ ∂ x
∂q

dq=cos pcos q dp−sin p sin qdq

dy=∂ y
∂ p

dp+∂ y
∂q

dq=cos psin q dp+sin p cosq dq

dz= ∂ z
∂ p

dp+ ∂ z
∂q

dq=−sin pdp+0dq

⇒

dx2=cos2 p cos2 p dp2−2sin psin qcos p cosq dp dq+sin2 psin2 q dq2

dy2=sin2 qcos2 pdp2+2sin p sin q cos p cosq dp dq+sin2 p cos2 q dq2

dz2=sin2 p dp2, also
dx2+dy2+dz2=cos2 p cos2 q+sin2q cos2 p+sin2 p dp2+0⋅dpdq+sin2 p sin2q+sin2 p cos2q dq2⇒
dx2+dy2+dz2=1dp2+0⋅dp dq+sin2 p dq2⇒E=1 , F=0 ,G=sin2 p 

oder:
E=cos2 p cos2 q+cos2 p sin2 q+sin2 p=cos2 p (sin2 q+cos2 q)+sin2 p=1
F=−cos pcosq sin p sin q+cos psin qsin pcos q=0
G=sin2 p sin2 q+sin2 p cos2q=sin2 p

Also ist das Bogenelement  ds2=dp2+sin2 p dq2  und das Krümmungsmaß konstant 1:

k=
[0−2⋅0+(2sin p cos p)2]−2 sin2 p⋅2(cos2 p−sin2 p)

4 sin4 p
= 4 sin4 p

4 sin4 p
=1.

Kann man aus diesem Bogenelement auch schließen, dass diese Fläche die einer Einheitskugel ist 
oder gibt es andere Flächen, die das gleiche Bogenelement besitzen? Anders gefragt, gibt es eine

weitere Lösung für das Gleichungssystem 
a2+b2+c2=1

aa'+bb'+cc '=0
a '2+b '2+c '2=sin2 p

 außer 

a=cos pcos q a'=−sin psin q
b=cos p sin q b'=sin pcos q

c=−sin p c '=0
?

Nun weiter mit Gauß:



„Wir wollen annehmen, dass unsere krumme Fläche auf eine andere Fläche, sei dieselbe gekrümmt 
oder eben, abgewickelt werden kann, so dass jedem Punkt der ersten Fläche, der durch die 
Koordinaten x, y, z bestimmt ist, ein  bestimmter Punkt der zweiten entspricht, dessen Koordinaten 
x´, y´, z´als Funktionen der Veränderlichen p, q betrachtet werden: dadurch entsteht für das 
Bogenelement  √dx '2+dy '2+dz '2  ein Ausdruck der Form

√E ' dp2+2 F ' dpdq+G ' dq2,

wobei E´, F´, G´ ebenfalls Funktionen von p und q bezeichnen. Aber aus dem bloßen Begriff der 
Abwicklung einer Fläche auf eine andere geht hervor, dass Elemente, die einander auf beiden 
Flächen entsprechen, notwendig gleich sind, und dass daher die Gleichungen

E=E ' , F=F ' ,G=G '

identisch erfüllt sein müssen. Die Formel des vorhergehenden Artikels führt daher von selbst zu 
dem hervorragend wichtigen

Lehrsatz. Wenn eine krumme Fläche auf irgend eine andere Fläche abgewickelt wird, so bleibt 
dabei das Krümmungsmaß in den einzelnen Punkten ungeändert.

Offenbar wird auch jeder endliche Teil der krummen Fläche nach der Abwicklung auf eine 
andere Fläche dieselbe Gesamtkrümmung behalten.

Einen besonderen Fall, auf den die Geometer bisher ihre Untersuchungen beschränkt haben, bilden
die auf eine Ebene abwickelbaren Flächen. Unsere Theorie ergibt von selbst, dass das 
Krümmungsmaß derartiger Flächen in jedem Punkte = 0 wird, weshalb für dieselben, wenn sie 
nach der dritten Methode analytisch ausgedrückt werden, überall

∂2 z

∂ x2⋅
∂2 z

∂ y2−( ∂
2 z

∂ x∂ y )
2

=0

wird, ein Kriterium, das zwar längst bekannt ist, meistenteils aber, wenigstens nach unserer Ansicht,
nicht mit der erforderlichen Strenge bewiesen wird.

Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform E, F und G - sie wurden in Artikel 11 eingeführt: 

a2+b2+c2=E ,
aa '+bb '+c c '=F ,

a'2+b'2+c '2=G

  sind Funktionen von p und q, denn a, b, c , a´, b´, c´ sind als partielle 

Ableitungen von x, y, z bereits Funktionen von p und q.

Als Beispiel für eine abwickelbare Fläche nehme ich den einfachsten Fall eines senkrechten 
Kreiszylinders vom Radius 1 und der Höhe h

x=cos p , y=sin p , z=q;  p∈[ 0 ,2π [ , q∈[0 ,h ]



Figur 

P(x , y , z)  mit x=cos p , y=sin p, z=q

dx=−sin p dp+0⋅dq, dy=cos pdp+0⋅dq ,dz=0⋅dp+1⋅dq

dx2+dy2+dz2=sin2 p dp2+cos2 p dp2+1 dq2=(sin2+cos2)⏟
E=1

dp2+0⏟
F

dpdq+1⏟
G

dq2

P ' (x ' , y ' , z ' )  mit x '= p , y '=q , z '=0

Die Abbildung  f :(x , y , z )=(cos p ,sin p ,q)→(p ,q ,0)=(x ' , y ' , z ') ist bijektiv und differenzierbar.

dx '=1⋅dp+0⋅dq, dy '=0⋅d p+1⋅dq , dz '=0⋅dp+0⋅dq,

dx '2+dy '2+dz '2=1⏟
E '

⋅dp2+0⏟
F '

dp dq+ 1⏟
G'

⋅dq2,  also  E '=E , F '=F ,G '=G.

Meines Erachtens hat hier Gauß eher einen anschaulichen Begriff der Abwicklung, eben dass die 
Punkte der abzuwickelnden Fläche bei der Abwicklung mit den Punkten der abgewickelten Fläche 
zusammenfallen, so wie eine Kreislinie auf eine Strecke der Länge  2π r   abgerollt werden kann. 
Unter diesen Umständen folgt aus dem „bloßen Begriff der Abwicklung“ dass die einander 
entsprechenden „Elemente“, bspw. die Bogenelemente  ds2=dx2+dy2+dz2  und 
 ds '2=dx '2+dy '2+dz '2 identisch sein müssen:  ds2=ds '2.  

ds2=(( ∂ x
∂ p)

2

+(∂ y
∂ p)

2

+( ∂ z
∂ p)

2

⏟
E

)dp2+2( ∂ x
∂ p
∂ x
∂q
+∂ y
∂ p

∂ y
∂q
+ ∂ z
∂ p

∂ z
∂q⏟

F
)dp dq+(( ∂ x

∂q)
2

+(∂ y
∂q )

2

+(∂ z
∂q )

2

⏟
G

)dq2



ds '2=((∂ x '
∂ p )

2

+(∂ y '
∂ p )

2

+(∂ z '
∂ p )

2

⏟
E '

)dp2+2(∂ x '
∂ p

∂ x '
∂ q
+∂ y '
∂ p

∂ y '
∂q
+∂ z '
∂ p

∂ z '
∂q⏟

F '
)dp dq+((∂ x '

∂ q )
2

+(∂ y '
∂q )

2

+(∂ z '
∂q )

2

⏟
G '

)dq2

ds2=ds '2⇒ E=E ' , F=F ' ,G=G '  und damit sind die entsprechenden Längen und Winkel (und 

entsprechende Teilflächeninhalte) abzuwickelnder und abgewickelter Fläche gleich.

Heute ist es üblich, umgekehrt die abwickelbare Fläche dadurch zu definieren, dass die Längen aller
entsprechender Kurven der entsprechenden Flächen (und damit die Bogenelemente) gleich sind, 
dass es also eine Isometrie gibt.

Ich gebe dazu für das obige einfache Beispiel des abzuwickelnden Zylinders solch eine Isometrie 
an.
Sei c eine beliebige Kurve auf der ebenen Rechtecksfläche  G=[ 0 ,2π [ ×[0 ,h ]

c : I→G , c (t )=(c1(t )
c2(t ))=(p

q). Die Kreiszylinderfläche sei gegeben durch die Parametrisierung

f :G→ℝ3 ,(p
q)→(f 1( p, q)

f 2( p, q)
f 3( p, q))=(

cos p
sin p

q ), dann ist  k=f ∘c : I→ℝ3 , k(t )=(cos (c1(t ))
sin(c1(t))

c2(t)
)  die 

entsprechende Kurve auf dem Zylinder. Es gilt  k '(t )=(−c1 '(t )sin(c1(t ))
c1 '(t )cos(c1(t ))

c2 ' (t ) )  und 

(k ' (t))2=(c1 ' (t))2 sin2(c1(t))+(c1 ' (t))2 cos2(c1(t))+(c2 ' (t ))2=(c1 ' (t ))2+(c2 ' (t ))2.

Die Länge L der Kurve k ist:  L(k)=∫
I

√(k '(t ))2dt=∫
I

√(c1 '(t ))2+(c2 '(t ))2dt=∫
I

√(c ' (t ))2 dt=L(c )

Die Längen der beiden entsprechenden Kurven sind also gleich und damit ist f eine Isometrie.

Allgemein:

d k
dt
(t )=k ' (t)= ∂ f

∂ p
(c (t ))c1 ' (t )+ ∂ f

∂q
(c (t ))c2 ' (t)⇒(k ' (t ))2=( ∂ f

∂ p
(c (t ))c1 ' (t )+ ∂ f

∂q
(c (t))c2 ' (t ))

2

=

(∂ f
∂ p
(c (t )))

2

⏟
E '

(c1 ' (t))2+2 ∂ f
∂ p
(c (t )) ∂ f

∂ q
(c (t ))
⏟

F '

c1 ' (t )c2 ' (t)+(∂ f
∂q
(c (t)))

2

⏟
G'

(c2 '(t ))2⇒
⋅dt2

(d k)2=E ' d p2+2 F ' dp dq+G ' dq2=! (d c)2=E dp2+2 F dpdq+G dq2⇒ E=E ' , F=F ' ,G=G '.

Das Ausrufezeichen bedeutet da die Abwickelbarkeit der Fläche f.



Die Gesamtkrümmung eines „bestimmt abgegrenzten Teiles einer krummen Fläche“ nannte Gauß 
den Inhalt des Teils auf der Kugeloberfläche, die jenem abgegrenzten Teil entsprach.

In der Abbildung ist die Gesamtkrümmung des Dreiecks ABC (links) definitorisch der Inhalt des 
blauen Dreiecks LALBLC. (rechts). 
In Artikel 6 gibt Gauß die Formel für die Gesamtkrümmung einer Figur an: ∫ k dσ , wobei k das 
Krümmungsmaß in einem Punkt bezeichnet und  dσ   das (skalare) Flächenelement in diesem 
Punkt. Da k in allen entsprechenden Punkten von abgewickelter und abzuwickelnder Fläche gleich 
ist, ist auch das Integral gleich und damit die Gesamtkrümmungen.

Ist die krumme Fläche auf eine ebene Fläche abwickelbar, so ist das Krümmungsmaß in jedem 
Punkt der krummen Fläche Null, da das Krümmungsmaß einer ebenen Fläche überall Null ist. 

Da nach Artikel 7 das Krümmungsmaß die Form hat  k= TV−U2

(1+t2+u2)2
  und k für den eben

betrachteten Fall Null ist, so ist  TV−U 2=0 oder da  T :=∂
2 z

∂ x2
,V := ∂

2 z

∂ y2
,U := ∂2 z

∂ x∂ y
  folgt die 

Formel  
∂2 z

∂ x2⋅
∂2 z

∂ y2−( ∂
2 z

∂ x∂ y )
2

=0.

13.

„Der im vorigen Artikel abgeleitete Satz führt dahin, die krummen Flächen aus einem neuen 
Gesichtspunkt zu betrachten, und diese neue Betrachtungsweise verdient von Seiten der Geometer 
eine sorgfältige Ausbildung. Fall man nämlich die Flächen nicht als Grenzen von Körpern, sondern
als Körper, deren eine Dimension verschwindend klein ist, und zugleich als biegsam, aber nicht als 
dehnbar betrachtet, hängen die Eigenschaften einer Fläche teils von der Form ab, welche dieselbe 
gerade angenommen hat, teils aber sind sie absolute und bleiben ungeändert, in welche Form jene 
auch gebogen wird. Zu den letzteren Eigenschaften, deren Untersuchung der Geometrie ein neues 
und fruchtbares Feld eröffnet, gehört das Krümmungsmaß und die Gesamtkrümmung in dem Sinne, 
wie diese Ausdrücke von uns aufgefasst sind; ferner gehört hierher die Lehre von den kürzesten 
Linien und einiges Andere, dessen Behandlung wir uns für später vorbehalten. Bei dieser 
Auffassung wird eine ebene Fläche und eine auf die Ebene abwickelbare Fläche, wie z. B. Eine 
Zylinderfläche, Kegelfläche u.s.w., als wesentlich identisch angesehen. Der eigentliche 
Ausgangspunkt für den allgemeinen Ausdruck einer Fläche bei solcher Auffassung liegt in der 
Formel



√E dp2+2 F dp dq+G dq2

welche den Zusammenhang eines Bogenelements mit zwei Hilfsvariablen darstellt. Aber bevor wir 
diesen Gegenstand weiter verfolgen, müssen wir die Prinzipien der Theorie der kürzesten Linien auf
einer gegebenen Fläche vorausschicken.“

14.

„Eine Raumkurve wird im allgemeinen dadurch gegeben, dass die den einzelnen Punkten 
zugehörigen Koordinaten als Funktionen einer einzigen Variablen dargestellt werden, die wir mit w 
bezeichnen wollen. Die Länge einer solchen Linie von einem willkürlichen Anfangspunkte bis zu 
dem Punkte, dessen Koordinaten x, y, z sind, wird ausgedrückt durch das Integral

∫ dw⋅√( dx
dw )

2

+( dy
dw )

2

+( dz
dw)

2

.

Wenn wir nun annehmen, dass die Lage der Kurve eine unendlich kleine Veränderung erfahre, 
derart, dass die Koordinaten der einzelnen Punkte um  δ x ,δ y ,δ z  geändert werden, so ergibt sich 
die Änderung der ganzen Länge

=∫ dx⋅dδ x+dy⋅d δ y+dz⋅d δ z

√dx2+dy2+dz2
,

und diesen Ausdruck transformieren wir in den folgenden:

dx⋅δ x+dy⋅δ y+dz⋅δ z

√dx2+dy2+dz2
−∫[δ x⋅d( dx

√dx2+dy2+dz2)+δ y⋅d( dy

√dx2+dy2+dz2
+δ z⋅d( dz

√dx2+dy 2+dz2))].
In dem Falle, wo die Linie eine kürzeste zwischen ihren Endpunkten ist, muss bekanntlich der 
Ausdruck, der hier unter dem Integralzeichen steht, verschwinden. Falls die Linie auf einer 
gegebenen Fläche liegen soll, welche durch die Gleichung

Pdx+Q dy+R dz=0

ausgedrückt wird, müssen auch die Variationen  δ x ,δ y ,δ z  der Gleichung

Pδ x+Qδ y+Rδ z=0

genügen, woraus man nach bekannten Regeln leicht schließt, dass die Differentiale

d( dx

√dx2+dy2+dz2), d( dy

√dx2+dy2+dz2 ), d( dz

√dx2+dy2+dz2)
resp. den Größen P, Q, R proportional sein müssen. Es sei ferner dr ein Element der Kurve, λ   der 
Punkt auf der Kugelfläche, welcher die Richtung dieses Elements darstellt, L der Punkt der 
Kugelfläche, welcher die Richtung der Normale der krummen Fläche darstellt; endlich seien



ξ ,η ,ζ   die Koordinaten des Punktes λ und X, Y, Z die Koordinaten des Punktes L, sämtlich auf den
Mittelpunkt der Kugel bezogen. Dann ist

dx=ξ⋅dr , dy=η⋅dr , dz=ζ⋅dr ,

woraus folgt, dass die obigen Differentiale  d ξ , dη , dζ   werden. Und da die Größen P, Q, R den 
X, Y, Z proportional sind, so besteht die Eigentümlichkeit einer kürzesten Linie darin, dass sie den 
Gleichungen

d ξ
X
=dη

Y
= dζ

Z

genügt. Übrigens übersieht man leicht, dass

√dξ 2+dη 2+d ζ 2

gleich wird dem kleinen Bogen auf der Kugelfläche, welcher den Winkel zwischen den Richtungen 

der Tangenten am Anfang und am Ende des Elements dr misst, und daher  = dr
ρ , wenn ρ  den 

Krümmungsradius in dem betreffenden Punkte der kürzesten Linie bezeichnet. So wird also

ρ⋅d ξ =X⋅dr , ρ⋅dη=Y⋅dr , ρ⋅dζ =Z⋅dr .“

Ist eine Kurve c (w) gegeben mit dem Anfangspunkt x0=c1(w0), y0=c2(w0) , z0=c3(w0) und dem 

(variablen) Endpunkt  x=c1(w) , y=c2(w) , z=c3(w) mit dem Bogenelement  ds=√dx2+dy2+dz2.

L(c)=∫
w0

w

ds, und  dx= dx
dw
⋅dw⇒ dx2=( dx

dw )
2

dw2  analog dy2=( dy
dw )

2

dw2 ,dz2=( dz
dw)

2

dw2, damit ist

ds=√( dx
dw )

2

dw2+( dy
dw)

2

dw2+( dz
dw )

2

dw2=dw√( dx
dw )

2

+( dy
dw )

2

+( dz
dw)

2

  und also

L(c)=∫
w0

w

ds=∫
w0

w

dw√( dx
dw )

2

+( dy
dw)

2

+( dz
dw)

2

.


