Geodaten

Manfred Horz
Mit Geodéten bezeichnet man in der Geometrie diejenigen Wege, die zwei benachbarte Punkte
kiirzest miteinander verbinden.

In der euklidischen Ebene sind das bekanntlich die geraden Wege (Strecken). Sobald die Flache
aber nicht mehr eben ist, trifft das im Allgemeinen nicht mehr zu.

Figur 1

Will man bspw. von der unteren vorderen linken Ecke eines Quaders (Raumes) A zur oberen
hinteren rechten Ecke B auf kiirzestem Wege entlang der Randflachen kommen, so scheint es
evident: man geht iiber C.

Klappt man jedoch die relevante Randfldche auf die Grundebene um, so erkennt man, dass es einen
kiirzeren Weg von A nach B gibt, die Geoddte von A nach B (Figur 2 und 3):
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Figur 2

Figur 3

Auf einer stetig differenzierbaren Fliche, wie bspw. der Kugeloberfliche S?, ist es dhnlich.



Figur 4

Die beiden Punkte A und B liegen auf einer gemeinsamen Breitenlinie, die jedoch nicht die kiirzeste
Verbindung von A und B ist. Diese liegt auf einem Grolkreis, d.h. einem Kreis, dessen Mittelpunkt
der Kugelmittelpunkt und dessen Radius der Kugelradius ist.

Man kann hier auch sehen, dass die Hauptnormale der blauen Kurve, die zum Mittelpunkt des sie
umfassenden blauen Kreises zeigt von den Flachennormalen unterschieden ist, die zum Mittelpunkt
der Kugel zeigen. Bei der grilnen Kurve, der Geodéte, sind die beiden Normalen identisch.

Die Lange einer Kurve ¢ werde mit L(c) bezeichnet und die eines infinitesimalen Kurvenstiicks
(auch Linienelement genannt) mit ds. Es gilt dann L (c f ds.

Im euklidischen Raum mit euklidischer Metrik ist ds’=dx’+dy’ und L (c f ds= f Vdx*+dy’

oder L(c fvdx +d f\/dx 2

'_,—/
1

Um die Kurve kleinster Lange zu erhalten, variiert man die Kurve c zu ‘¢, wobei Anfangs- und
Endpunkte fest bleiben. Damit man die Kurve kleinster Lange erhdlt, muss gelten, dass die (erste)

Variation des Integrals Null ist: & f ds=0, also hier 6 L(c)=0 f ds=0 f ( ) ( ) ds=0.

Das ist analog zu éf Ldt=0 mit der Lagrangefunktion L=T—V.

dx(s)
(X(S)) ist der Kurvenpunkt nach der Bogenldnge parametrisiert, df ) ist dann der
Ys ly (s
ds
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Tangentialvektor des Kurvenpunktes, dessen Betrag (3—;) +(Z—}S/) man als Geschwindigkeit

interpretieren kann. Man hat hier also in der Tat eine Wirkung (Ort mal Geschwindigkeit).

Es liegt also ein Vektorfeld vor, bei dem man nicht wie in der analytischen Mechanik, die
Lagrangefunktion verwenden kann, sondern die Lagrangedichte benétigt. Sie ist also
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D.h. beide Koordinaten sind linear bzgl. s: x(s)=a,+b,s, y (s)=a2+b25=>(x(s)))=(al)+s(bl),
d.h. die kiirzeste Verbindungslinie ist eine Strecke.

Allgemein ist das Linienelement dszzg,-j du'du’ | i, j=1,...,n wobei der metrische Tensor g, eine
Funktion der Variablen u' (die beliebige, nicht notwendig kartesische sind) ist.

Dann geniigt eine Geodéte zwischen zwei festen Punkten der Bedingung o _f ds=0 oder
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Da der Metriktensor von den w abhiingt ist gemiR der Kettenregel:
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Das ist die Geoditengleichung i+, u' '=0; k,i,j=1,...,n bestehend aus n (Zihlindex k)
Differentialgleichungen oder

2
du +Fk i} u i u’ =0; k,i,j=1,...,n, wobei T'*, die Christoffelsymbole 2. Art sind miteinander
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Waihlt man nochmal das Beispiel des euklidischen Raums, so sind die Christoffelsymbole alle Null,

da g,=0,= 1 12] und die Ableitungen davon alle Null sind, und die Geodétengleichung
0 i#j

2 _k

d)i =0, sodass x“(s)=a,+b,s und x(s)=a+sb Strecken sind.
s

. . . k k
reduziert sich mit u =x" zu

Beispiel Geoditen auf der Sphire S°={x€R*/||x|[=1}, (n=2), der Oberfliche der
Einheitskugel.

1. Uber Geodatengleichung: u' =r,u’=6,u’=g. Zuerst miissen die Christoffelsymbole bestimmt
werden, dazu braucht man wiederum den Metriktensor g, in Kugelkoordinaten:
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benotigten inversen Metriktensor g” erhilt man hier (Diagonalmatrix) iiber die Kehrwerte der
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Man erhdlt folgende nicht verschwindende Christoffelsymbole:
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Das ergibt die drei Gleichungen:
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(1)in (2): &=(cotd)6H’
(1)in (3): ¢=(2cosh) ¢’

2. direkt:
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du arccos — +¢0, da arccos '(u) . Also hat man
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¢:arccos%+¢0:vcos((p—(po):%ﬁa cos(@p—g@,)=cot 8, die Geodéte.

Um zu sehen, dass es sich hier um einen GroRkreis handelt, der der Schnitt einer Ursprungsebene
mit der Kugel ist, soll das mithilfe der Kugelkoordinaten und der Ebene hergeleitet werden:

e:n x+n,y+n,z=0, k:x=sinfcosg, y=sinf sing,z=cosf =
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acos(@—@,)=cot  also tatsichlich ein GroRkreis.



