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Mit Geodäten bezeichnet man in der Geometrie diejenigen Wege, die zwei benachbarte Punkte 
kürzest miteinander verbinden.

In der euklidischen Ebene sind das bekanntlich die geraden Wege (Strecken). Sobald die Fläche 
aber nicht mehr eben ist, trifft das im Allgemeinen nicht mehr zu.

Figur 1

Will man bspw. von der unteren vorderen linken Ecke eines Quaders (Raumes) A zur oberen 
hinteren rechten Ecke B auf kürzestem Wege entlang der Randflächen kommen, so scheint es 
evident: man geht über C.

Klappt man jedoch die relevante Randfläche auf die Grundebene um, so erkennt man, dass es einen 
kürzeren Weg von A nach B gibt, die Geodäte von A nach B (Figur 2 und 3):

Figur 2

Figur 3

Auf einer stetig differenzierbaren Fläche, wie bspw. der Kugeloberfläche S2, ist es ähnlich.



Figur 4

Die beiden Punkte A und B liegen auf einer gemeinsamen Breitenlinie, die jedoch nicht die kürzeste
Verbindung von A und B ist. Diese liegt auf einem Großkreis, d.h. einem Kreis, dessen Mittelpunkt 
der Kugelmittelpunkt und dessen Radius der Kugelradius ist.

Man kann hier auch sehen, dass die Hauptnormale der blauen Kurve, die zum Mittelpunkt des sie 
umfassenden blauen Kreises zeigt von den Flächennormalen unterschieden ist, die zum Mittelpunkt 
der Kugel zeigen. Bei der grünen Kurve, der Geodäte, sind die beiden Normalen identisch.

Die Länge einer Kurve c werde mit L(c) bezeichnet und die eines infinitesimalen Kurvenstücks 
(auch Linienelement genannt) mit ds. Es gilt dann  L(c)=∫ds.  

Im euklidischen Raum mit euklidischer Metrik ist  ds2=dx2+dy2  und L(c)=∫ds=∫√dx2+dy2  

oder  L(c)=∫√dx2+dy2=∫√ dx2

ds2 + dy
2

ds2⏟
1

ds

Um die Kurve kleinster Länge zu erhalten, variiert man die Kurve c zu ~c , wobei Anfangs- und 
Endpunkte fest bleiben.  Damit man die Kurve kleinster Länge erhält, muss gelten, dass die (erste) 

Variation des Integrals Null ist: δ∫ds=0, also hier δ L(c )=δ∫ds=δ∫√(dxds )2

+( dyds )
2

ds=0.

Das ist analog zu  δ∫Ldt=0  mit der Lagrangefunktion L=T−V .

(x (s)y (s))  ist der Kurvenpunkt nach der Bogenlänge parametrisiert, (
dx (s)
ds
dy (s)
ds

)  ist dann der 

Tangentialvektor des Kurvenpunktes, dessen Betrag √(dxds )2

+(dyds )
2

  man als Geschwindigkeit 

interpretieren kann. Man hat hier also in der Tat eine Wirkung (Ort mal Geschwindigkeit).

Es liegt also ein Vektorfeld vor, bei dem man nicht wie in der analytischen Mechanik, die 
Lagrangefunktion verwenden kann, sondern die Lagrangedichte benötigt. Sie ist also  
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. Die zugehörigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten:

∂ L
∂ x

− d
ds( ∂ L

∂(dxds ))=0  (1)

∂ L
∂ y

− d
ds( ∂ L

∂( dyds ))=0  (2)

Zu (1):  
∂ L
∂ x

= 1
2L

0=0,  
∂ L
∂ x '

=1
2
L2 x '=L x '=L dx

ds
⇒ d
ds ( ∂ L

∂(dxds ))=
d
ds(L dxds ) =L=1

L⋅d
2 x

ds2
+ dL
ds⏟

0

dx
ds

⇒

d
ds ( ∂ L

∂(dxds ))=L
d2 x

ds2
, also (1) d

2 x

ds2
=0, analog  (2) d

2 y

ds2
=0

D.h. beide Koordinaten sind linear bzgl. s: x (s)=a1+b1 s , y (s)=a2+b2 s⇒(x (s)y (s))=(a1

a2
)+ s(b1

b2
), 

d.h. die kürzeste Verbindungslinie ist eine Strecke.

Allgemein ist das Linienelement  ds2=g ijdu
idu j , i, j = 1, …, n  wobei der metrische Tensor gij  eine

Funktion der Variablen ui (die beliebige, nicht notwendig kartesische sind) ist.

Dann genügt eine Geodäte zwischen zwei festen Punkten der Bedingung  δ∫ds=0  oder

δ∫√gij duidu j=0⇔δ∫√gij duids du jds ds=0⇔δ∫√gij u̇i u̇ jds=0.

Die Lagrangedichte dieses Wirkungsintegrals ist  L(u1 , u̇1 , ... ,un , u̇n) =k=1 , ... ,n
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n u̇n.

Die Euler-Lagrange-Gleichungen dafür:
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Da der Metriktensor von den uj abhängt ist gemäß der Kettenregel: 
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  und damit gehen die E-L-Gleichungen über zu 
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i+ 1

2 (−∂ gij
∂uk

+
∂ g jk
∂ui

+
∂ g ik
∂u j )⏟

Γijk

u̇ i u̇ j=0⇔g ik ü
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Das ist die Geodätengleichung  ük+Γ.. ij
k u̇i u̇ j=0 ; k , i , j=1 , ... ,n bestehend aus n (Zählindex k) 

Differentialgleichungen oder
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Wählt man nochmal das Beispiel des euklidischen Raums, so sind die Christoffelsymbole alle Null, 

da  gij=δ ij={1 i= j
0 i≠ j

  und die Ableitungen davon alle Null sind, und die Geodätengleichung 

reduziert sich mit  uk=xk  zu  d
2 xk

ds2
=0 , sodass  xk (s)=ak+bk s  und  x(s)=a+s b Strecken sind.

Beispiel Geodäten auf der Sphäre S2={ x∈ℝ3 /‖x‖=1},  (n=2), der Oberfläche der 
Einheitskugel.

1. Über Geodätengleichung: u1=r ,u2=θ ,u3=φ .  Zuerst müssen die Christoffelsymbole bestimmt 
werden, dazu braucht man wiederum den Metriktensor  gij  in Kugelkoordinaten:

(gij)=(1 0 0
0 r2 0
0 0 r2sin2θ ), r=1. Den



benötigten inversen Metriktensor gij erhält man hier (Diagonalmatrix) über die Kehrwerte der

Diagonaleinträge: (gij)=(
1 0 0

0
1

r2 0

0 0 1

r2sin2θ
).

Man erhält folgende nicht verschwindende Christoffelsymbole:
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Das ergibt die drei Gleichungen:

(1)  
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=0 ⇒
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  oder

(1)θ̇ =−(sinθ )φ̇
(2)θ̈ =(sinθ cosθ )φ̇ 2

(3)φ̈ =(−2cotθ )φ̇ θ̇



(1) in (2):  θ̈ =(cotθ )θ̇ 2

(1) in (3):  φ̈=(2cosθ )φ̇ 2

2. direkt:
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sin2θ
dθ

cotθ=u  sinθ= 1

√u2+1
  sin2θ= 1

u2+1
  dθ=−sin2θ du

φ=∫ c

sinθ √sin2θ−c2
dθ +φ 0=−∫ c

√u2+1√ 1

u2+1
−c2

du+φ 0=−∫ c

√1−c2u2−c2
du+φ 0=

=−∫ 1

√ 1

c2
−1

⏟
=:a2

−u2

du+φ 0=−∫ 1

√a2−u2
du=arccos u

a
+φ 0, da  arccos '(u)= −1

√1−u2
.  Also hat man
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a
+φ 0⇒cos(φ−φ 0)=

u
a
⇒a cos(φ−φ 0)=cotθ , die Geodäte.

Um zu sehen, dass es sich hier um einen Großkreis handelt, der der Schnitt einer Ursprungsebene 
mit der Kugel ist, soll das mithilfe der Kugelkoordinaten und der Ebene hergeleitet werden:

e :n1 x+n2 y+n3 z=0,  k :x=sinθ cosφ , y=sinθ sinφ , z=cosθ ⇒



e∩k :n1 sinθ cosφ+n2 sinθ sinφ +n3 cosθ=0 ⇒
: sinθ
n1 cosφ +n2 sinφ +n3 cotθ =0⇒
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2  ist 

a cos(φ−φ 0)=cotθ  also tatsächlich ein Großkreis.


