Zur Allgemeinen Relativitdtstheorie

Manfred Horz

1. Potenzielle Energie

Potenzielle Energie V ist die Féahigkeit, sich zu aktualer Energie zu realisieren. So kann ein Objekt,
das sich im Schwerefeld der Erde vom Boden aus in der Hohe x frei befindet, durch die
Anziehungskraft F der Erde fallen und dadurch kinetische Energie T gewinnen.

Bsp 1: der freie Fall

Die potenzielle Energie wird hier definiert durch die am Boden erreichte kinetische Energie.

Nach den Fallgesetzen von Galilei gilt: x= % gt’, wobei g die nahe am Boden konstante
Erdbeschleunigung ist und t die Zeit, die der Kérper braucht, um auf den Boden einzuschlagen.
Die Geschwindigkeit, die der Kérper am Boden erreicht hat, sei v: v=gt=T= %m v =%m gt

t° _2x, T= % mg’(2 3) =mgx und das war also die potenzielle Energie V=V (x)=mgx.

g

Da andrerseits nach Newton gilt: F=mg, folgt mit V(x)=mgx: V(x)=F x. Oder wenn man die

entgegengesetzte Orientierung von F und x beriicksichtigen will: V(x)=—Fx

dv

Damit ist die Ableitung der potenziellen Energie nach x gerade die Kraft F: d—Z—F oder wenn
X
man will: F (X):_dV_(x).
dx

—H— F(x)




Die Kraft F bezeichnet also die ortliche Verdnderung der potenziellen Energie V. Um die potenzielle
Energie von Null auf zu erhéhen (also hier um den Korper zu heben) muss Arbeitsenergie W
aufgebracht werden: W =—F x=V.

Die Summe von potenzieller Energie V(x) und kinetischer Energie T(x) ist hier also per
definitionem gleich (,,Gesamtenergieerhaltung“). Oder wenn man kiinstlich zeigen will, dass die
Summe konstant ist, kann man auch diese Energien zeitlich ableiten:

2 At =2 Lm0 =2m2stcx(0)=mi(0)g

Z—Y:%(—mgx(t)):—mgX(t):%(T(t)+V(t))=0

Bsp2: Rotationssymmetrisches Feld
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Sei nun im Zweidimensionalen ein kugelsymmetrisches Gravitationsfeld gegeben, das von dem
Zentralkorper der Masse M erzeugt werde und auf einen Probekorper der Masse m = 1 kg wirkt.

Die Kraft F bzw. g, die auf den Probekorper wirkt ist nach Newton F (r)=g(r)=— GM r, wobei r

3
r
X
der Vektor ist, der vom Zentralkorper zum Probekorper geht: r=| y lund r ist sein Betrag:
z

r:|r|:\/x2+y2+zz.
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Gravitationsfeld einer Punktmasse im Zweidimensionalen



Das skalare Gravitationsfeld ist F(r)=— GM ___GM

2 2 2
X +y+z r

X
y
Skalarfeld F(x,y)

. . GM .
Oder in Polarkoordinaten: F (r,¢)=— —— mit konstanten ¢.
r
F k

ri | v] r

Die Arbeit W, die geleistet werden muss, um den Probekérper entlang der Radialstrecke von r; nach
I; zu heben, ist:

W=f F(r)er—GMf izer—GM(—i+i):GM(l—i), also fallt der Probekérper im

r r r, r, ny

Gravitationsfeld von r, nach ry, so erhélt er den Zuwachs der kinetische Energie

T=M(L-L)=av.
r, 1y

Fallt der Korper jedoch nicht radial in Richtung Zentralkorper, sondern auf einem beliebigen (stetig
differenzierbaren) Weg, so muss nicht unbedingt die kinetische Energie die gleiche sein wie zuvor,
d.h. umgekehrt muss die zu leistende Arbeit nicht unbedingt wegunabhédngig sein. Das hdngt von
dem Feld ab.



F.(x,y.z)
Sei allgemein ein Vektorfeld (Kraftfeld) (x,y,z)>F(x,y,z)= Fy( x,y,z)| gegeben und eine

F,(x,y,2)
x(¢)
beliebige Kurve r:[t,,t,]R% t>r(t)=| y(¢)| die zwei Punkte P,,P,€R’ des Raums verbindet:
z(t)
r(t)=P, ;r(t,)=P,
C
—~_ P2
P, '_.‘
r(t ':/l‘ftj ‘

P2
Die Arbeit W, die entlang dieses Weges geleistet wird, ist: W :f F(r)-dr

P

1

ty

PZ
Da i’(t)zgzdr:i'(t)dt und also W:fF(r)-dr:fF(r(t))i’(t)dt. Da das Skalarprodukt

P, t

F(r)-r(t)=F, (r)%(t)+F (r) y(t)+F,(r)z(t) ist, gilt weiter:

W:fF(r)r(t)dt:f(Fx(r)x(t)+Fy(r)y(t)+Fz(r)z(t))dt.

x(t)
Sei nun das obige Gravitationsfeld gegeben: g(r)=F(r)=-— G];/I r=— G];/I y(t)]-

r r Z(t)

t

W:fF(r)i*(t)dt:GM}(Fx(r)x(t)+Fy(r)y(t)+FZ(r)Z(t))dt

t 4

Ich zeige, dass die Rotation von g Null ist:

0 X 0 4 _0 y
8_X rs 5)/ (X2+y2+22)3/2 az (X2+y2+22)3/2 .

_ 0 Yy (_ 0 X 0 4 _
rotg(r)=—|=——|XGM| <% |=—GM | — - =(0o|, da
g( ) aay I oy (x2+y2+22)3/2 0z (X2+y2+zz)3/2 8

a7 Zz 0 y _0
r3 ay <X2+y2+Z2)3/2 oz (X2+y2+22)3/2



0 z 2

_ —_ % 0 y __~ 2
= =—3-=- analog —— = -3
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und die anderen Komponenten ganz analog.

Nach dem Integralsatz von Stokes ist: ﬂ rot g-df:§ g-dr=0 ,da rot g=0 ist das linke
F OF

Flachenintegral Null und damit das rechte geschlossene Kurvenintegral auch Null.

Ist nun ry(t) eine beliebige stetig differenzierbare Kurve von P; nach P, und r(t) eine beliebige
stetig differenzierbare Kurve von P, nach P,, dann ist die aus den beiden zusammengesetzte Kurve

P, P, P, P, P,
r geschlossen und es gilt f gdr1+f gdrzzqs g-dr=0 und also _[ gdr1=—f gdr2=f gdr,.

P P P P P

1 2 1 2 1

Die Arbeit ist also entlang jeden beliebigen Weges gleich und das heif8t auf geschlossenen Wegen
geht keine Energie verloren, das Gravitationsfeld ist also ,,konservativ®.

Das gilt laut Stokes fiir alle Kraftfelder F: Ist rot F =0, dann ist das geschlossene Wegintegral Null
und das Kraftfeld demnach konservativ.

Noch der wichtige Satz: Ist ein Vektorfeld V der Gradient eines Skalarfeldes ¢ , genau dann ist V
konservativ: V(x)=V @ (x)<V konservativ.

Es gilt allgemein der Satz:

Ist V ein Vektorfeld und ¢ ein Skalarfeld, so sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) V=grad ¢

(2) rotV=0

(3) Vist konservativ, d.h. Eﬁ Vdr=0

Beweis: (1)=(2): rot V=rot grad =0

(2)=(3): siehe oben

(3)=(1): Sei y:[0,1]°R® eine Kurve, die die beiden Punkte r, und r verbindet:
y(0)=ry,y(1)=r.

@(r): =f V (r)-dr ist wohldefiniert, da nach (3) das Integral nicht von der Wahl von y abhéngt.
Y

Die Kurve c:[O,l]—)IRS,t—)c(t)=r+t-h e; verbindet die Punkte r und r+he; ,i=1, 2, 3, ist also
eine Fortsetzung von ).



1
%((p(r+hei)—¢( (der der) .!'Vdr=%.£ V(r+the;) he, dt—fV r+the,)-e dt=

yeoc

0
. 0x,
=[ V.(r+the, dt->fV de=V,(r). Also gilt Z_g(r)=V,(r)=V(r)=| 2= |¢(r)=V o(r)
i 2
° o
0 X,

Da nun das Gravitationsfeld g(r) konservativ ist, gibt es ein Skalarfeld ¢ (r) mit g(r)=V ¢(r).

_ 1-2x
. MG MG o0 1_29 1 2\/)<2+yz+z2 X
Wihlt r)=————=— * ibt —= = %
danlt man (ﬂ< ) r | | (*), so ergi B x |r| A x ,7x2+y2+22 x2+y2+22 3

und damit ist V ¢ (r)=— MG

X
T R ———
VA

I <~ | |1

=

Alsoist ¢(r)=— das Skalarfeld zum Gravitationsfeld, das sogenannte (Newtonsche)

Gravitationspotenzml oder die potenzielle Energie, die ein Korper der Masse 1 im
Gravitationsfeld hat.

Damit kann die kinetische Energie, die ein Kérper der Masse 1 gewinnt, wenn er vom Ort r; Zum
Ort r, im Gravitationsfeld fallt als Potenzialdifferenz (Differenz der potenziellen Energien)

@(r)—g(ry)= MG(l—l) MG(l—l)=lv2angegebenwerden.
r,or r, r;° 2

2. Poissongleichung

Die das Gravitationsfeld erzeugende Masse M sei die homogen verteilte Masse einer Kugel vom

Radius r. Die Kugel hat das Volumen V =%7r r’ und somit gilt fiir die Massendichte p:

p:% und also M:pvzgﬂ r’p.
Das Gravitationsfeld auf der Kugeloberfldche hat die Stérke

—Giﬂr3p
3 4
g(r)=- 5 = 3 r=——aGpr
r r 3




Die Divergenz des Vektorfeldes g(r) ist: divg(r)=V-g(r) :—% 7GpV-r, wobei

0
ox X\ _ox 0y o
V= % : }Z; :£+£+6—§:3,sodass gilt V-g(r):—ger,oB:—Mer.
0
oz

Da g(r)=—Ve(r) ist V-g(r)=—V?¢(r)=—47G p oder mit A:=V?, dem Laplaceoperator,
A@p=47xGp(r,t), die Poissongleichung.

Eine allgemeinere Herleitung fiir beliebige Massenverteilung kann iiber eine Analogie mit der
Elektrostatik mithilfe des GauRRschen Gesetztes bzw. der ersten Maxwellgleichung der Divergenz

1 Q

=r
dre,r®’

VE(r)= £ e(:) erfolgen. Das elektrische Feld geniigt dem Gesetz E(r)=

das Gravitationsfeld analog g(r)=—G M3 r . Der elektrischen Feldkonstante entspricht bei
r

4re,

I . . - 1
der Gravitation die negative Gravitationskonstante -G oder dem Wert <z, dort der Wert —4 7 G

hier.
Der elektrischen Divergenzgleichung ist analog die gravitative Divergenzgleichung

Vg(r)=—p(r)4xG. Da g(r)=—V @(r), ergibt die Multiplikation dieser Gleichung mit dem
Nablaoperator V g(r)=—A ¢ (r) und damit mit der ersten Gleichung A¢(r)=47G p(r).

Man kann diese Gleichung auf folgende Art interpretieren: Links hat man mit ¢ das
Gravitationsfeld durch das Potenzial gegeben und rechts mit o Massendichte, die die Quelle des
Feldes ist. Diese Gleichung sagt also, wie die Massenverteilung das Gravitationsfeld bestimmt.

Die umgekehrte Richtung besagt, wie das Gravitationsfeld die Bewegung eines Korpers der Masse
m bestimmt.
_mMG

Ix(e)f

die Weg-Zeit-Kurve an. Einfacher wird es, wenn man Kugelkoordinaten wéhlt oder gleich sich auf
mMG

()

F=ma und F=—mV ¢ ergibt: a=—V ¢ oder x(t) x(t). Die Losung dieser DG gibt

das Wesentliche beschrankt, auf die eindimensionale Bahn: #(t)= , dazu muss man allerdings

die quadratische DG 2. Ordnung #(¢t)r’(t)=k lésen.

Zusammenfassend kann man sagen: Die Massenverteilung (Energieverteilung) sagt dem Feld,
wie es ist und das Feld sagt den Massen, wie sie sich bewegen.

Die Massenverteilung kann kompliziert sein oder einfach, besonders wenn man sie sich in einem
Punkt konzentriert denkt. Dann ist die Verteilung iiber die Diracsche Deltafunktion darstellbar.



Im eindimensionalen Fall sieht die Diracsche Deltafunktion §(x) folgendermaRen aus:

£ = 0,0005

k J

2
—X

e 35 (x) als Diracfolge, die gegen die Diracfunktion konvergiert und deren

27T€E €20

mit 0, (x)=+ L
Integrale in ganz IR 1 sind. Da &, (x) ?oé(x) , strebt auch 1:f O.(x)dx -)0f d(x)dx, also
€ R 20R

fé(x)dx=1.

(Die Poissongleichung lautet in diesem (dreidimensionalen) Fall:

Ap=47Gp(r)=4xG8°(r)=4xG & (x) )

Es soll noch aus der Poissongleichung das Gravitationspotenzial (*) hergeleitet werden, das oben
nur angesetzt wurde. Gegeben sei eine Kugel, deren Masse M homogen verteilt ist mit Radius R

und der kugelsymmetrischen Dichte p (r).

1. Sei r>R. Dort soll keine Materie vorhanden sein, also o (r)=0. Die Poissongleichung

V?¢(r)=47G p(r) geht dann iiber die Laplace-Gleichung V*¢(r)=0. Wegen der
Kugelsymmetrie ist es sinnvoll die kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten (r ,60,9) zu

transformieren.
Xx= rsinfcos@
Esgilt: y= rsin@sing

z= rcosé@

Die Jacobimatrix J von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten lautet:

0x Ox O0Ox

or 00 O¢ . o

oy By dy sinfcos@ rcosfcose —rsinfsing . L
J= 5 99 ool sinfsing rcosfsing rsinfcosg |unddie Inverse J  ist

8; 07 oz cosd —rsind 0

or 00 OJ¢



sin# cos @ sin# sin @ cos

a1 lcosé’cosq& lcosﬁsin¢ —lsinH
J =|r r r .
_1lsing 1 cosg

r sind r siné

Die partiellen Ableitungen transformieren sich so:

(i Il i)_(i o ai) 7! also

ox’0y’0z) \or’ 06

0 . 0,1 0S¢ o
ox Snfcosg i icosOCosg aT S
0 it pein g s ) o pein e 0 4 1COSO B
3y —smﬁsmgpar+rc05651n¢60+r sind 0
aﬁ:cosﬁa—ar—lsmﬁ 6619

und die (normierten) Basisvektoren folgendermafen

. sinfcos@ sinfsing cosd
(ex,ey,ez)Z(er,eg,ew)-ST mit S =|cosfcosep cosfsing —sind |, also
—sing cos @ 0

e, =e,sin 6 cos ¢+e,cosf cos p—e, sing
e, =e, sindsin g+e,cosf sin p+e,cos @
e,—e.cost) —e,sinf

Der Nablaoperator V in kartesischen Koordinaten lautet V =e O ye O ve O oderin

*ox Yoy ‘0z
Kugelkoordinaten miissen sowohl die partiellen Ableitungen als auch die Basisvektoren
transformiert werden:

V:(ersin6cos<p+e{,cost9c05(p—e(/sin(p) sinHcos¢%+%cosﬁcos¢%—%£)+
o : ST I | . 0  lcosg o
+ + —+— = +— = |+

(ersmﬁsm(p e,cosfsing@ e¢cos<p)(sm65m¢ar rcosﬁsm¢ae - eing 5¢)

e 0 1,90 |-
(ercosH e,,smﬁ)(cosﬁar - smﬁaa)_
e, sinzﬁcosz¢a—ar+%sin49coszq0cosé’8%,—%sin¢cos<paa +
e (sm 0 sin waar %sm @sinf Cosﬁaae 1sm ¢7coswai+cos Ha—i—%51nt9cos¢9860)+

0,1 o _1cosd 0

e(,(smgcosﬂcos gpa + cos’ 6 cos’ P50 7 ing smqacosqaa

0 cos 6 i+1 2 a+1C°S‘9 2 _sing 9i+1 29 0 |+
e,|sin @ cos@sin’ rpags cos’ @ sin’ 236" 7 sne smgacos¢pa sin # cos ar sin 0



s 2
e(,(—sinﬁsin ¢)cos¢a—ar—%cosﬁsin¢cos @ 6619 +: S;E];p 88
e¢(sinﬁsin¢ Cos¢a—ar+%cosﬁsin¢cos ¢a—a€+% C;;Zg 8aq) e,i+eg 1 660 +e, rsilnﬁ ai
sin# cos @ cos f cos @ —sin @
e.=|sinfsing | €,=| cosfsing | e,=| cosq |sind die ONBasis der Kugelkoordinaten.
cosd —sind 0

Die partiellen Ableitungen davon sind:

de de cos & cos @ de —sinfsing

ér’:(), 8—é= cosdsing |=ey, 6‘_¢;: sinf cosg |=sinfe,
—sin# 0
—sin & cos —cosd sin

%—0 Oey_ —sin@si , =—e Oep_ 1] Y =cosfe

or 80 sinfsing |[——e,, FI7 cosf cosqp |= N

—cosé 0
de de e, |COS¢
Y __ [ Y __ .
ar _0: 80 _0: a¢— —Sgl¢

Die Divergenz eines Vektorfeldes v=v e +v,e,+v e, in Kugelkoordinaten ist:

_ 0 19 1 0 _
V-V—(e,§+e0Fﬁ+e¢mW)-(vre,+vgeg+vwe¢)—

8r r
o o o
o 10V, 1 0e  10v,, 1 0€ 10V, _ 1 0¢
Hrag r g r@g g 06 g Hr 060 g 06 ¢ g ¢£Q
ey —e, 0
1 [Ov, 1 de, 1 (ov, 1 Oe,
q’rsin@(&P)e + € sing " 6<P +e¢’rsmt9(a¢) €t sing "’ Tp T
smﬁe cosfe,
e, 1 (aV(/,)e ro 1 de, ov, 1 l@v,,_‘_lv_'_lv cosf, 1 ov,
rsingd\ 0@ )% Prsing "o0@ de or r " r 060 r " r “sin@d rsing 0@’

0
also V'v:(%w, vr)+(lcosﬁ +15Ve) 1

P “simng 700 T Teme 8¢ Das kann aber auch in der Form
V=1 O (y2y )+ L (sin@v,)+—— L geschrieben werden, wie man durch
P2or. " rsing 00 rsing 0¢ 7

Differenzieren der Klammerterme sieht.



Ersetzt man nun den Vektor v=e, v +e,v,+e,v @ durch den Nablaoperator

V:era—i+eﬁ%%+e«. rsilnH % in der letzten Gleichung, erhdlt man
_y.v_L 0 (20 0 (gl 0 1 o 1 o
A=V-V= 2 or (r 8r>+rsinl9 aﬁ(smgraﬁ)-'-rsin@@ rsing 0@ oder

16,20 1 0 (. ,0 1 &
A== (r<)+ =5 (sinf 25 ) +————— )
T ar Gr) r’sing © ( 8‘9) r’sin’6 0 ¢°

Somit ist schlieBlich die Laplace-Gleichung A ¢ =0 in Kugelkoordinaten:

10 (200), 1 & ( 8¢) 1 _0¢_
== 0 (22 0 =0
A¢ r’ or ( ar)+r2sm6’a‘9 050 r’sin’6 0 ¢*

Das Potenzial ¢ ist wegen der Rotationssymmetrie nur abhdngig von r und nicht von den Winkeln,

sodass fiir die Ableitungen nach den Winkeln gilt: g—gz 0= g—z Daher vereinfacht sich die

Laplace-Gleichung zu A¢—%aa (r g¢)_o' ar( 8r) 0:>_f 6r( gf)dr:f()dr+c:.

r26—¢:c:%:£:f a—¢dr:‘f £ dr+d=¢(r)=—<+d. Im Unendlichen (r=o), sollte das
or or r? or rl r
Potenzial verschwinden: lim ¢ (r)=lim — $+d=0=d=0, also ¢(r)=—$.

r=»o r=>ow r

2. r<R: Dort ist p (r)=p konstant, wegen der Homogenitit der Massenverteilung. Die
Poissongleichung ist dann

Vi¢(r)=4xGp oder —zaa (r26¢) 4:[Gp©§r(rzg—¢rj):4ﬁGprz=>

fa—¢dr:iﬂ'GpJ‘rdr+fer+/37$¢(r):Zﬂ'Gpr2_Q+/j
or 3 r2 3 r

Im Zentrum der Kugel muss das Potenzial einen endlichen Wert haben, sodass « Null sein muss
und also ¢(0)= /. Demnach gilt

§(r)=27G pr'+4(0).

3. r=R: Am Rand der Kugel miissen die beiden Potenziale glatt ineinander iibergehen, d.h. die
beiden Ableitungen miissen bei r = R {ibereinstimmen:



d C _d (2 2 c _4 4 3 _ _
e B A e e A
M
\

Kugel
Also ist ¢(r)=—% fir r>R.

Andrerseits miissen die beiden Potenziale am Rand der Kugel gleich sein:

MG _2 MG 2 o2 G_ 2MG_MG_ 3MG

— =2 =22GpR*+¢(0 0)=—"7- = = . Damit gil
R 37 CPRHI0)=0(0)== ST R == R T R - Damiteil
M
2
2
fir r<R: ¢(r):§erpr2—3%, da %JTRB,OZ%/OZ% ist%ﬂGprZZ%, also
2 2
¢(r):1\;(;§ —35\/;(;:1;4; r_2_3 . Dieses innere Potenzial ist das eines harmonischen

Oszillators.

Gravitationspotenzial eines Massenpunkts
Ap(r)=4xGM6(r)

p(r)=—M



Die Poissongleichung ist die Umschreibung der Newtonsches Physik der Gravitation in eine
Feldtheorie der Gravitation, die der heuristische Ausgangspunkt der Einsteingleichungen ist.

3. Einsteinsche Gravitationstheorie

3.1. Geoditengleichung

—

|
R,uu = §Rg,uu - 87TGT;L

LD, T SN Ty
& =14, a" %

d°X"__pu dX? dX”
d 7’ Pdr dt

Ich mochte die Geodédtengleichung iiber das Variationsprinzip herleiten. Hat man einen kiirzesten
Weg den ein Teilchen zwischen zwei nahe gelegenen Ereignissen E; und E, zuriicklegt, eine
Geodate ,so sind die Variationen der Wege grofSer als die Geodéte. Mit dem Linienelement
ds’=g,,(X)dX"dX" ist der gesamte (kiirzeste) Weg:

E, E,
s=fds:f\/g‘uv(X)dX’”dXV.Da d7’=—ds’ und also d 7°=—g,, (X )dX" dX" ist die
E E,

1

E, E,
entsprechende Eigenzeit r:f d r:f V- g W(X )JdX“dX" dieses Weges maximal (d z°, d.h. der
E, E,

Radikand ist positiv, da die Weltlinie von materiellen Teilchen immer zeitartig ist).

Die Wirkung ist von der Dimension Energie mal Zeit, oder mit c =1 auch Masse mal Zeit, d.h. m-,
da E=mc’=m. Die Lichtgeschwindigkeit zum Quadrat versteckt sich hinter diesem Ausdruck m-z.
Beim Variationsprinzip wird die Wirkung A minimiert, da aber die Eigenzeit maximiert wird, muss
das Wirkungsintegral sein:

dX" dX dt

L
A=—mr=—mfdr=—mf\/—g,w<X)dXﬂdXV:_m.[\/_g,uv(X) dt dt :
t]

Bei sehr geringen Geschwindigkeiten gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit gilt dt~dr, d.h.



. dx" dx" | dx" dx"
esglltf—mdr=f—m\/—gw(X) o dl f m g,,V(X) S

—m

Zu jeder Zeit t hat der Ausdruck \/ — g (X) dé(t ' dji
Ort X und Geschwindigkeiten X*

ty

E:
&z 5
I Licht
at |
t1 )
|
X

tZ
Allgemein ist die Lagrangefunktion L=L(X,X) und die Wirkung A :f L(X,X)dt, sodass hier

b

dax* dx”
dt dt

5
die Lagrangefunktion L:—m\/—g‘uv(X) und A:f —m\/—glw(X)X'“ X"dt
[1

d 0L _ 0L
dr 9 X" X"

Die Euler-Lagrangegleichungen sind — fir ©=0,1,2,3. Da X’=t ist, ist die

Zeitableitung X 02% =1, sodass fiir «=0 keine Euler-Lagrangegleichung existiert und nur die drei

Gleichungen fiir die Raumkoordinaten X'=x,X*=y,X =z iibrigbleiben

d 9L _ 0L
dt ox" oX"

fir n=1,2,3 und L:—m\/—gw(X)X’”X'V oder ausgeschrieben

L:_m\/_900_2901X1_2902X2_2gosXB_gquX1_2912X1X2_2913X1X3_922X2 X2—2g23X2X3—g33X3X3

= 2 29, X'-2g,X*~2g,X|=2 X'+g, X'+g, X>+g,. X*)="g X
o x! 2\/ ( 9o~ <9n 9 913 ) J (910 9u 912 913 ) J 91y
6L _—m

m >V
e 2\/( 295~ 2912X 2922X =20, X ) (920X +gz1X +922X +05 X ) 792VX

«IS

aL —m m . ) . ‘N m .
e 2\/( 2G4~ 2913X 2923X =293, X ) 7(930X0+931X1+932X2+933X3):793VX

Damit hat man insgesamt oL _m X" X

= X —=
Xn \/ gnv L gnv dt aX” dt
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4 (gan)):gnvX”iL’1+%(X”ignﬁgnv)f”):—gwX”L‘z Ly xalg X

dt dt dt de Ldt™" L
O,dc\J_LY—:Lm
% (Lfl( . XV)) :%% gnVXV+%gnv X". Da der metrische Tensor von t,x,y,z abhingt (in der
. _ N . d _99n ,
Schreibweise g,, =g, (X) ist X=(t,x,y,z)) schreibt man besser 9T das sich noch

09,,_09, 0X"_04g,,

ot oxX* ot ox” X", Damit ergibt sich schlieflich

umschreiben lasst zu

. S\ 20 . 2,
d0L_ (14 gnVXV+lg X |==0 L”ZX‘"XV—m—gnVXV. Nun zur rechten Seite der
dt 5 x" L dt L L 0X L

Euler-Lagrange-Gl:

—m(—6 o\ 2o
OL _ m( Juuv X’”XV) m g”X X". Die ganze Gleichung lautet also:

24/ 2L ox
i oL . oL —0)e>— m 6gan‘uXv_£2 Xv+£2 ag‘uv X,MXV 7(_#)0<:>
dtox" ox" L oX” LI oL o x =
0 . 0
ganuX g VXV ]. gqu X _0
oX" 2 o0Xx

agnv_lagnv_l_lagnv ’“:‘/1 ag”‘“+l 6gnv
oX" 20X" 20X" 20X  20X"

Da

ergibt sich

d 0L 0L _,. 1(09gn. 09, Ogu

N — — _0<:>_ 1/.}. u_

dt ox" oXx" 210X oX ox"
rnv,u

'X.’u Xv+gnVXV:0c>gnVXv__rnVllX 'X

9" g X'==g""T,, XX & X°=-T",,X"X" oderda t~7 unddaly,=I7,
J,
d°X° o, dX"dx"
=17, .
d’[2 “dr dr

3.2 Newtonscher Grenzfall

1 2 3
Die Vierergeschwindigkeit U*= 1 LA— , v mit ¢ = 1 wird bei sehr kleinen

\/l—vz’\/l—v2 \/l—v2 \/l—v2

Geschwindigkeiten |v|<1 bzgl. c =1, also mit v'=v’=v’~0 wird zu U“=(1,0,0,0). Weiter soll
das Feld sehr schwach sein und demnach wird die Metrik g,,(x)=1,,+h,,(x) mit |, | <1

uv



praktisch die Minkowski-Metrik. Die zeitlichen Ableitungen der Komponenten von g,,~17,, also
gleich Null.

In diesem Koordinatensystem (der sogenannten Newtonschen Koordinaten) reduziert sich die

Geoditengleichung: d’x = d’x =—T! dx” dx” =T d—xo d_x° =-T die Geschwindigkeiten der
" d? dt “dr dt iz dr 00

1 1
u

dx . .
anderen Summanden d— verschwinden und demnach die anderen Summanden.
T

1 ikagoom_l ikag()():_]. ik 0 Moo

- - 77 77 ’
w=7p9 ox’ ox° ox* 29 ox" 27 oxk 27 oxf

| ——
zeitliche Ableitungen sind 0

‘ | 04 0 o
=Lk 290k, O90k  _O9w)__ da die Ableitung

a’700: T :_lahop:
X 00
0x

2 ox'

dZXi_l ahoo

= (0
de*> 2 ox' ©)

Die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet F=mx mit F=—mV ¢(x) ergibt sich die
Bewegungsgleichung in der dquivalenten Form x=—V ¢(x).

. . T S | 8h00(x) ahoo(x) 6hoo(x) _1 . .
Die Gleichung (0): x—(x,y,z)—a ox oy oz —EVhoo(x) ist genau dann mit

x=—V ¢(x) identisch, d.h. die Newtonsche Bewegungsgleichung, wenn V %hoo(x) =V-g¢(x),

also wenn
hoo(x>:_2¢(x) €))

oder mit go=1go+hey=—1+(—2¢(x))=

goo(X)=—(1+2¢(x)) (2)

Diese Gleichung (1) ist also die mathematische Konsequenz der Korrespondenz zwischen der
Einsteinschen und der Newtonschen Gravitation.

3.3. Ausgang von der Poissongleichung

Ich folge hier zum Teil Leonard Susskind, der ungefdahr den Gedankengang von Einstein vereinfacht
nachvollzieht. Ausgehend von der ,,Feldtheorie” der Newtonschen Gravitation, also der
Poissongleichung

Ag(r)=4zGp(r) (3)
mit dem Potenzial

vlr)=—"C @



Ersetzt man in Gleichung (2) x durch r und setzt man (4) in (2) ein, bekommt man:

2 MG

goo(r):_(l_T) (5),

was das erste Glied von ds” erzeugt: ds’=—1(1 —%)dtzt. .

Das ist auch das Einzige, was die Korrespondenz ergibt.

Aus der Poissongleichung A ¢ (r)=4xG p(r) ergibt sich mittels (2) g,,(r)=—1-2¢(r)
—Ag00<r)=8ﬂGp(r) (6)

eine Gleichung, die heuristisch und noch sehr unvollkommen und eigentlich ,,falsch® ist, aber

dennoch in die richtige Richtung geht. Links also hat man die Metrik g, also die Geometrie, die

durch die noch newtonsche Massendichte p (rechte Seite) bestimmt, d.h. gekriimmt wird.

Die andere Richtung, wie das Feld die Bewegung der Korper bestimmit, ist bei Newton durch die

beiden Gleichungen

F=—mV ¢(r) und F=m#

gegeben, aus der die Bewegungsgleichung i=—V ¢(r) folgt.

2 yu o 0
d"X =-I¥ dx di) ersetzt,

Diese wird in der ART durch eine andere (Geodatengleichung =—I,,—/—
d 12 dr dt

sobald die Geometrie mit g,, bekannt ist. Korper werden sich da also auf den raumzeitlichen
Geoddten bewegen.

Um diese Geometrie, die durch die rechte Seite in (6), d.h. durch o bestimmt wird, zu erhalten,
muss also das Aquivalent zu p in der ART, der Massendichte, gesucht werden.

Da Masse gemdl8 der SRT dquivalent zur Energie ist, muss die Massendichte zur Energiedichte
verallgemeinert werden. Energiedichte oder Energie ist aber nicht lorentzinvariant. Damit eine
Gleichung den Status eines physikalisches Gesetzes hat, muss die Gleichung in jedem
Bezugssystem, in jedem Koordinatensystem gelten. Skalare, Vektoren und oder kurz Tensoren sind
lorentzinvariant. Das Gesetz muss also als eine Gleichung gleichartiger Tensoren formuliert werden.
Soist E=mc® oder E=v p’c’+m’°c" eine Skalargleichung, F=m-a eine Vektorgleichung in der
klassischen Mechanik. In der Relativitdtstheorie miissen Gleichungen in Vierervektoren geschrieben
werden, wenn die Elemente Vektoren sind. So wire die Verallgemeinerung der Newtonschen

Gleichung in der SRT: K*“= mdi u”, wobei K“ die Minkowski-Kraft ist und
T

i Coo_edt . i dx’
u“=(u’,u' ,u*,u’)=(u’,u'), wobei uozd— , T ist die Eigenzeit und u =1
T T

In der ART jedoch werden Tensoren vom Rang 2 verwendet und nicht Vierervektoren (Tensoren
von Rang 1) wie in der SRT. Warum? Der Vierervektor, der Energie enthélt ist der Viererimpuls:
p“=mu" . Die Zeitkomponente p’=y mc ist im wesentlichen Energie. Die relativistische

o T 1 T . . s
kinetische Energie ist T =) mc’~ mcz+5 mv®, sodass —=p" . Hieraus leitet man mithilfe der
c



2 1

,u’,u’) durch Multiplikation mit m” die

obige Gleichung ab: (m’u’)’—(m*u®)=m’c® oder (p°)2—p2:m2c2:(myc)2—p2=m2c2g

2)\2 2 2 2 4 M2 2 2 2 2 4
(myc’)=p’c’—m’c*=>T =E*=p°c’+m’c".

Geschwindigkeitsinvarianten (u°)’—(u®)=c* , u=(u

Dass der Impuls mit eingehen muss in die Gleichung (rechte Seite) ist klar, da die Energie mit dem
Impuls gekoppelt ist. In einem Ruhesystem wére mit p=0 die Energie E=mc’, in einem dazu

bewegten jedoch E=+ p°c*+m’c”. Man konnte also fiir die Energie vielleicht p° verwenden, bzw.
wenn man einen Tensor braucht, eben den Viererimpuls.

Es gibt mindestens zwei Griinde dafiir, dass man einen Tensor vom Rang 2 braucht. Denn die linke
Seite von Gleichung (6) —A g,,(r)=87 G o (r) beinhaltet die Metrik, auch wenn hier nur eine
Komponente des Metriktensors g vorkommt. Der Metriktensor ist aber ein Tensor vom Rang 2.
Also muss auf der rechten Seite anstatt © auch ein Tensor vom Rang 2 auftauchen. Gleichung (6)
ist eine Skalargleichung. Warum reicht eine Skalargleichung hier nicht aus? Man konnte ja rechts

2 2 2 4
die Energiedichte p =g—5=d\/p2% wahlen und links die Komponente g,, des
Metriktensors bzw. seine zweite Ableitung. Nun E ist zwar ein Skalar, aber kein Lorentzskalar, den
relativ zueinander sich bewegende Beobachter werden verschiedene Energien messen (wegen des
Impulses). Also brauchte man zumindest anstatt E den Viererimpuls. Das wiirde auf der linken Seite
ebenfalls einen Vierervektor bedeuten. Es ergibt aber keinen erkennbaren Sinn die erste Spalte der
Matrix g oder ihre erste Zeile zu verwenden. Sie miisste zumindest lorentzinvariant sein.
Aber die ART ist keine SRT, sie ist wie der Name sagt eine Verallgemeinerung. Die Geometrie der
SRT ist flach, die der ART gekriimmt und die SRT ist wie die Newtonsche Theorie ein Grenzfall.
Zudem konnen jetzt die Bezugssysteme gegeneinander beschleunigt sein.

Der zweite Grund ist ein Stetigkeitsgrund. In der iiblichen Terminologie heifst es ,,lokale Erhaltung®
der Energiedichte, was etwas seltsam klingt, da sie lokal gerade i.A. nicht erhalten bleibt, sondern in
einem Raumgebiet sich ja verdndern kann. Nimmt man eine Masse (Energie), die sich aus dem
Raumgebiet entfernt, dann ist die Energie dort geringer geworden durch diesen ,,Energiefluss®“. Man
stellt sich vor, dass die Veranderung durch einen Fluss stattfindet und nicht abrupt aus diesem
Gebiet plotzlich verschwindet und an einem anderen (weit) entfernten Ort auftaucht. Eben stetig
ausflief$t, kontinuierlich auf einem Weg.

In der Quantentheorie mag das anders sein. Ich erinnere mich an ein Gesprach, das Heisenberg mit
Einstein fiihrte anlédsslich seiner Quantenmechanik. Er behauptete, dass es keine Bahnen mehr gédbe
fiir die Elektronen. Wogegen Einstein die Blasenkammer erwdhnte, wo man doch die Bahnen der
Elektronen sehen konne. Ein Elektron soll sich also kontinuierlich auf einer Bahn bewegen, so
Einstein.

Ich vertrete da noch eine andere These als Heisenberg (und erst Recht als Einstein), bei dem die
Bahnlosigkeit der Elektronen aus der Unschérferelation folgt. Es gibt viele Griinde anzunehmen,
dass ein Elektron eine starke Integration von Photonen sind. Das Mysterium des Doppelspalt-
Experimentes liee sich dadurch auflésen. Der Welle-Teilchen-Dualismus wére so gesehen ein
Missverstandnis. Ein Elektron ist immer ein Teilchen und nie eine Welle. Wird ein einzelnes
Elektron ausgesendet in Richtung eines Doppelspalts, so nimmt man an, dass es auch am
Doppelspalt als solches ankommt, dann mit sich selbst interferiert um dann statistisch allmahlich
(nachdem mehrere solcher Elektronen nacheinander ausgesendet wurden) die Interferenzstruktur
am Schirm aufbaut. M.E. liegt der verstdndliche Fehler darin, die Objektkonstanz anzunehmen, die
sich ja im Alltag sehr bewdhrt hat. Aber wenn sich das Elektron scheinbar bewegt zum Doppelspalt,
so bewegt es sich nicht, da es garnicht mehr existiert, sondern sich aufgeldst hat in seine
Konstituenten, in die Photonen bzw. in ihre virtuellen Photonen oder wenn man will in die Welle,
deren Konstituenten gerade diese virtuellen Photonen sind (dhnlich wie die Wassermolekiile einer
Wasserwelle). Diese Welle der virtuellen Photonen geht durch den Doppelspalt und bildet nach ihm



eine Interferenzwelle, die am Schirm zu einem Elektron kollabiert, je nachdem wie stark die Welle
an dem Ort war. Nur dort wo die Intensitdt (Anzahl der virtuellen Photonen) grol$ genug mit der
Wechselwirkung des Messgerites ist (des Schirms) um eine Elektron bilden zu kénnen. Das ist
wieder eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Welle (Born). Es ist dann so: das Elektron
verschwindet nach seiner Aussendung (wenn es nicht gemessen wird) und es entsteht (nach einer
gewissen Zeit allerdings) ein neues Elektron dann am Schirm. Stetig ist nicht der Weg des
Elektrons, sondern der Dichteschwankung der virtuellen Photonen, wenn man da noch von
Stetigkeit reden will oder kann. Ich halte also durchaus eine Unstetigkeit hier fiir mdglich. Darin
diirfte auch ein Grund fiir die Unvertraglichkeit von Quantenmechanik und ART liegen. Man sollte
also die ART so verdndern, dass die jetzt darzustellende Kontinuitatsgleichung nicht so gilt.
Wie konzeptualisiert man diese Gleichung?
Unter der Energiedichte versteht man die Energie E, die zu einem Zeitpunkt in einem Volumen

E

dV =dxdydz vorhanden ist, also p=——= E . Die Energie ist dabei im Wesentlichen die
dV  dxdydz

N I - 1 ; .
relativistische kinetische Energie T=y mc’~mc’+ 5 mv” fiir kleine v, genauer aber E =

=ymc

a |~

oder in natiirlichen Einheiten, d.h.c=1ist E=ym~m+ % mv:=m(1+ % vY).

A A
dz T t
| l t orthogonal zu Wiirfel in Raum-
E Zeit
dy
dx

Energiedichte

Bemerkung: die Zeitachse ldsst sich natiirlich hier nicht zeichnen. Sie ist nicht parallel zur z-Achse,
sie soll orthogonal in 4D zum ganzen Wiirfel sein, so wie im 3D-Raum ein Vektor orthogonal zu
einem Quadrat oder Ebene sein kann. Man nennt die Energiedichte auch Energiefluss in
Zeitrichtung, die Energie ist aber zu einem festen Zeitpunkt ganz in diesem Wiirfel. Nach einer
gewissen Zeit flieBen Teile der Energie oder die ganze Energie (Materie oder Photonen bzw.
kinetische Energie) aus dem Wiirfel. Daher nennt man die Energiedichte auch Energiefluss in
Zeitrichtung. Sie wird mit T* = E_ oder 7 (x) bezeichnet, wobei x die drei

dxdydz
Raumkoordinaten und die Zeitkoordinate bezeichnet. Der Wiirfel ist eine infinitesimale Raum-
Umgebung um x.

Energie kann auch ,raumlich” flieen, d.h. durch eine Einheitsflache (Quadrat) in x-Richtung, also

durch das dy-dz-Quadrat in der Zeiteinheit dt. Diese Energiestromdichte nennt man T°'= 7 ZE i
lydz
dz
. .
dy

dt

Energiefluss in x-Richtung



Wenn Energie in Richtung der y-Achse flielt, hat man analog die Energiestromdichte in y-Richtung

und schreibt T = dxillj it In z-Richtung hat man dann 7%= dx(gjl i

Die Stetigkeitsbedingung sagt nun, dass wenn Energie aus dem Volumen dxdydz verschwindet,
flieB8t, dass es durch die Wande des Wiirfels geflossen sein muss und nicht unstetige Spriinge macht.
Das gleiche gilt natiirlich fiir die einfliefende Energie, dass sie die Wande passieren muss, um in
Innern sein zu konnen. Das ist ja das Wesen der Feldtheorien. Die zeitliche Verdnderung der Energie

00
im Innern ist 7%= or = OE
Ot O0x0yodzot

. Hat sich in der Zeit dt die Energie im Innern verringert,

dann muss dieser Energieteil durch mindestens eine der sechs Quadrate des Wiirfels ausgeflossen
sein oder durch alle sechs.

. T o« B - T,

Ich habe der Ubersichtlichkeit wegen die z-Komponenten nicht gezeichnet. Die Stirken der Fliisse
koénnen natiirlich verschieden sein.

Der Index + bedeutet das rechte bzw. obere Quadrat, - bedeutet entsprechend das linke bzw. untere
Quadrat. Ich betrachte nun zunéchst nur das rechte und linke Quadrat.

Was rechts herausflieRt ist dE, =T dydzdt und links dE,=—T"' dydzdt, insgesamt in x-Richtung:
dE=dE+dE, =— T% dydzdt +T" dydzdt=— ( T — TT) dydzdt. Der Unterschied der beiden x-Fliisse

langs der Strecke dx entspricht der Ableitung des -Stroms T°' nach dx:

TOl_ T?_l 01 01 01
( - y ) = aaT = (Tf’1 —Tfl)zaai dx. Also hat man dE=—2L dxdydzdt oder
X X X X
01 01 00 01
dxczifdz =— 681; dt=>dT"=— 68];( dt= dgt =— aaTx . Das ist aber nur der Beitrag der x-

Richtung, die anderen sind zusétzlich zu beriicksichtigen, so dass man insgesamt bekommt:



oT” oT" o1” o0T"™ oT” oT™ o1 oT"™

— + + d + + + =0 oderd
FT: ox oy "oz ) % Tar Tax Tay oz - o
3 0 u

t=X’,x=X",y=X",z=X"> kann man die Gleichung schreiben als Z o X" =0 oder noch

u=0
0u

mit der Einsteinschen Summenkonvention einfach als X =0 oder auch

T°'=0 (7a).

Das ist die Kontinuitatsgleichung fiir die Energie. Dies gilt aber nur in flacher Rdumen. In
Raumen mit krummlinigen Koordinaten (also in Riemann-Rdumen) miissen die partiellen
Ableitungen ersetzt werden durch die kovariante Ableitung T°/, =T +T, , T’"+T% ,T". Die

ou ou
Kontinuumsgleichung lautet hier also T Ofl‘u: 0. Das ist eine Tensorgleichung, rechts steht der
Nulltensor. Das ist wichtig, weil Tensorgleichungen in jedem Koordinatensystem invariant gelten,
also Kandidaten fiir Gesetze sind. Tensoren sind ja multilineare Abbildungen (Formen), und die
Schreibweise mit Komponenten, wie sie hier stindig verwendet werden.

( T*" sind eigentlich Komponenten eines Tenors T, der ausgeschrieben lautet: T=T""e,,®e, mit
den Basistensoren e, , e, und dem Tensorprodukt ® . Die Komponenten ergeben sich, wenn man die
Multilinearform auf die Basisvektoren anwendet: T“"=T(e",e"). Bei einem
Koordinatensystemwechsel werden die Basistensoren gewechselt und damit einhergehend auch die
Komponenten. Sind X die Koordinaten in dem urspriinglichen System und Y die Koordinaten in
dem transformierten und T '*? die Komponenten des transformierten Tensors, so lautet die
Transformationsgleichung: T '"= S§Z S?L T*". Das ist ganz analog bei Vektoren (die ja auch
Tensoren sind): Hat der Vektor in der urspriinglichen Basis e, e, die Darstellung:

1 2 i . . .
v=v e, +v'e,=Vv'e;und ist der Basiswechsel zu e,',e,’ mit e,=a, e, +a,e,’,
f— r r
e,=b,e,'+b,e," und demnach
—,1 ' ' 2 ] 1 — 1 2 ' 1 2 ' . ]_aWJ i .
v=v'(a,e,'+a,e,')+v’(b,e,"+b,e," )=(v' a,+v°b,)e,'+(v'a,+v°b,)e,", dann ist w =, e
v

1 2
w w

man schnell nachpriift.) Hat man also bspw. die Tensorgleichung U“"=0 dann ist der Tensor in

p q
dem neuen System U " q:% g;v U*"=0 ebenfalls Null. Hat man nun eine Tensorgleichung der
0

Art T""'=8""=>T""-§""=0=>T""-S§""=0=T'"=S"", dann bleibt sie in jedem
[ —
o o

Koordinatensystem formgleich und kann als Gesetz gelten.

Der zugrunde liegende Vierervektor p“ hat in den drei restlichen Komponenten relativistische
Impulse p',p°, p° (p° war die relativistische Energie). Was fiir die Energie hergeleitet wurde gilt
entsprechend auch fiir die drei Impulsrichtungen.

Die Impulsdichte der Impulskomponente p™ (m=1,2,3) wird mit T"° bezeichnet, die zweite Null
bezeichnet immer die Dichte. Die Impulsstromdichte oder der Impulsfluss in n-Richtung (n=1,2,3)
von X wird mit T™ bezeichnet. Also bspw. ist T*' der Impulsfluss der y-Komponente in x-
Richtung.



Fiir die x-Komponenten der Impulsdichte und der Impulsstromdichten (Impulsfliisse in x-Richtung,
y-Richtung und z-Richtung) gilt entsprechend wieder die Kontinuitatsgleichung T};’: 0. Und

entsprechend auch fiir die y-Komponenten Tiﬁ‘z 0 und die z-Komponenten Ti‘j’: 0 (7bcd).

Die Gesamtheit aller 16 Komponenten bilden einen Tensor T"* von Grad 2,
dem Energie-Impuls-Tensor

TO 70 02 03|« Energie
- T U 2 g3 ~ Impuls px
™ 78 2 2| _ Tmpuls p,
7 7% 7% 73 Impuls p,
ro T 1
x ¥
g & e
g g Z
: 8z

Der erste Index sagt, ob man iiber Energie redet (0) oder iiber Impuls

(1,2,3). Der zweite Index gibt Auskunft dariiber, ob es sich um eine Dichte handelt (0) oder um
Fliisse (1,2,3).

Eine wichtige Eigenschaft dieses Energie-Impuls-Tensors ist, dass er symmetrisch ist: T"“=T""".
Das bedeutet bspw. dass die x-Impulsdichte, also T'° das Gleiche ist, wie der x-Energiefluss, also
T". Man sieht, wie Energie und Impuls gekoppelt sind. Der Tensor kann also auch in der Form

™ 1™ T® T
| T T TP T
T02 T12 T22 T23
™ 1° T T

geschrieben werden, die die Symmetrie verwendet.

Kehrt man nun zuriick zu der Gleichung —A g,,(r)=87 G p(r) zuriick, so sieht man, dass die

Energiedichte p als Quelle des Feldes nicht ausreicht. Da Energiedichte und Energiedichtefluf§
beide notwendig sind, da zueinander bewegte Bezugsysteme gleiches Recht haben und was in
einem Energiedichte ist im anderen Energiefluss bedeutet, bedarf es also des ersten Spaltenvektors
des Tensors. Da weiter Energie und Impuls in der Relativitétstheorie jedoch nicht unabhéngig
existieren, miissen auch die Impulszeilenvektoren berticksichtigt werden, kurz man benétigt den
ganzen Tensor mit den Dichten und den Fliissen. Die rechte Seite wird also folgendes Aussehen
haben: 8.7 GT"". Das hat natiirlich Konsequenzen fiir die linke Seite, auf der auch eine Tensor
gleichen Typs benotigt wird, er soll zunéchst abstrakt formuliert werden: G*”, sodass die Gleichung
lautet:

G""=8xGT"" (8)

mit noch inhaltlich unbekanntem Tensor. Dieser Tensor wird die Metrik mit zweiten Ableitungen
(die ja fiir die Kriimmung stehen), also die Geometrie des Feldes darstellen, die durch die den
Energie-Impulstensor bestimmt wird. Die Gleichung (8) des Newtonschen Gravitationsfeldes wird
also eine Grenzgleichung fiir schwache Felder und kleine Geschwindigkeiten sein miissen, d.h. G*"
soll sich dann zu A g, reduzieren lassen.

1 Der Beweis ist etwas schwierig. Dieser Symmetrie liegt ein Theorem der relativistischen Feldtheorien zugrunde.



Der Riemannsche Kriimmungstensor vom Rang 4

or,, or¢
R ?/rz uv - ik
“ ox ox"

r/lvr r/lu VT (9)

mit den Christoffelsymbolen bspw.:

g 1 ga aga/l ag()(v agﬂ.v
I';,,== 10
) ox"  ox*  0x“ (10)

enthdlt u.a. zweite Ableitungen der Metriktensoren g, , die ersten Ableitungen kommen in den
Christoffelsymbolen vor und in (8) in den beiden ersten Termen des Riemann-Tensors (rechts) wird
nochmal abgeleitet. Er ist also ein moglicher Kandidat. Ist der Kriimmungstensor in mindestens
einer Komponente nicht Null (an einem Punkt oder Raumgebiet), so ist der Raum gekriimmt.
Allerdings stimmt der Rang dieses Tensors nicht, er miisste auf den Rang zwei reduziert werden,
damit er vom gleichen Typ wie der Energie-Impuls-Tensor ist.

Diese Reduzierung ist moglich mit der Tensor-Kontraktion. Diese funktioniert folgendermalSen.
Wird ein unterer Index in R, gleich dem oberen Index gesetzt, so heben sich diese auf. Welcher
der unteren Indizes ist dafiir geeignet?

or,, orJ,
ox"  ox"

Wiéhlt man den letzten Index 7, so hat man R, =

oT,, ory,
ox" ox"

o
+rivr,u(r riurva

R,5v= +I MF,,(, ry, r.,= R, ., da die Christoffelsymbole in den beiden unteren

Indizes symmetrisch sind. Andererseits ist aber auch der Riemannsche Krﬁmmungstensor in den
beiden letzten unteren Indizes schiefsymmetrisch, d.h. R, ,=—R,’ , , sodass gilt: 2R 7 =0 und
damit R, ,=0. Ist der Riemannsche Kriimmungstensor Null, dann ist der Raum flach. Das kann
aber nicht allgemein giiltig sein.

uvo uov uvo

Wihlt man den Index v wird der Riemannsche Kriimmungstensor nicht Null. Das Gleiche gibt fiir

ore. or° ore.  ory
. o _ ur o o o A o A
u. R,uar_ axa ax(fz' F/lorur r/lu oT bZW RUV‘[ aX({/T_ axtfr-'-rlvraz'_r/lurvr Oder
or? 4
wenn man den freien Index v durch u ersetzt R,,,= ax‘j}— ax +I' MFM F,l(,l“f,,, erkennt
o .
man, dass R, ,=—R,’,, ist.

Das heift R, .,=R,, bzw. R,,=R,. und R,,=—R,,. Diese Tensoren heifen Ricci-Tensoren.

Man kann die Indlzes auch heben und zwar mit dem kontravarlanten Metriktensor:

llT

Zuerst multipliziert man bspw. R,, mit g“" und erhdlt: g“"R,,=R", multipliziert man weiter
mit g"" , erhdlt man den Tensor R“"=g"" R” . Dieser Ricci-Tensor ist wie der erstgenannte

symmetrisch wie der Energie-Impulstensor und beide Indizes sind oben (kontravariant), also ist
dieser Tensor gut geeignet.

Es gibt noch eine andere Moglichkeit, wenn man den Ricci-Tensor R,, mit g"" multipliziert:



g'"R,,=R:=R. Dieser Skalartensor R heift Kriimmungsskalar. Er selbst ist nicht direkt geeignet,
aber wenn man ihn mit g“" multipliziert, erhilt man wieder einen Tensor vom geeigneten Typ:
g"" R, er ist ebenfalls symmetrisch, da der Metriktensor symmetrisch ist.

Wie haben also jetzt zwei mogliche Kandidaten fiir G*”:G*"=R"" oder G""=g"“"R oder eine
Linearkombination beider und demnach die méglichen Gleichungen R“"=8x7 GT*” und
g""R=8xGT"" oder einer Linearkombination: a,R*"+a,g“"R=8x2GT"" (11).

Wenn man an die Kontinuitdtsgleichung glaubt, so miisste ja rechts fiir den Energie-Impuls-Tensor
gelten: T*" =0. Das hat dann zur Folge, dass die gleiche Bedingung auch fiir die einzelnen linken

Seiten gelten miisste: R =0 bzw. (Rg"") ,,=0.
(1) gilt (Rg"").,=0? Fiir die kovariante Ableitung gilt wie iiblich die Produktregel.
(Rg"") ,=Rg",*+R,g"" (12)

Die kovariante Ableitung des Metriktensors ist aber Null, sodass iibrigbleibt: (Rg"") ., =R.,g"".
Die kovariante Ableitung eines Skalars ist gleich der partiellen Ableitung des Skalars, sodass gilt

wv_ OR
ox"

(Rg"").,=R,g g"" (13).

Die Ableitung des Kriimmungsskalars ist aber im Allgemeinen nicht Null, sodass unter den
angegebenen Bedingungen dieser Tensor ausscheidet.

(2) gilt R”’ =0 ? Nach einiger Rechnung ergibt sich

uv 1 a R uv
R" == T (14).

s U1 2 a X,Lt g ( )
Diese Ableitung ist die Hélfte der unter (13). Kann also auch i.A. nicht Null sein. Und genau aus
diesem Grund ist die

kovariante Ableitung von G*":=R""— % g“"R (G"" heiRt Einsteintensor) Null:

1 1 ., OR 10R
R‘uv__ ,uVR — = quv _ v _
( 29 ) 29 ax" 2ox"?

und erfiillt daher die Kontinuitéitsbedingung. Natiirlich tite das auch k G*” (k Konstante). Dass dies
bis auf diesen Faktor der einzige Tensor ist, der die Bedingungen erfiillt, l4sst sich beweisen.
Welchen Wert hat dieser Faktor? Dazu tiberpriift man wieder, ob im Grenzwert schwacher
Gravitation und kleiner Relativgeschwindigkeit v das Newtonsche Gravitationsfeld

—Ag,,(r)=87G p(r) herauskommt. Einige Rechnung zeigt, dass der Faktor k dann 1 sein muss:

In R””—% g ’VR:% 87 GT"" ersetzt man zunichst die Indizes u,v durch o,7:

1

ror_ L 1 1, ., 8

g°'R =2 87 GT?" und multiplizieren mit g, : RUV_E g VR:E 7 GT’, und nochmal mit



90> was die kovariante Form der Gleichung ergibt:

1 8
R, —= R=—xGT 15).
uv zg,uv kﬁ uv ( )

Ich multipliziere nochmal mit g“” und erhalte wegen g“" g, =g\,=1+1+1+1=4:

g‘“VRW—%g‘”g‘WR:%ﬂGg’” TW:R—%-4R:%:IGT :R:—%JrGT damit in (15):

1 -8 8
R‘uv_E g,uv(szc;T):E‘ﬂ'C;T,uv:>

8 1
R,uv:%ﬂ'G(T,uv_Eg,uvT) (16)

Sei wieder g, (X)=7,,+h,,(X) mitdem Stérungstensor: h,,, |h,,|<1. Also

(" =h"*)(n,,+h,,|=n,+h,—h,—h"" h,,,=n,=0}, wenn man den quadratischen Term h"”h,,,

vernachldssigt. Andrerseits gilt (7"”—h"")(n,,+h,,)]=0"=¢""g,,=g""(n,.+h,.)=
(n‘up_h,up):g,up Oder g‘uv:n‘uv_h‘uv'
p 0 0 0
, . e w_|0 0 0 0]|_
Fiir den Energie-Impuls-Tensor gilt im nichtrelativistischen Grenzfall T* = 00 0 0 =T,,.
0 00O
-1 0 0 O
uv uv uv uv _ . v 0 1 0 0
T:g T‘uv:(n _h )T‘qun T‘u‘V_—IO mit 77# = 0 0 1 0 :77/41/'
0 0 0 1

Daraus fOIgt: T,uv_lgluvT:Tluv_l(n‘uv-l-h,uv)TNT,uv_ln,uvT:T,uv-'-ln,uv pr=

2 2 2 2
% 9 0 o
00 o | ° 0
0
o 2 o o
_{0 0 0 O 2 _pP 1 _p
- + L5 also T, —=g,,T=26, d
000 0 P g Q&80 L™ 8, g Quv €8S
0 0 0
000 0 2
o o o £
2

ist der Klammerausdruck der rechten Seite von (16).

Nun zur linken Seite von (16):
Zunéchst zu den Christoffelsymbolen



u _1 uv
F(l,y_Eg gav,y+gyv,a_gay,v) (17)

und den ersten partiellen Ableitungen des metrischen Tensors. In (lokalen) Inertialsystemen sind
beide Null, denn:

Die kovariante Ableitung des metrischen Tensors ist: g, ., =0, 5., T, 9= T ) Ge ™

1

1 uv uv —_
:ga/g’,y_zg (gav,y+gyv,a_ga(y,v)glu/3’_Eg (gﬂv,y-'-gyv,ﬂ_g/g’y,v ga,u_

_ 1, 4 u 1, u u —
_ga/)’,y_E(ga,y.'-gy,a_gayuu) g,llﬁ_E(g/g’,y+gy,ﬂ_g/)’y,ﬂ)g(l,ll_

1 1 . .
=Gup,— E(g”ﬁ””+ gﬁ*”’”_g“*”’ﬁ)_i (gaﬁ’y+gay’ﬁ—gﬁ%a):o und da in lokalen Inertialsystemen

die kovariante und partielle Ableitung identisch sind, ist auch die partielle Ableitung Null: g, , ,=0.
Aus (17) folgt damit dass die Christoffelsymbole auch Null sind.

arU o
R, =R, == Lo

I X‘,[ +FZ(,F”},,—F§‘,,F(’1,, (siehe oben). Da beim Riccitensor allgemein wegen

der Produkte der Christoffelsymbole (die beiden letzten Terme) die Metriktensoren quadratisch

. o 1 ov
Slnd: bSPW: rlaz_g (giv,(7+g(7v,i_g/10,v):

2
1 ov 1 ov ov 1 ov 1 ov 1 ov
:Eg (g/lv,(7+...):§<n _h )(77/11/,()'+hﬂ,1/,0'+...):§77 hlv,0+'“_§h h/lv,(7+"'N§77 hlv,a+"'
0 o(r)
In linearer Néh ibt sich dann R,,=er - Olae ypepo _Loovg Lo _
N linearer INa erung ergl S1C dann ur— axa ax’u . 1 ‘u(y—zg (gyv,y gyv,,u g‘u),",)

folgt tiber die Produktregel:

arZ‘r _ a UV(

1
ax()' _2 ax(fg

(rv(

g,,v,,+gw,y—gy,,l/)=%[g Guv et Tev o= Gur o ¥ 9 oG e+ G = Gue )| =

%g‘” Guv.rotGrv o~ 9ur.vo)» da die einfachen partiellen Ableitungen Null sind.

g

Analog ax‘if=%g‘”(gav,,,u+gw,m,—ga,,v,u) und damit
R‘lll’:%gu-v(g/_lV,TO'-'-gTV,Il(U_g‘MT,‘VO')_%gav(gov,’r/.l-l-gT‘V,U,u_gO'T,V‘M :

1

1 ov ov .
R‘ur_ig (g‘uv,ur_g‘ur,va_g<rv,r,u+g(fr,v‘u)Nzn (hluv,ru_h‘ur,sz_hzfv,r,tz+har,v,u :dadle



-1 0 0 O

Ableitung des Metriktensors (im lokalen Inertialsystem) #,,= 8 (1) (1) 8 Null ist, ist
0 0 0 1

bSPW. g‘ltv,‘[‘(f:n‘uV,TU+hluV,TU:h‘uV,TO" AlSO

R, ~LXy7"(h h h.  +h
urt 577 uv,to Murve Uv,r,u+ Uz’,v,u)
Speziell ROOZ%HUV hyy 06— oo v o= hy v g0t g 10 )- Da die
Zeitableitungen von h,,, Null sind, gilt
1 5 h 1 o 11h 2y B _ 1 h h h _
Roo‘E’? ( 00 va) _E( 0000 001177 Ngg0t7 00,33)__5( 00,11 T Moo 20 N 33) =
o

~3 Ahoo Im Newtonschen Grenzfall ist nach (1) h,,=—2¢, also

1 62h00 ahoo 6h00
ox* oy’ oz

_8
NV k

1

muss R,=A¢ sein. (16) R zG(TM—EgWT) wird mit #=v=0 und

T‘llV_%g/lVT_p 6

llV

A¢:%ﬂG('§ OO)SA¢_EEG( ):>A¢_%JZ'G,O 47 G p, also muss gelten k=1. Was zu

2

zeigen war, damit die Einsteingleichung im Grenzfall zur Poissongleichung (der Newtonschen
Feldgleichung) wird.

Damit hat man die Einsteinsche Feldgleichung:

R V_;g,uVRZSﬂ,GTMV (18) Oder G/“/:SHGT‘L”/

2 v O u v
d’X’__ Lo dX"dX

Mit der Geodédtengleichung (Seite 16) T
7 dia

sind das die Grundgleichungen der Allgemeinen Relativititstheorie (GART).

Falls die Lichtgeschwindigkeit nicht in natiirlichen Einheiten (c = 1) genommen wird, lauten die
Feldgleichungen:

R"—2g" R=—287GT"" (20)
C



—43

Die Konstante x :% 87G~2-10 ® N ' bzw. k=87 G fiir c=1 heilt die einsteinsche

c

Gravitationskonstante. Damit lautet die Grundgleichung R“"— % g“"R=kT""

Diese Feldgleichungen kénnen auch in kovarianter Form geschrieben werden. Man multipliziert
die Gleichung (18) mit g, ,: g,,R"" —%gw, g""R=87Gg,,T"" R, — % g,R=87GT), und

multipliziert diese mit g,,: g,,R,— 1 9,,9,R=87Gg,,T, =R, ,— % 9,,R=87GT

1
5 also

op

1
R(T/)_Eg()'/)RZBHGTO'/) (21)

Da alle hier vorkommenden Tensoren symmetrisch sind gibt es nicht 16, sondern nur 10 gekoppelte
nichtlineare Feldgleichungen, Differenzialgleichungen zweiter Ordnung.

Man kann noch den Ricci-Skalar R eliminieren durch Multiplikation der Gleichung (21) mit g7*:

g‘”’R(,p—%g"”ggﬂR:BnGg"”T(,sz—%AR:S 7 GT=R=-8x GT und wenn man noch

wie iiblich die Indizes o, p ersetzt durch u,v: R‘W—% g’w(—87r GT)=8xGT,, =

uv

R,,=87G(T,,— % d.wT) (22) T heiBt der Laue-Skalar.

oder mit explizitem c: R#V:w(Tﬂv—%ng) bzw. RWZk(T‘UV—lg‘wT) (22 a)

c* 2

Weiter kann man die Quelle der Geometrieverzerrung auch zusammenfassen zu

T;V : =T‘W—% g,.» T und erhélt so in ganz knapper Form die GART:

R,,=kT,, (23)

Eine relativ gute Darstellung der Raumzeitverzerrung (mit nur drei Dimensionen) durch
Massen/Energie sind vielleicht diese Grafiken, weil sie nicht die iibliche Gummifldche zeigt, die
durch einen Korper eingedellt wird, da dadurch die irritierende Vorstellung assoziiert wird, die
Gewichtskraft ware fiir das Phdnomen verantwortlich.



Verzichtet man auf die Kontinuititsgleichung, dann wéare schon R“"=87z GT*" ein moglicher
Kandidat oder auch g“"R=87GT"". Aber auch hier miisste nochmal {iberpriift werden, ob sich
die Newtonsche Theorie als Grenzfall ergibt, wenn man den gut funktionierenden Newton retten
will. Diese Untersuchung ware interessant, wenn man die Kompatibilitdt der ART mit der QM
erreichen will. Sicher nicht das einzige Problem. Ein anderes ist die Infinitesimalrechnung, d.h. die
Annahme unendlich kleiner GroBen. Dieser Ansatz wird ja von den beiden Kandidaten der
Vereinheitlichung, Stringtheorie und Loop-Quantentheorie versucht. Ein weiteres Problem ist aber
auch die Zeit, denn in der QM gibt es keinen Zeitoperator, d.h. Raum und Zeit werden nicht wie in
der SRT fast gleichwertig behandelt.

Ich personlich meine, dass der geometrische Ansatz der ART vielleicht nicht fundamental ist,
sondern als Interpretation einer anderen Theorie moglich ist. Mein Ansatz besteht in der Vermutung,
dass die grundlegende ,,Substanz* die virtuellen Photonen des Quantenvakuums sind, die dann den
Raum iiber die Genese der Orter (gewisse Ansammlungen virtueller Photonen) erzeugen und das
ZeitmalR als Schwingungsdauer der virtuellen Photonen begreift. Danach gébe es keine kleinsten

Zeiten, da die Schwingungsdauer von der Energie E :%h @ der Photonen abhdngt und die

Frequenz sich aus der Energie ergibt: VZ%, d.h. das energierelative Zeitmal$

= 1 zykhschevBewegung =1 zykhschezBl’Eewegung'h. Die zyklische Bewegung ist die einfachste
Wiederkehr am gleichen Ort.

2B-he , z.B. =1 zyklische Bewegung und r der Radius der
r

Energie stiinde in der Beziehung: E =

zyklischen Bewegung. Das jeweils kleinste Zeitmal§ ist dynamisch und hdngt vom verfiigbaren
Radius r ab: T:ZT” r.

In der QM zeigen sich konkrete Eigenschaften erst bei geniigend hoher photonaler Energie, die
durch Wechselwirkung von photonalen Ansammlungen ergibt. Sind sie nicht manifest, konkret, so
denken wir sie als virtuell, d.h. als sogenannte Superpositionen der jeweiligen Méglichkeitsmenge.
Die Geometrie hdngt zundchst von der Dichte der Photonen ab. Eine hohe Dichte erzeugt eine
sogenannte starke Kriimmung der Geometrie.

3.4 Die kosmologische Konstante

Als Einstein 1915 diese Gleichungen aufstelle, herrschte die allgemeine Auffassung, dass das
Weltall stationdr sei. Aufgrund der Gravitationskraft wiirde es sich aber zusammenziehen. Um das
zu verhindern, fiihrte er einen Term ein, um diesen Effekt auszugleichen. Dieser Term T miisste

kosmo
die Quelle der Kriimmung verringern, also auf der rechten Seite abgezogen werden:



R#V—%g'uvR:8.7[GT'uv_T'uv

kosmo

Oder wenn er konstant wire, A, kénnte man ihn auf die linke Seite zur Geometrie ziehen, miisste
ihn aber dann mit g“" multiplizieren, um einen Tensor gleicher Art zu erhalten:

R””—% g“"R+Ag""=8xGT"" (24)

Die Kontinuitdtsgleichung erfiillte er auch, wenn die kosmologische Konstante tatsdchlich eine
Konstante ist, da dann
uv _ uv __
(Ag ) ;,u_A g ;lu_o
——
0
ist. A~10""m %

Obwohl Einstein nach der Entdeckung Hubbles, dass sich einige Galaxien auseinander bewegen,
das Universum also nicht statisch ist, die ad hoc-Einfiihrung der kosmologischen Konstanten
bereute, findet sie heute im Allgemeinen grofen Anklang. Sie wird von einigen Kosmologen als
eine konstante Vakuumenergiedichte interpretiert, die auch verkniipft ist mit der dunkeln Energie.

3.4 Losungen der Gleichungen

Unter der (einer) Lésung von G,,=kT ,, versteht man nach Angabe der Quelle durch T ,, die

Auflésung der Gleichungen nach dem Metriktensor 9uv (r,t), der die Geometrie der Raumzeit und
damit tiber die Geoddtengleichung die spezielle Bewegung der betrachteten Entitdten (Photonen,
Teilchen) festlegt.

o 1 1 .
Der Einsteintensor G,,= R"”—E g.»R wird iiber g, bestimmt, da der

or,, org
Riccitensor R,”,, = 5 £ - Era o419, 10—T5,T5,=R,, wegen seiner konstituierenden
; N N . , ;

1 ga a a a av a v
597 | G- Tl
2 0ox  0x ox
partiellen ersten und zweiten Ableitungen abhdngen.

Christoffelsymbole I'],= vom Metriktensor g,, und seinen

Da eine Gleichung in beide Richtungen geht, wird auch umgekehrt der Metriktensor und damit der
Einsteintensor, d.h. die Geometrie der Raumzeit die Energie/Materie (und Impuls) bestimmen. Ist
also der Einsteintensor, die Geometrie vorgegeben, so ist die Losung die Energieverteilung. Geht
man noch weiter, dann ist anzunehmen, dass die Raumzeit nie flach sein kann, da evidenterweise
Energie und Materie existieren. Und noch weiter, dass die Raumzeit selbst fundamental ist und ihr
Erzeugnis die Energie ist. Raumzeit ist also nicht nur das Aufnehmende (Chora) der Energie und
Materie, sondern ihre Amme®. Etwas weniger metaphorisch, ist Energie/Materie die Struktur der
Raumzeit. Das passt mit der Quantenfeldtheorie zusammen. Die Konfiguration und Bewegung der
Energie (Photonen) ist die Raumzeit. Es ist keine, wie man oft hort, ,,Selbstbeeinflussung®. Die
Geometrie ist die Energie und die Energie ist die Geometrie. Energie/Materie ist auch keine
Anregung des Raumzeitfeldes. Sie ist das Leben der Raumzeit oder sie selbst. Die Bewegung von
Energie/Materie bedeutet eine verdnderte Geometrie. Das ist schon jenseits des Messens der Fall.

2 Siehe Platons Timaiois.



Bewege ich eine Tasse, so ist die Topologie der Raumzeit eine andere geworden. Man kann auch
sagen, die dynamische Topologie ist die En-ergeia. M.E. liegt der ART eine topologische Dynamik
zugrunde, die fundamentaler als die ART ist, die aber ihr zur Zeit bester Ausdruck ist.

Von Wheeler stammt der gute Spruch: “Spacetime tells matter how to move; matter tells spacetime
how to curve.” Doch er stimmt nicht ganz. Denn Raumzeit ist die Materie (Energie) und die
Bewegung der Materie (Energiefluss) ist die Raumzeit.

3.4.1 Vakuumlésung

Befindet man sich weit weg von einem Stern oder anderen Himmelkérper, so kann man annehmen,
dass sich dort in weiter Ferne keine Materie (und praktisch keine Energie) befindet, so dass man
keine Quelle hat: T ,,=0. Damit ist die Feldgleichung R‘M—% Rg,,=0 die, Vakuumgleichung®.
Multipliziert man diese Gleichung mit g“”, so reduziert sich die Gleichung zu

R— % R-4=0= R=0 und daraus ergibt sich weiter R,,,=0, d.h. der Raum ist ricciflach, aber nicht

flach im allgemeinen Sinn. Das ist er nur, wenn der gesamte Kriimmungstensor R, Null ist.

uvt

3.4.2 Linearisierung der Feldgleichungen
Einstein hatte bereits 1912/13 die Linearisierungen in Betracht gezogen. Durch seinen Freund

Grassmann lernte er ,,den Tensor vierter Mannigfaltigkeit“, den kovarianten Riemann-Tensor
kennen: (ik,Im) in heutiger Schreibweise R,,,,,. Das Christoffelsymbol zweiter Art schreibt er in der

Form [im]zrff
o

m

- 7 011'-- g) 1 == )
(« K, {"'"') v 2_(9‘:,%;{ > 5-3:55;_ dx 2; T‘% ddovncs wtssdan
: K A : % a; ﬁ
2 o & [”(][KMJ
+€6 ﬁ"'([ﬁ_”q-]"s g _
| .Sei-lte i4L [15, 8333] d(;s Ziiri;hel.' Noiizbuc-hs

Von dieser Darstellung gehe ich auch aus.

Gegeben sei ein sehr schwaches Feld mit der flachen Minkowski-Metrik 7,,=

coo |
cor o
o~ oo

der speziellen RT (die weder vom Ort noch von der Zeit abhéngt) plus der Stérmetrik h,.., die
abh'eingig ist von Ort und Zeit, also h,(x) mit x=(t,x, y,z). Diese Metrik soll sehr klein sein,
d.h. |h,(x)|<1 und auch die Ableltung soll sehr klein sein: |h,, |<1, was heiBt, dass sie auch dort
wo sie von der flachen Metrik abweicht noch flach genug ist, also eine kleine (flache) Stérung.

Also nicht so J \ , sondern so oder zweidimensional

.



flach 7, fast flach nrs+h (x)

g,,(x)=n,.+h(x); | |<lund h, |<1 (1) g"(x)=17""—h"(x) (2) siehe oben.

Christoffelsymbole (2. Art) (Zusammenhangskoeffizienten):

rl(al g?(grb,c_gbc,r*-gcr,b) (3)

0 0

a 1 rs rs
I_‘b g (grbc gbc,r+gcr,b)(§)5<77 _h )(nrb c+hrb,c_%_hbc,r+@+hcr,b)=

:%nrs(hrb,c_hbc,r-l-hcr,b)_%hrs(hrb,c_hbc,r+hcr,b):%nrs(hrb,c_hbc r hcr b)+o (h ) O<h)’ also
rgc:O(h)=>grs(rlsmril_rlslrlm):()(lllz) (4)
]- S r S r ]-
Rikml:E(gim,kl-i-gkl,im_gil,km_gkm,il)-l-grs(rimrkl_ril ka)ZE(him,kl+hk1,im_hil,km_hkm,il)+o(h2)’ da

die Ableitungen von 7, (da konstant) verschwinden, bspw. g, =7 1+ Rim. 10=Pim
—

0
Fiir den Ricci-Tensor gilt:

' i 1
R]kml:ijika:_

2 (hjm,kl+hkl ’jm_hjl,km_ hk

. . 1 . A
m,J 1):"Rk1:R]kj1:E(h I kl+hkl’ ‘_hjl,kj_hkj, ]1)
hklyjj:ajajhklzgjiaiajhkl_n]la 0; hkl+o(h)
O
2 2 2 2
D:_6_2+ a2+ 0 P a2
dt© 0x~ 0y 0z

ist der d’Alembert-Operator der SRT.

ijPR

he, ' =hy; .9 :(hkjgij),i hyg"=h' —h h’"=h' +0(K’)=h’ +O(K’)

(thl+h} h.z N kj ,jl) (5).

8/rG

4
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Y2

In der rechten Seite von (22a): R,,,, (T,,—=9,,T) kannman g,, durch 7, ersetzen, da

nach (1) g,=7,—h,=1,+0 (h). Das entspricht auch der linken Seite, die von 1. Ordnung in h ist.



Aus (22a) folgt dann die linearisierte Feldgleichung:

' - - 167G 1 .
(I:Ihkl"'hjj,kl_hjl,kj_hk] ,jl):T(Tkl_Enle) mit j,k,1=0,1,2,3 (6)

oder mit h]]:h (D hk1+h’k1_hjl’kj_hkj ’Jl):]ﬁc‘ﬂ(Tkl_%nle) (63)

4

Man hat hier also 16 Differenzialgleichungen, die nicht alle unabhéngig sind:
Die erste fiir k,1 = 0 sieht ausgeschrieben folgendermalien aus:

210 211 212 213 210 211 212 213
JOho O°hy O°h o'h; 0 h0_2 d°hy _2 o°h; L d°hy 216”G(T00+Z)
o> ot ot ot o> ~otox ~otoy ~otdoz o 2

Oh,,

Man versucht nun, um die Gleichung (6) weiter zu vereinfachen, die letzten drei zweiten
Ableitungen von h zu eliminieren. Das soll durch eine Koordinatentransformation (in sogenannte
harmonische Koordinaten) versucht werden, was die Tensorgleichungen formgleich (kovariant)
lasst.

Die Koordinatentransformation sei nun x“=x "“=x"+¢"(x) mit |(¢”)|<1 und |¢” |< 1, also eine

einfache sehr kleine lokale Koordinaten-Verschiebung, so dass die Verschiebungsvektoren sich von
einem Punkt zu den sehr nahe gelegenen Nachbarpunkten kaum veréndern: |¢” |< 1.

ct A . )
l
i
. Al
—
| .
Ll - j = X

Das Diagramm ist fiir eine Raumachse und die Zeitachse dargestellt, gilt aber natiirlich fiir alle drei
Raumachsen. Die Koordinatentransformation verwackelt also das Raumzeit-Gitter.

Bx"‘zﬁx”_l_ﬁe“(x)
ox" ox~  ox’

Dann gilt =0,+¢€" , und damit fiir den transformierten Fundamentaltensor

v

v __ 0x & aX'V po__

u u v v PO _ QU QV PO v u _po u v _po u v po
- axl) axo' g (5/)+€ ,p)(60+€ ,(7>g _5,0609 te ,(76/19 te ,péag te ,p€ ,Ug
_uv uo v PV _u 2 ‘E'ii<<1 uv uo v PV o _uv uo v vo _u
=g""+g""€" ,+g""€" +0(€) = g +g"7e" 49’ e" j=g""+g" € +g"€" , also

uo v

g'"'=g""+g""€" +g"7€" , (7)



uv uv

Da n""=n"" und also g"“"=n""—h"" ist die gerade hergeleitete Gleichung:

}Tuv_h,‘uv:n,uv_h‘uv+(}7‘ua_h‘ua)€v +(}7vo’_hv0)€,u Oder

s O ,O

h"Y=h"—(n""—h"’]e" —(y""—h"’)€"  oder in anderer Schreibweise

h "uV:h‘uv—(n‘ua_h!“T)aa e_v_(nvo_h\’a)aogh

h U v:h,u v_n,uo'aa €v+h,ua ao Ev_nva aa 61u+hvo' aa 6/!

uv uv v g v v vo U
h"*"=h""-0"€¢"+ h'7e" , —0"€¢"+ h"7¢" | =
%,—’/ %—’/
vewrnachlissigbar vernachlissigbar

h"“'=h""—0"€"—0"€" Jetzt sollen die Indizes gesenkt werden:

1. Multiplikation der Gleichung mit 7, , und dann p = u :
h'/=h,—0,e"~0"¢, (8)
2. v p und dann Multiplikation der Gleichung mit 7,,,, :

h',=h, —06,e,—0,¢, (9)

uv uv usv

,Eichtransformation von h ,,, da die vier ¢"(x) frei wahlbar sind, sofern die Bedingungen

(¢"(x))<1und |(€”,(x))|<1 erfillt bleiben.

Die Tensor-Gleichung (I:I hy+h ,— hj,,kj —h,’ ,ﬂ) :16C—]ZG ( T,— %771(1 T) andert bei der obigen

Transformation ihre Form nicht, d.h. es gilt

o 167G 1
(Dh wth'y—h", ,—h"/ ,jl):T(Tkl_Enle) (10)

Die linke Seite von (10) lasst sich auch schreiben in der Form (wobei O0=#"/8,0 Pk
Oh'y+0,0,h'—0,0;h 'f,—a,.a,h '/ und nach Ersetzung mit Gleichungen (8) und (9):
O(hy—0,€,—0,6,)+0,0,(h—0,6'—0"€;)—(06,0,h,’—0,0,0,6'—0,0,0" €)—(0,0,h,—0,6,0,€' —0,0" 9 €, )=
Wihlt man die sogenannte Lorenz*-Eichung oder Einstein-Eichung

1
0,h'=>0,h (11)°

3 Sie geht in der Elektrodynamik auf den danischen Physiker Ludvig Lorenz (1829 - 1891) zuriick. In relativistischer
Schreibweise lautet sie: 0, A"“=0, wobei A“=(¢,A"), A’= ¢ mit dem elektrischen Skalarpotenzial ¢ und

dem magnetischen Vektorpotenzial Al ( i= 1,2,3)2 A.



dann ist einerseits 1.0 jhj ,:% d,h und 2.0, h) :%ak h andrerseits. Wendet man auf 1. die partielle
Ableitung 0, an, ergibt das 0,0 jhj = % 0,0, h. Auf die zweite Gleichung wendet man die partielle

Ableitung 0, an und bekommt 6,0 jh,{:%a,akh. Addiert man die beiden letzten Gleichungen auf,

folgt:
0, 0; h,+6,0 I hl=0,0, h. Es wurde immer verwendet, dass man zwei partielle Ableitungen

vertauschen kann (Schwarz). Weiter gilt fiir die iibrigen Summanden:

Ricci—Theorem A

—1"0,0,0,€, = —0,n"0,0,6,=—0,0'0,6,=-0,0,0¢,

Ricci-Theorem: die Fundamentaltensoren (hier 77) verhalten sich bei kovarianten Ableitungen (hier
die partiellen) wie Konstanten.

_nijaiajalEk:_ajnijaialek:_ajajalEk

Ricci— Theorem

Aus 8j6j=6j(77ij6i) =" (n,,0")€'=0,6'=0,€’ folgt
—0,0,0'€,=—8,0,0;6'=—0,0,0,¢€
—0,0,0,6'=-0,0,0,€

Also ist die linke Seite von (10) mit den Eichungen und den Umwandlungen der iibrigen
Summanden:

—)]Ila,a/a,(f,—nlja,ajalfk
Eichglgen OOh + +ak61h_ak 616,/ Ej_aka’aje./ =0Oh °
! —0,0;h,'+0,0,0,€'+0,0,0'¢, )

—0,0;h)+0,0,0,6'+0,070,¢,

4  Die Lorenz-Eichung 0, h*" :% 0" h (*) kann mit h*": :h”v—%n‘”h auch als 0, h*" :8/,h‘”—% " aﬂh@

:% 0" h —% 0"h=0, also 8, h"" =0 geschrieben werden.

5 Man erkennt zwar durch die spezielle Koordinatentransformation x“-=x"“=x"“+¢"(x) und der Lorenz-Eichung,
dass die Gleichung (12) gilt, aber dieses Resultat ist unabhangig von Koordinatentransformationen, da diese nur
eine subjektive Perspektive sind, da die Gleichung (12) wie allgemein die Gleichungen der ART, die tensoriell
formuliert sind, in jedem Koordinatensystem gelten. Genau so wie ein mathematischer Vektor als Element eines
Vektorraumes fiir alle Darstellungen in Koordinaten (Basissystemen) der gleiche ist. Ebenso sind Tensoren als
mathematische Multilinearformen unabhéngig von ihren tensoriellen Darstellungen generell die gleichen. Bspw. ist
T',, in Gleichung (12) eigentlich kein Tensor, sondern die Darstellung eines Tensors in einem ihm entsprechenden

Basissystem. Ist bspw. ein Vektor vE€V =IR” eine Linearkombination zweier Vektoren u und w aus V: v=au+/Sw,
so ist dies richtig, egal in welcher Basis man das ausgedriickt hat. Der Vorteil der Darstellung in einer konkreten
Basis ist die weniger abstrakte Schreibart. Haben also v, u und w in einem kartesischen KS mit der Basis
B,={e,,e,} der Einheitsvektoren auf x- und y-Achse die Darstellungenv=4e,+7e,,u=2e,+e,,w=—e, +2e, oder

v:(‘;),u:(i),w:(gl) So ist v:3u+2w:3(i)+2(é):(‘7‘), also LK von u und w. In einer anderen Basis, etwa



Also folgen aus (10) die entkoppelten linearisierten Feldgleichungen:

16 7 G 1
Dhm:?(Tkl_EmlT) (12)

Bevor ich auf die Lésungen der homogenen Feldgleichungen (mit T,,=0) eingehe, also auf die
Losungen der homogenen Gleichungen OOh,,=0, mdchte ich noch etwas nédher auf den Eichprozess
eingehen.

3.4.3 Eichprozess®

Die Elektrodynamik kann auch iiber Potenziale (analog zu Vorgehensweise von Poisson bzgl. der
Newtonschen Gravitation) formuliert werden.

1. Elektrisches Feld

Das (statische) elektrische Kraftfeld E ist ein konservatives Kraftfeld, d.h. man kann es iiber ein
elektrisches Potenzial ¢ ausdriicken:

T
E=-V ¢=—grad ¢ mit dem Nablaoperator V =( 0 , i, i) auf ¢ angewandt:
0x, 0x, 00X,

E=_(09 09 04y

0x, 0x, 0X,

Der Gradientenvektor (lat. gradior = schreiten) von ¢ zeigt in Richtung des starksten Anstieg.
Demnach zeigt der Vektor —grad ¢ in Richtung des stdrksten Abfalls des Potenzialfeldes ¢ , also in
Richtung der das Feld erzeugenden elektrischen Ladung.

VAPV Y AU AN B B B YA AR NN

elektrisches Feld E durch eine
negative Ladung Q erzeugt.
Das auf eine positive
Probeladung q mit der
Kraft F=g E wirkt.

2

B,={b,=e,,b,=e,+e,}, sind v=3b,+4b,,u=—b,+2b,,w=3b,—b, oder v:(i),u:(_l),w:( 31). Dann gilt

v=9/7u+10/7 w, also v immer noch LK von u und w in dieser Basis.
6 Das einfachste Beispiel ist schon aus der Schule bekannt: ,,die“ Stammfunktion F einer stetigen Funktion f:

[ f(x)dx=F(x) mit diF(x):f(x). Fiigt man zu F eine konstante Funktion c hinzu, so ist auch F(x)+c
X

Stammfunktion von f, weil der ,,Differenzialoperator (;ix auf c angewandt Null ergibt.



elektrisches Potenzialfeld ¢ :4& mif]
ar
E=—V ¢ F=qE=—qV¢

Diese Beziehung E=—V ¢ hat nun die Eigenschaft, dass man ein konstantes Potenzialfeld y zu
¢ addieren kann, ohne dass sich das elektrische Feld verdndert, da der Gradient von ) Null ist:

~Vip+y)==V4-Vy=-V4=E.

0

Das konstante Potenzialfeld kann also beliebig nach gusto gewéhlt werden ohne etwas an der
physikalischen Formel zu verdndern. Das ist die Eichfreiheit. Dass bei jeder Wahl das gleiche
Resultat herauskommt nennt man Eichsymmetrie oder Eichinvarianz:

V(¢+<V1):V(¢+)/z>'

Mathematisch gesehen sind konservativen Kraftfelder Aquivalenzklassen, die die Menge aller
(differenzierbaren) Potenziale zerlegt in die zugehorigen Kraftfelder’. ¢,=¢,: =V ¢,=V ¢, =—F

Dass dies eine Aquivalenzrelation ist sieht man unmittelbar.

2. Magnetisches Feld

Analog gibt es auch eine mogliche Eichung bei magnetischen Feldern B.
Ein Magnetfeld B wirkt (vom Spin abgesehen) auf elektrische Ladung q nur, wenn sie sich mit der
Geschwindigkeit v#0 bewegt: F ;=qv XB. Diese Kraft nennt man gewohnlich Lorentzkraft.

Das Magnetfeld B ldsst sich ebenfalls iiber ein (magnetisches) Vektorpotenzial A ausdriicken:
B=V XA=rotA

(Es ist interessant anzumerken, dass das Vektorpotenzial zundchst nur als mathematisches Mittel
verwendet wurde, um bspw. die Maxwellgleichungen zu entkoppeln, so bekam es in der
Quantenmechanik (Aharonov-Bohm-Experiment) doch noch physikalische Realitdt. Siehe Grafik
von Constant314 - Eigenes Werk, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?
curid=129431725:

7  Noch fundamentaler sieht man das bei der sekundéren Begriffsbildung, also der Begriffsbildung, die die Menge
aller bereits konstituierter Objekte in Klassen aufteilt.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=129431725
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=129431725

Schematische Darstellung des Experiments. Ein von links kommender Elektronenstrahl passiert die
Schlitze S! und S? in der Barriere X, wodurch sich auf dem Beobachtungsschirm P ein

Interferenzmuster bildet (Doppelspaltexperiment). Die Wege e! und e? fiihren um den Zylinder W
herum, und das Magnetfeld B besteht nur im Inneren des Zylinders. Trotzdem &ndert sich das
Interferenzmuster, je nachdem ob das Magnetfeld ein- oder ausgeschaltet ist.

In der Grafik ist das Vektorpotenzial rot dargestellt, das als Rotation Teil des magnetischen Feldes
ist, das offensichtlich auch aulSerhalb des Zylinders wirkt. Das erinnert mich an das
quantenmechanische Tunneln. Was wir begrenzterweise fiir Grenzen halten, ist der QM wohl egal.)

0A, 0A,

ox, 0x, 0Xx,
o | ] oA, aa,|_(B

Die Rotation von A ist mathematisch VX A= X| A, |= _ B,|=B.
0Xx, A 0x, O0x,
ai 3 loa, oA, VP
X3 ox, O0x,

Das magnetische Feld B wird also analog zum elektrischen Feld E iiber Potenziale formuliert und
erlaubt wiederum ein beliebiges Zusatzvektorfeld in Form eines Gradientenfeldes grad y, wobei x
ein beliebiges Skalarfeld ist. Es gilt namlich allgemein: rot grad ) =V X(V j)=0. Damit hat man

Vx(A+V x)=VxA+VxV y=VxA=B
Bei jeder Eichung mittels V y erhilt man das gleiche Magnetfeld B. Eichsymmetrie oder

Eichinvarianz. Man kann also das Skalarfeld ) so wihlen, dass das Vektorpotenzial A+V x
eventuell zu gewissen Zwecken giinstiger ist als nur A:

VX(A+VX1):VX<A+V Zz):B
Auch hier hat man wieder Magnetfelder als Aquivalenzklassen von Vektorpotenzialen:

A=A, VXA =VXA, =B


https://de.wikipedia.org/wiki/Doppelspaltexperiment
https://de.wikipedia.org/wiki/Interferenz_(Physik)

3. Elektromagnetisches Feld
Wenn das elektrische Feld oder das magnetische Feld sich verdndern, kdnnen sie nicht mehr
getrennt betrachtet werden. Das sich verdndernde elektrische Feld erzeugt ein magnetisches Feld

(Amperesches Gesetz 68_15 -¢*V xB ) und ein sich verinderndes magnetisches Feld erzeugt ein

elektrisches Feld (Faradaysches Induktionsgesetz 88_1: >—VXE).

Das GauBsche Gesetz fiir Magnetfelder (2. Maxwellgleichung: es gibt keine magnetischen
Monopole ) V-B=0 und das eben formulierte Faradaysche Induktionsgesetz (3.Maxwellgleichung)

VXE=- 8—1: konnen tiber die elektromagnetischen Potenziale

0A(x,t)

E(x,t)=—V ¢(x,t)— und B(x,t)=V XA(x,t) gelost werden.

Das elektrische Feld kann hier kein reines Gradientenfeld sein E=—grad ¢ =—"V ¢, da sonst gelten
miisste: rot E=V XE=V X(V ¢)=0 nach dem Gesetz der Vektoranalysis: rot grad F=0.

Verdndert sich das Magnetfeld und induziert es dadurch ein elektrisches (Wirbel-) Feld,

B<0
Aly
P RN
i)
T -l
E

das sich demnach auch verdndert und dadurch wieder ein magnetisches Feld erzeugt, so kann das
elektrische Feld nicht mehr allein {iber ein elektrisches Gradientenfeld ¢ erzeugt werden, sondern
muss auch ein magnetisches Potential enthalten:

Im Induktionsgesetz VX E= —%—1: bzw. rot E=— %—Its ersetzt man das magnetische Feld durch

das Vektorpotenzial B=rot A und erhélt rot E=— 0 Bg=—0 ot A=—rot 9-A integriert bzw.

ot ot ot

wendet den inversen Operator rot ' auf die resultierende Gleichung rot E=—rot %A an und

erhdlt fiir den Wirbelanteil E,, des elektrischen Feldes E Wz—aa—?. Nach dem Helmholtzschen

Zerlegungssatz des Feldes in Quellenfeldstirke E, und und Wirbelfeldstirke E,: E=E,+E,,
ergibt sich dann die Potenzialdarstellung des elektrischen Feldes:

_0A(x,t)

E(x,t)=—V ¢(x,t) o

(13)



und mit B(x,t)=V X A(x,t) die des elektromagnetischen Feldes.

Aus dem Skalarpotenzial ¢ und dem Vektorpotenzial A baut man das Viererpotenzial der SRT
auf:

AuR
¢ ¢ x
A,u_: - — X = A
* C Ay >
Al (A |
A A
-1 0 0 O %
bzw. mit dem kovarianten Tensor A,=7,, A“= 8 é 2 8 A*|= _? A A, AZ)
‘ c
y
0 00 1/|4
A
Aus E=—V ¢— aa—'? folgt %: -V %— % Hergen . _y7 % —% . Fiigt man die Komponenten

des kovarianten Viererpotenzials ein, ergibt das nach Aufspaltung in die Komponenten und P .
c

E

—2=0,A-0,A, B,=0,A,—9,A,

E

—=0,A-0,A, uwd B=0,A-0A, ("
EZ

?:QAt—@aAZ BZ:aXAy—ayAX

Diese Komponenten werden zusammengefasst zu den Komponenten des elektromagnetischen
Feldstarketensor F,, in der Minkowski-Metrik in kartesischen Koordinaten in der (-,+,+,+) -

Signatur:

0 ——x __y __
Cc C C
FOO FOl FOZ F03 Ftt th Fty th E 0 B —-B
FluV: FlO Fll F12 F13 — FX[’ FXX ny FXZ SiEhE:()bEH C z Y :F’uy (14).
FZO F21 F22 F23 Fyt Fyx Fyy Fyz ﬂ —B 0 B
F30 F31 F32 F33 th sz Fzy Fzz c ’ i
EZ
— B, -B, 0

Durch Vergleich von (*) mit den Tensorkomponenten erkennt man:



E E
——=0,A,—0,A,®F,=0,A,—0,A, _—Z:aCtAy_ayAt@FOIZaOAZ_aZAO
C C

E
——2=0,A,—0,A,® F;=0,A;—0,A,
C

B,=0,A,—0,A & F;=0,A;—0;A, B,=0,A,+0,A,F;=0;A+0,A,
B,=0,A,~0,A,&F,=0,A,~0,A,
Es gilt hierfiir folgende Regel: F,,=0,A,—0, A, oder kontravariant F*"=0“ A"—0" A* (15)

Fiir die Nulleintrdge kann man verifizieren: F,,=0,A,,—0,A,,=0.

Auch hier gibt es eine Wahlfreiheit fiir die Darstellung des Feldstarketensors mittels des
Viererpotenzials. Bei Ersetzung A, A ,+0,, [ mit einer beliebigen differenzierbaren Funktion f:

F,=0,(A,+d,f)]-0,(A,+d,f)=0,A,+0,0,[-0,A,—0,0,[=0,A,—0,A,=F,,

Man kann also das Viererpotenzial A, ersetzen durch A,'=A +0,f ohne den Feldstérketensor
zu verandern; Eichinvarianz oder Eichsymmetrie. Unter Eichtransformation versteht man den
Wechsel von einer Eichung A ,'=A +0,f auf eine andere A,'=A +0,g, die den selben Tensor
F,, ergibt.

Unter der Lorenz-Eichung versteht man die Wahl einer differenzierbaren Funktion {, fiir die gilt:

0“A',=0"(A,+0,f)=0"A,+0"0,f=0"A,+0Of=0,also Of=—0"A

einfacher: Wahl des Viererpotenzials A ,, so dass 0“A,=0 oder auch 9, A“=0 gilt.

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten

1. GauBsches Gesetz: V-E=# '0 , in Potenzialschreibweise: V-(— V¢—A):—V2¢—atV-A:€ﬁo

2. Ampére-Maxwellsches Gesetz: V X B= y, j+ u, €, E in Potenzialschreibweise:

VX(VXA)=uqj+ue,[—V ¢—A)= wegen VX(VxA)=V(V-A)-V’A

V(V-AV-—V?A=uyj—uye,V ¢ — uy€,A oder (V uoeoaa )A V(V A+uoeo¢) —Uyj

und mit der Lorenz-Eichung V- A+—¢ 0 (s.u.) bzw. mit 1 —=U,y€, also V-A+u,e,$=0:
c? c’

2
(VZ Uo€ 8@

Mit der Lorenz-Eichung des GauRschen Gesetzes: —V* ¢— 8( — 60% @ \=

ot




2
(‘uo € %— VZ) p= 6% Demnach haben beide inhomogene Maxwell-Gleichungen eine gleiche
t

2 2
Form: (% % - Vz) A=u,j und (% % - Vz) p= 6% oder mit dem d’ Alembert-Operator O:

OA=y,j und |:|¢:€% (16).

Oder mit O0=4,0": 0,0"A=u,j und 0,0" %:£ und da éo =u, c” ist die zweite
0
Gleichung 0,,0" ? =u, p c. Die Viererstromdichte ist j" = ('0 .C) mit ’=pc
J

Es gilt fiir v=00,0" A’—0,0" A'“:aua“%—aO 0,A"  =upc
0 (Lorenz—Eichung)

Fiir v=1,2,3 gilt: ,6" A" —0"0,A"=0,0" A=u, j
A 0

Fiir alle v=0,1,2,3: a‘u(a”AV—aV A‘“)Zayua’“AV—auavA”:uojV: 0,F""=u,j" oder

)=

. C . wv_ 47 .
im GauR-Einheitensystem mit g,=4 %: o,F"=—j".

Oder wieder zuriick mit dem d’Alembert-Operator folgt aus 0,F“"=0,0"A"~0,0" A"= 47” j'=

Lorenzgichung auaﬂ Av_avauA/l:4_”jV’ also DAV:4_'EJ'V (17)
/ / c C
| 0

Vergleich der Lorenz-Eichung in der Elektrodynamik mit in der linearisierten ART:

Elektromagnetismus

ART

Maxwell-Gleichungen
Fernab der Quellen

Gleichung der ART
Schwaches Feld fernab g,,=#,,+h,,,
mit Stérmetrik h ,,

Eichtransformationen A ,»A +0,,f

mit unverdndertem Feldtensor F ,,

Eichtransformationen x“-x“+¢“(x)=
Stormetriktransform. h,,*h,,—0,¢,—0,¢€,

mit unverandertem Ricci-Tensor R, ,

Lorenz-Eichung: 8, A“=0, sie lasst sich auch

schreiben als V-A+ % $=0
c

Lorenz-Eichung: 0, h"" —% 0"h=0 bzw.

alu Fl,uv: O, Hllt E‘uv:h‘uv_l

!lvh
2




Inhom. Maxwell-Gleichungen
4

OA"= Tﬂ j° Homogenisierung j"=0 ergibt

OA"=0 (quellfrei, Vakuum)

Lin. Feldgleichung
167G 1
Oh,, = = (TﬂV—EnWT) Homog. T ,,=0:

Oh,,=0 (quellfrei, Vakuum)

Losungen: EM-Wellen

Losungen: Gravitationswellen

3.4.4 Gravitationswellen

Die einfachste Losung ist eine ebene Welle im Raum.

3.4.4.1 Ebene Wellen

»ebene®“ bzw. gerade Welle in 2-D

Eine grafische Darstellung ebener® Wellen sind vorallem im Zweidimensionalen anschaulich
bekannt, etwa bei den (idealisierten) Wasseroberflachenwellen. Die ,,ebene® Welle ist im 2-D die
Wellung einer Flache. Im 3-D wird entsprechend der Raum gewellt, was so nicht analog darstellbar
ist. Man kann hier (im 2-D) einige Charakteristika erkennen und dann analog auf ebene Wellen im
dreidimensionalen Raum {ibertragen. Wellen sind zyklische raum-zeitliche Gebilde, der raumliche
Zyklus lasst sich horizontal als Wellenldnge A angeben, der zeitliche Zyklus ist die Frequenz v ,
gemessen in Anzahl der vertikalen Schwingungen pro Sekunde. Diese Frequenz bildet sich auch
raumlich ab als bspw. Wellenberge (oder Wellentéler oder allgemein gleiche Phase) pro Sekunde,
auch Wellenzahl k genannt. Die Geschwindigkeit c, mit der die Welle sich ausbreitet, ist c=A4-v

TP 2 . .
oder wenn man beriicksichtigt, dass ==~ und v= % ist, so gilt auch c=%=%

k |kl

f(x,y,t)=sin(lx+2y—wt), w:2—”22ﬂv=1 c=0,45m/s
T

8 Miisste im 2-D eigentlich gerade Welle heifSen.




Sandwellen

Die Wellenfronten dieser Funktion zur Zeit t = 0 sind die Geraden: x+2y :%(114 n)x neN.
Bei der allgemeinen Funktion f(x,t)=sin(k-x—wt) (2-D) sind die Wellenfronten die Geraden
mit der Gleichung k-x—awt =%(1i4 n) . Im Fall 3-D sind es die Ebenen mit der gleichen

Gleichung, wobei k ein Normalenvektor der Ebenen ist. Daher der Name ,,ebene“ Welle. Alle
Punkte gleicher Phase k-x—wt bilden eine Ebene im Raum.

(René Matzdorf)

(Wikipedia)



Wellenfront-Ebenen mit maximaler Auslenkung k=(1,2,1)", t=0

alle Punkte auf einer Ebene haben gleiche Phase
(Wikipedia)

e
=
\ex-
\ \_*)
il

- ———

(Wikipedia)

Diese ebenen Wellen f (x,t)=Asin(k-x—wt)=Agsin(k, x+k y+k,z—wt) sind Losungen der

bzw. 8_)::vaf:

2 2 2 2
DG af:#(af+af+af :
t

ot o’x 0y 0’z

2

of o f .
- a kx—wt) CL="a kx—awt
o cwcos(k-x—awt) p¥ ,o°sin(k-x—awt)
2
ﬁ:Aokxcos(k-x—wt) a—]:=—A0kisin(k-x—wt), ebenso
ox o0Xx
o'f 2 o°f 2 2 2(12,72, 12
. s=—Ayk,sin(k-x—wt) und p=—A0stin(k-x—a}t), also mit " =v (kx+ky+kz) oder
y z
v=% ist die Gleichung gelost.

k



Eine andere Losung ist f(x,t)=A,e "

a_f:Aol'a)e—l(kx—th 0 l::_szoeﬂ(kxfwt)
ot ot

2
66 C:_Aokie—ika—wﬂ a_f _Aokie—lkx wt)
y z

6_f:_A lk e i(k-x—awt) _f:_Aokie—i[kx—wt)
0Xx ax

Ist giiltig fiir V:|_CI(<)|

3.4.4.2 Ebene Gravitationswellen

Die DG Oh,,=0 der linearisierten Feldgleichung fernab von der Quelle (also dort im ,, Vakuum*®)
kann auch wieder ausgeschrieben

2 2 2 2 2 2
werdenmitl:l:—a—2+ 0 S+ 0" + 0" bzw. mit explizitem c: I:I——%a—2+ 0 S+ 0 S+ 0 >
at’ ox* o0y’ o7 c'dt” 0x” 0y 0z
2 2 2 2 2
L h, 2 h, Lo+ Coh, =0 oder Loh, = Lo, +Loh,+ T, | Man
c ot ot ox’ 8y To0z°

erkennt hier die Phasengeschwindigkeit der Welle als c, der Lichtgeschwindigkeit.
Gravitationswellen bewegen sich als mit Lichtgeschwindigkeit.

Ditvkr
Eine allgemeine Losung ist h‘m( t)= hh e Si(eek) (1)

mit r=(x,y,z)" h},, nennt man den Polarisationstensor; er gibt die konstanten Amplituden an.

2
ah _lhp —1(a}t+k-r) 0 h‘uv:_hp 2 —ilwt+kr)
at uv @ 6t2 uv
ahuv —ik hp —ilwt+k-r) a huv k hp —ilwt+kr)
Ox xMyv€ 8x xMyy €
azh‘uv:_kZ hp —ilwt+k-r) a h,uv —k hp —ilwt+k-r)
ayz y tuv 8z My €
_hfvw 2 —1f(ut+krb (_ki_ki_k )hp IWHkr)@CUz:CZkZ@k:Q(*)
C
w
Mit dem 4-Wellenzahlvektor k’”=( c ) bzw. k‘u:(w/c k) lasst sich die obige Losung in folgender
k

Form schreiben mit k,le:(a)/C k, k, kl)-(ct,x,y,z):a)t+kxx+kyy+kzz:a)t+k-r:

h#‘/(x’t) hftv _’[WHk-r):hftveiiklx,alSO h‘LlV(X)t) hiv e (2)



2
Dabei wird die obere Bedingung (*) w’=c’k’ zu a)2=c2(ki+k2y+k§)®(%)—k2:0©klkA:O
c

bzw. ko=k>=k* (**)
Oder wenn man den physikalisch relevanten Realteil nimmt:

p .
uv:*

h,, (x,t)=h" cos (k Ax’l) oder mit der Komponentenmatrix des Polarisationstensors h

uv

ho hoy hy  hos
h’ kY hP’ H’

h(x,t)=| 10 0 B cos (K, x).
h20 h21 h22 h23

p p p p
h30 h31 h32 h33
Da der Stortensor h ,,, symmetrisch ist, muss es auch der Polarisationstensor sein:

p p p p
hoo  hor  hgy  hgg
p p p p
— hy, hy hy,  hig
p p P o
hy, hy, hy  hy

p p p p
h03 h13 h23 h33

cos (k 2 x’l). Oder mit der Exponentialfunktion:

p p p p
hoo h01 hoz hos
e |hE hP RP RE | v
— k,x" _| o1 11 12 13 k;
hluv(x’t)_hftvel = p p p p el i (3)
hoz h12 hzz h23
p p P p
h03 h13 h23 h33

Es gibt also aufgrund der Symmetrie nicht 16 Lésungen h ,,, sondern maximal 10.

uvs

Die Ableitung der Funktion h,, ergibt sich zu:

_ik.x* M, konstant —ik. x* —ik. x* . A\ k, konstant . A
Oohyy=08,hh, e =" 0h 5, e =t e 8, =ik xt) " E Ry (—iky) 0, X" =
[ —
hy.
B ;
, ox . oA
__lkih‘uvaxa__l60kﬂ.h‘uv:>

o,h,,=—ik,h,, (4)

otuv

Die Lorenz-Eichung 20 ,h”,=0,h ergibt mit h* =n“"h,,,: 2n"** aphmzavhg

Division durch die e-Funktion

29" (~ik,|h,,=—ik,h 2k, 57" e =k, 57" h’, (5)

Die Welle soll nun der Einfachheit halber in z-Richtung laufen, dann gilt fiir den Wellenvektor:

kOZ%,kIZkZZO, und wegen ( **) k3+k0:0,k3:—%, dann ist —ikAxAZ—i(%ct—%z) und die



i2(z—ct)

Wellengleichung: h,(z,t)=h"e° (6)

Wegen kO:%,klsz:O,kF—% und (5) 2k,n""h,=k,n"’h’,, folgt fir die vier

uv up

Bedingungen der Lorenz-Eichung 20 ,h”,=3,h, v=0,1,2,3:

k,=k,= ) ) k,
Fiir v=0: 2K, 57" Ro=kony" 1, 5 2(Kon" = ko1 | W20 = Ko (— iyt hE, + hE, 4 hE,) S
=2
2(@—@13)h50+2<7110—7113)h§0:—hgo+hf1+h§2+h§3=>—2th—Zh§0=—hgo+hf1+h§2+h§3:
10 0 1

1
hgy+hiy= E(hgo_ h, —h3,— h§3) (7)

Fiir v=1: 2k, "k, =k, 7"’ h% ;= 2(kyn""—kon"* | % =k, (— ke, +h? + hE + hD) =

up ul

0

—2kohg,— 2k, h5,=0=hg+h%,=0 (8)

Fiir v=2: 2k, 7"’ h,=k,n"" h. ,=2( k" —kon"’|h?,=0=—2k,hf,—2 k,ht,=0=
0

hg,+h5,=0 (9)

H
Fir v=3: 2k, 7" hys=kyn""h; =2 (kon'uo_ko 77#3)h53:_k0(_hgo"'h}l)l"'h}z)z"'h%):>
—k

0

1
—2hg—2h3=hg—h},—hj,—hi;= h53+h§325 (_hgo+hf1+h§2+h§3) (10)

Aus (7)-(10) erhilt man: hy,=—h5,=—hl,, hj,=—h5,=—h,, hg3=—%(hgo+h§3) (11)

und aus (11) und (7) folgt h5,=—h?, (12).

hgo _hlfs _h§3 hgs
i%(z—ct) —HK hP hP hP i?(z—ct)
Also gilt: h,,, (x,t)=hl e = v S G und damit bleiben noch 6
- h23 h12 _hn h23

hos  his  hy o by
unabhédngige Polarisationskomponenten {ibrig.

Die Lorenz-Eichung beinhaltet eine ganze Klasse von Koordinatentransformationen:

3 . u '] ]— u . .
Verwendet man bei der Eichung x "“=x“+¢” anstatt h*" h*":=h""— 51 "h, so zeigt sich, dass

0,h""=0,h""—0Oe" ist:

T v __ 1 uv 1 UV 1 uv 1 uv PO\ _ L uUv AV AV _u 1 uv o o o

h"“"=h —o 1 h'=h —57 (77,mh . )—h —0'e =0 c"—on (77/,(,[hp —0"€’—0 E'UD
T v __puv u v v _u 1 uv o o _uv 1 uv u v v _u 1 uv o 0
h"'=h""—0"€"—0"¢€ —5 (h—0,€”—8%€,)=h -5 h—o"€e" —0"¢ +11 (0,€7+0,€”)

20,€’



h™'=h""-0"€"—0"€"+n"" €. Darauf die Ableitung 0,

6Vi_1 ,,uv:av E,uv_ﬁvﬁv E,u_av a,u 6v+’7,uv ava(r EU:aVE,uV_DE,u_a,u 6V6v+a,u 6(, 6"26,, H,uv_ E,U:

0" 0

0,h""=0,h""—0O¢".

Die spezielle Lorenz-Eichung besteht in der Wahl der Verschiebung ¢ mit der Eigenschaft
Oc“=0,h"", was dquivalent ist mit 0, h"“"=0.

Wahlt man jetzt die Koordinatentransformation x"“=x“+(e”(x)+6"(x)) mit le“+6“1< 1 etc.
und O6“=0 so giltauch 0, h""=0(e“+6")=0e"+06"=0¢", also die Lorenz-Eichung. Der
Ricci-Tensor bleibt bei dieser Eichung unverdndert. Diese Thetas beinhalten also die Eichfreiheit
innerhalb der Lorenz-Eichung. Dies ist besonders aufschlussreich, da die Analogie zu den anderen
Eichungen offensichtlich wird.

Man kann aber auch direkter vorgehen. Man kann an €” eine zusétzliche Eichtransformation stellen,
indem man dartiberhinaus fordert, dass O ¢“=0 ist. Das erhilt die bisherige Eichtransformation:

avﬁuv:D6‘u<:>avﬁuv:0<:>av(h,uv_%n,ttvh):()ﬁavh,m/:%n,uvavh@avnpﬂh,ul/:%np’un,uvavh@
5

P

©0,h;==0,h

. A . A
—ik,x —ik,x

Oe“"=0=¢"(x)=y"e bzw. €,(x)=y e (13) mit vier frei wahlbaren «=0,1,2,3.
Der Wellenvektor k ; sei der gleiche wie fiir h,,,. Mit h',,=h,,—0,€,—0,€, erhilt man dann
(siehe (4)):

h ',uv: h,uv_ (_ ikvg‘u) _(_ik‘u ev)

Division durch gleiche e-Funktion et
=

hp',uv:hp +ikvy,u+ik,uyv (]—4)

uv

Das ergibt fiir die noch unabhéngigen Polarisationsamplituden:

hoo' =hgo+ike yo+ikey o= h""n=hgo+2ik, y, (15)
hi,'=h}\+ik, y +ik, y,=h{,'=h;, (16)

0 0

h{,'=hy,+ik,y,+ik, y,=h},'=h}, (17)
o o

hiy'=h{;+iks y,+ik, y;= hi;'=h};—ik,y, (18)
EA

hby'=h3,+i ks y,+ik,y,=h'=hj,—ik,y, (19)
X, Iy

hiy'=hi+ik, ys+iks ys= hiy'=hi—2ik,y 5 (20).

Da die Amplituden frei wahlbar sind, erhélt man mit

1 "
ik h(?o:hgo =0
0

Yo——

1 '
Y1:I0hf3:>hf3 =0



1 .
)/zzmoh%:ﬂ]gs =0

_ 1
2ik,

h§3=>h§3 '=0

Y3

und wegen (1) hfy'=—2 (hfy " +h%,')=0.

he'  —hiy' —hy' hg' 0 O 0O O

h "uv(x,t):hﬁv'ei%(kd): _hzsv hzl ' h1172p, h§3' ef%(z—cr) (16),:(17) 0 hgl hf2p 0 ei%(z—ct)
- h23 h12 - h11 h23 0 h12 - h11 0
hey'  hiy' hy' by o0 0 0

Da wegen Oe,=0und h',,=h,,—0,¢,—0,€, folgt: Oh',,=0h,,—00,¢,—00,€, und also

Oon',,=0h,,—0,0¢,-0, EEJ =0h,,, sind auch die Wellengleichungen von h',, und h,,, gleich:
0 0
00 0 0 00 0 0 0000
hyv(x’t): 0 h11)1 hfz 0 ei%‘z_m:hfl 0 1 0 0 ez%(z—ct)-'-hl172 00 1 0 ei%(z—ct] (21)
0 hY, —h, O 0 0 -1 0 01 00
0 0 0 0 00 0 O 00 0O

Damit sind nur noch zwei unabhéngige Polarisationsamplituden h} und h{, vorhanden und damit
zwei mogliche Wellenfunktionen.
3.4.4.3 Wirkung der ebenen Gravitationswellen auf Materie

Freie® Teilchen bewegen sich bzgl. der Koordinaten x* auf Linien x°(7) gemaR der
Geodétengleichung:

2 o u v
d x (T):_FU dx” dx

—-— 1
d TZ uv d T d T ( )
Die Gravitationswelle folgt der Gleichung;:
0 O 0 O
0 hy hY, 0| i%k-c
(b ()= T 2 P )
0 O 0 O

die eine Verzerrung der Metrik bedeuten, die den Metriktensor g,,=7,,+h,,, affektieren. Wie oben
Seite 33f entwickelt gilt fiir die Christoffelsymbole

9  Frei heift hier frei von auf sie wirkenden Kréften. Man beachte, dass es nach der ART keine Gravitationskréfte gibt.



ol 1

FZV:gT g/l,u,v_g‘uv,ﬂ-'-gvﬂ,,u) :E 77”)L (av hi ,u_aih,av-'-a,a hv&)+O (hz) (3)

Als Anfangsbedingung zur Zeit 7=0 seien die Raumkoordinaten x' der Teilchen fest, d.h. die

i 2 0 u v
Geschwindigkeiten 0: 9 =0, i=1,2,3. Dann gilt nach (1) - =g 9 9,
d7 . dr’ “dr dt
dZXi_ i dx’ 2
drz__roo(d—r) (4)

In der Wellengleichung (1) verschwinden alle Amplituden h”, die einen Index 0 besitzen, also auch
die Funktionswerte h mit Index 0. Also folgt nach (3): FBOZ% 77”(80 h,,—0,hy,+0,h,,\=0.
R I
. . d 2 X i i dx 0\? . . . .
Mit (4) ergibt das ?= —TI'y 4z =0 (5). Demnach bleibt mit der Beschleunigung 0 die
T

Geschwindigkeit der Teilchen stets konstant, d.h. auch Null: g_x (17): 0, i=1,2,3. Die Weltlinien
T

der Teilchen sind also Geraden parallel zur Zeitachse. Ich wiahle nun solche Teilchen in
gleichmaRigem Abstand auf einem Kreis mit Radius L in der x,y-Ebene (der x', x*-Ebene):

XZ

oder ohne Zeitachse in der x,y-Ebene f‘ m‘“w
\\/y '

Senkrecht zur x,y-Ebene trifft die Gravitationswelle auf die Teilchen. Da der metrische Tensor

9uv (x*,t)= n+h,, (x°,t) zeitabhéngig ist und sich also mit der Zeit wellenférmig &ndert, dndert
sich auch der Abstand der Teilchen zum Mittelpunkt zyklisch, obwohl die Linien der Teilchen in
den Koordinaten x' Geraden bleiben. Nur die Metrik dndert sich und damit das Linienelement, nicht
die Koordinaten x' (i=1,2,3): d52:(77‘m,+ h, ‘,(xa,t))dx" dx” mit Ausnahme der Zeitkoordinate x°=ct.
Da dieser oszillierende Prozess physikalisch unabhédngig von der Darstellung in diesen Koordinaten
ist, gibt es ,,schone“ Koordinaten, in denen er sichtbar wird. Da die koordinatenunabhdngige
Eigenldnge s:f ds :f \/gm dx"dx"” ist und in der x', x*— Ebene x*=0 ist und nur h,, h,,,h,,,h,,
nicht verschwinden, gilt fiir das Linienelement, bei dem nur die beiden Raum-Koordinaten x' X
eine Rolle spielen:

d52:(7700+h00)dx° dx°+(77u+hn)dx1 dx1+(7712+h12)dxldx2+(7721+h21)dxzdx1+(7722+hzz)dxzdx2+(n33+h33)dx3dx3

-1 0 1 0 0 1 1 0

ds*=—c*dt*+(8;+h;(t))dx'dx’ (i, j,=1,2) oder ausgeschrieben:

ds’=—c*dt* +(1+hy,)(dx')*+2h,dx" dx’+(1—h,, ) (dx’)*+(dx’)

dr’



Da das Linienelement (das Quadrat der Eigenlinge) aber nur in der x',x*>-Ebene interessiert, nenne
ich diesen Anteil dI’*:

dI’=(1+h,,)(dx' ' +2h,,dx" dx*+(1—hy,)(dx*) (6)
Da die Teilchen in unmittelbarer Ndhe vom Mittelpunkt des sehr kleinen Kreises liegen, gilt:
dx'=L-cosg und dx’=L-sing und also folgt fiir die Eigenlange dI:

dI*=(1+h,,)L*cos’ ¢ +2h,,L*sin ¢ cos g +(1—h,,) L*sin’ ¢ =

dl’=L*cos’ ¢+Lzsin2¢+L2hH(cosz¢—sin2¢)+L2h122sin @ COs Q=

L? cos2 ¢ sin2 ¢

dI’=L*+L*h,,cos2 @+L h,,sin2 ¢ oder dlZZLZ(1+h11cos2gp+hlzsin2¢).Einsetzen der

p p
hll h12

Wellengleichungen bzw. (hy(t))=| p
hyp —hy

)e"‘” ; k,I=1,2 oder da bei der ankommenden

—iwt

Welle nur der Realteil interessiert und da e '“'=cos(—wt)+isin(—wt)=cos wt—isinwt:

p p
(h(t))= (h” . )cosa)t; k,1=1,2 bzw. h,(t)=h} coswt und h,,(t)=h!,coswt:

hi, —hi,
d12:L2(1+hf1c052 @coswt+h!,sin2 ¢ cosa)t) (7)

Liegt das Teilchen zum Zentralteilchen auf der x'-Achse, dann ist dx*> = 0 und also sin ¢ =0 und

demnach @=0 oder ¢g=u: d12:L2(1+hf1cos a)t) L (1+h{’1cos—t) (8)

Istt=0=dl’=L*(1+h}))
Istt=§=>d12=L2(1—h’fl).

Der Abstand des Teilchens zum Zentrum auf der x'-Achse ist zuerst (t=0) mit \/ 1+h!, und nach
einer halben Oszillation (t = T/2) gestaucht mit v 1—h{,

Liegt das Teilchen auf der x*-Achse, dann ist dx' = 0 und also cos ¢ =0 bzw. ¢ = % und ¢ = 37”

und dl2:L2(1—hf1coswt) L (1 hflcos—t) 9)
Istt=0=dl’=L*(1—h?))
Istt:§=>d12:L2(1+hf1)

Ich wihle als Beispiel (stark iibertrieben) L =2 und h},=0,5:

t=0=(2/0)>(2+1,5/0)=(2,45/0) und (0/2)(0/2+/0,5)=(0/1,414)



t:§:>(2/0)-)(1,414) und (0/2)-(0/2,45)

aus Wikipedia

Liegt nun das Teilchen auf der 1. Winkelhalbierenden, so ist dx'= dx* und also ¢ = % und ¢ = 57”,

dann ist cos2 ¢ =0 und sin2 ¢g=1=
d12:L2(1+hfzcoswt):L2(1+hf2cos2T”t) (10)
Fiir t=0=dl’=L*(1+h5,)
Fiir tzgzdlzsz(l—hfZ)
. . . . . _ 37 7 .
Liegt das Teilchen auf der 2. Winkelhalbierenden, dann ist ¢ = 1 und @ =1 und damit

sin2¢@=—1 und cos2¢=0=

dIZZLZ(l—hf2 cosa)t):Lz(l—hfzcoszTﬂt) (11)

Fiir t=0=dl=LV1—h’,
Fiir t= 1+ > dI=Ly1+1,
2

Mit den gleichen Werten wie oben (L=2,h},=0,5) ergibt sich folgendes Bild:

t=0=(v2/v/2)>(1,732/1,732) , (—=V2/=2)>(=1,732/—1,732),(=V2/v/2)»(=1/1),(v2/-2)>(1/-1)

tz%z(ﬁ/ﬁ)e(m) und (—V2/=+2)>(=1/—1),(=V2/V2)» (=1,732/1,732) (v 2/—2)(1,732/—1,732)
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aus Wikipedia



Hervorgerufen werden solche Gravitationswellen durch beschleunigte Massen. So wurde durch
LIGO in den USA im Jahr 2015 Gravitationswellen gemessen, die von zwei sich umkreisende
schwarze Locher ausgeldst wurden.

2D-Simulation

LIGO

Laserpulse werden in beiden Armen ausgesendet und an deren Enden reflektiert zusammengefiihrt.
Werden die Arme durch die Gravitationswellen (natiirlich minimal in der Gr68enordnung von
Atomdurchmessern) in ihrer Lange verdndert, so entstehen andere Interferenzmuster, die als
Messung der Wellen fungieren.

Ende des 1.Teils



